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1. UvOD

Covjekova teZnja za rjeSavanjem problema bila je glavni motiv za napredak. Najveéi i
najstariji znanstveni suputnik kojeg je Covjecanstvo imalo bila je matematika. Pojavom
pisma, ¢ovjek je mogao poceti zapisivati ideje. Jedna od prvih primjena matematike, s
nastankom civilizacije, bila je u agrikulturi. Tada je za potrebe planiranja sjetve i1 zetve
pocelo pracenje nebeskih tijela kako bi se stvorio kalendar, takoder, sluzila je za stvaranje i
mjerenje polja. Jedna od metoda koja se razvila kroz povijest je metoda kona¢nih elemenata
¢ija se primjena moze naci kako u civilnim tako i u vojnim djelatnostima. lako su same
metode razvijane od 17.st. nisu ulazile u Siru primjenu zbog svoje kompleksnosti. Naime,
sve do pojave elektroni¢kih racunala u 20. st. njihova primjena je bila ograniena na
jednostavne modele. U ovom radu opisana je realizacija metode kona¢nih elemenata tj. njena
primjena u geotehnici. Odabran je jednodimenzijski Stapni element zbog svoje
jednostavnosti, ali i Siroke primjene. Dodavanjem jedne dimenzije dobivaju se
dvodimenzijski konac¢ni elementi, od kojih je najjednostavniji trokutni element. A
dodavanjem jos jedne, dobiva se trodimenzijski konaé¢ni element, od kojih je najjednostavniji
tetraedar. Cvorovi kod trodimenzijskih konadnih elemenata imaju veliki broj stupnjeva
slobode, npr. tetraedar ima cCetiri ¢vora od kojih svaki ima tri stupnja slobode, a njihovim
umnoskom dode se do 12 stupnjeva slobode. Heksaedar npr. ima 24 stupnja slobode.
Povecanjem broja ¢vorova povecava se i broj jednadzbi, ali i broj nepoznanica unutar
jednadzbi. Kao $to je ve¢ napomenuto, zbog napretka u ra¢unalnim tehnologijama veliki
proracuni se mogu obavljati relativno brzo. No, i tu postoje odredeni dosezi, jer za sve

kompliciranije modele potrebna su sve ,,jaca‘“ raCunala.



2. POVIJEST NUMERICKE ANALIZE

Numericke metode razvijene su iz numericke analize. Metode racunanja aproksimacija
za numericka rjeSenja nalaze se u davnoj povijesti, tocnije u staroj Indiji, Kini,
Mezopotamiji, Egiptu i Gr¢koj. Jedan od primjera matematickih aproksimacija potjece iz
Mezopotamije izmedu 1800. i 1600. g. pr.n.e. (slika 2-1 i slika 2-2). Glinena plocica

prikazuje racun kvadratnog korijena iz 2, najvjerojatnije je vjezba jednog ucenika.

Slika 2-2 Skica glinene plo¢ice YBC 7289 (Aaboe, 1964)

Iz drevnog Egipta dolazi problem aproksimacije povrSine kruga potrebnog za izracun
volumena cilindri¢nih silosa, koji je zabiljezen na Rhindovom Papirusu iz oko 1650 g. pr.n.e.
(slika 2-3). Smatra se da je ono prijepis, pa se Cesto naziva i po pisaru Ahmesu, Ahmesov

Papirus. (University of Colorado, n.d.)



Takoder, vrijedi spomenuti jo§ stariji zapis, Moskovski Papirus u kojem se opisuje
primjer izratuna volumena krnje piramide, potjece iz oko 1850. g. pr.n.e. (Texas A&M
University, 2001)

Slika 2-3 Rhindov Papirus (The British Museum, 2019)

Iako nije zapocela u njoj, geometrija se znatno razvila u anti¢koj Grckoj, a ocem
geometrije se smatra Tales iz Mileta, koji je zivio u 6. st. pr. n.e., a u Aziji matematika
algoritama.

Sve do 19. st. poznati matematicari su bili ujedno 1 filozofi, astronomi, fizi¢ari i kemicari,
najpoznatiji medu njima su Galileo, Newton, Euler, Lagrange Gauss, Fourier, Leibnitz,
Bernoulli te mnogi drugi. Numericke metode bile su razvijane u sklopu njihovih istrazivanja
u tim podrucjima.

Sredinom 19. st. matematika postaje predmet kojim se bave isklju¢ivo matematiéari.
Numericke metode su razvijene za rjeSavanje problema u geodeziji, astronomiji, fizici i
inzenjerstvu. (Benzi, 2009)

Izvodenje proracuna olaksale su pojave logaritamskog racunala tzv. §ibera u 17.st. (slika
2-4), a zatim sredinom 19. st. i pomo¢u mehani¢kih kalkulatora (slika 2-5). (The Oughtred
Society, 2013)
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Slika 2-4 Logaritamsko racunalo tzv. Siber (Enciklopedija, n.d.)



Slika 2-5 Razli¢iti primjerci mehanickih racunala (Wikipedia, 2012)

Krajem 1920-ih u Italiji je osnovan institut za istrazivanje matemati¢ke analize. U
Njemackoj su osnovane $kole za primijenjenu matematiku u Gottingenu i Berlinu. Znatan
razvoj numeri¢ke analize dogodio se tijekom Drugog svjetskog rata. (Benzi, 2009)

Naime, tada je za potrebe Drugog svjetskog rata okupljen veliki broj matematicara i
fizi¢ara, Cije se znanje Koristilo za razbijanje kriptiranih poruka kao i za razvoj nuklearnog

oruzja. Uz to poceo je i razvoj prvih elektroni¢kih rac¢unala u te svrhe (slika 2-6).

Slika 2-6 Racunalo Colossus Mark 2 (Wikipedia, 1943)

Nakon Drugog svjetskog rata dolazi do razvoja zrakoplovne industrije, kako u vojne tako
1 komercijalne svrhe. Takoder, dolazi i do svemirske utrke. Za te potrebe razvijena je metoda
konacnih elemenata (MKE). NASA 1965.g. razvija racunalni program zvan NASTRAN koji
je sadrzavao dvodimenzionalne i trodimenzionalne analize naprezanja, Stapne i rostiljne

elemente, a u svrhu analiziranja kompleksnih konstrukcija poput zrakoplovnih. (Fish, 2007)



Negdje u isto vrijeme razvijen je i racunalni program, ANYSIS, koji se koristio za
analiziranje nuklearnih reaktora. Dolaskom osobnih racunala i razvojem komercijalnih
racunalnih programa, matematicka analiza, a s njom 1 metoda kona¢nih elemenata, nasla je

Siroku primjenu, slika 2-7.

Slika 2-7 Naprezanje portalne dizalice (Schiller GmbH, n.d.)

Zbog svoje kompleksnosti, simuliranje nuklearnih eksplozija, vremenske prognoze,
klimatskih promjena, simulacije vezane uz astrofiziku te kriptoanalizu Kkoriste se

superracunala (slika 2-8).

Slika 2-8 IBM-ovo superracunalo Blue Gene Q Sequoia (Financial Times, 2013)



3.  NUMERICKE METODE

Numericke metode je zajednicki naziv za postupke numeri¢kog rjeSavanja matematickih
modela realnih fizikalnih pojava odnosno inzenjerskih problema. Kod primjene numerickih
postupaka rjesavaju se diskretizirani prora¢unski modeli pri ¢emu opisujemo neka stanja ili
moguca ponaSanja u razliitim uvjetima koja se temelje na utvrdenim zakonitostima.
Numerickim postupcima proracuna dobivamo priblizna rjeSenja matematickih modela
opisanih pomocu diferencijalnih jednadzbi. U odnosu na eksperimentalna istrazivanja,
numericke metode su jeftinije te omogucavaju brze dobivanje rezultata. No, to ne znaci da
se eksperimentalna istrazivanja ne Koriste jer podaci dobiveni eksperimentom sluze kao
ulazne vrijednosti za numeric¢ke prorac¢une. Takoder, eksperimentom je mogucée provjeriti
to¢nost nekih dijelova numeri¢kog modela. (Sori¢, 2009)

Postoje tri glavne faze u postupku rjeSavanja inzenjerskih problema prilikom primjene
numeriCkih metoda, to su: idealizacija ili matematicko modeliranje, diskretizacija
matematickog modela i rjeSavanje sustava diskretiziranih jednadzbi. Postupak rjeSavanja je

prikazan na slici 3-1:

DISKRETIZACIJA
[——1
l l RIESAVANIE DISKRETNOG
IDEALIZACIJA L MKR || MODELA
T fizikalni atematicki T»\ I diskretni B g
| asiay [ medad j%—MDE 7] modat [P S J
| " MKE |

Slika 3-1 Shematski prikaz rjeSavanja inZenjerskih problema

Opisivanje fizikalnog sustava odgovarajuéim matematickim modelom naziva se
idealizacijom ili matematickim modeliranjem. Izvodenje matematickog modela moZe biti u
dvije formulacije: diferencijalnoj formulaciji, koja je opisana sustavom diferencijskih
jednadzbi u prostoru i/ili vremenu, i varijacijskoj formulaciji, koja se temelji na funkcionalu
iz Cijeg je uvjeta stacioniranosti moguce izvesti diferencijalnu formulaciju. Funkcional je
funkcija koja je odredena integralom ¢iji su argumenti isto funkcije.

Diskretizacija je postupak kojim se kontinuirani sustav zamjenjuje diskretnim sustavom

koji se opisuje s konac¢nim brojem nepoznatih varijabli. Razlikuje se diskretizacija podrucja



1 diskretizacija jednadzbi. Diskretizacijske metode koje se primjenjuju su metoda kona¢nih
razlika, koja je ujedno i najstarija, zatim metoda diskretnih elemenata, metoda kona¢nih

elemenata te mnoge druge. (Sori¢, 2009)
3.1. Metoda konacnih razlika

Ovom metodom numeri¢ko rjeSenje diferencijalnih jednadzbi dobiva se u odabranim
tockama razmatranog modela konstrukcije, pri ¢emu se diferencijalna jednadzba zapisuje
kao diskretizirana s derivacijama aproksimiranim kona¢nim razlikama. Tocke modela ¢ine
mrezu kona¢nih razlika te se nazivaju ¢vorovima. Za svaki ¢vor dobiva se algebarska
diferencijska jednadzba koja povezuje nepoznatu vrijednost u ¢voru s vrijednostima te
varijable u odgovaraju¢em broju susjednih ¢vorova (Sori¢, 2009).

Red derivacije diferencijalne jednadzbe odreduje broj obuhvacenih ¢vorova. Tim
nacinom dobiva se sustav linearnih algebarskih jednadzbi ¢iji je broj jednak broju ¢vorova,
tj. nepoznanica. Cvorovi koji se nalaze duz ruba s poznatim vrijednostima predstavljaju
rubne uvjete i za njih nije potrebno postavljati jednadzbe. Ako su u rubnim uvjetima
ukljucene derivacije, potrebno je provesti njihovu diskretizaciju.

Cvorovima na kojima se izvode diskretizirana jednadzba su pridruZeni indeksi koji se
povecavaju, tj. smanjuju u susjednim c¢vorovima. Raspodjela ¢vorova moze biti

jednodimenzijska ili dvodimenzijska kao $to je prikazano na slici 3-2.

! (G.j+1)

J (i-1.7) ’ /(i. 7 : :(i+l.j)

i1 G, j-1)

‘TR i i B &EE p
Ax Ax

b)
Slika 3-2 Raspored ¢vorova: a) jednodimenzijski, b) dvodimenzijski



3.2. Metoda diskretnih elemenata

Metoda diskretnih elemenata, skra¢eno MDE, je skup numeric¢kih postupaka koji su
potrebni za simuliranje ponasanja sustava medusobno ovisnih diskretnih elemenata.
(Lazarevi¢, 2000). Tom metodom se modeliraju geometrijski diskontinuumi ¢ija svojstva
ovise o rasporedu i vezama izmedu Cestica.

Takoder, ovom metodom se ponekad modeliraju i modeli materijala koji su kontinuum,
tj. oni materijali kojima su fizikalna svojstva nepromjenjiva. Naime, tada se procjenjuju
lokalne pojave u materijalu (poput pukotina), a o kojima ovisi struktura materijala. Takoder
mogu se provjeravati i meducesti¢ne veze, tj. kohezija. (Lazarevi¢, 2000).

Tijela diskretnog sustava mogu biti razli€itih veli¢ina, oblika i1 hrapavost povrsine, a
unutrasnjost im moze sadrzavati pukotine 1 Supljine. Geometrijske karakteristike Cestica
uvjetuju njeno gibanje, oblik dodirne plohe i raspodjelu kontaktnih sila po njenoj povrsini
prilikom dodira sa drugim tijelom ili podlogom. Metoda diskretnih elemenata se primjenjuje

u znanstvenim podruéjima poput medicine, meteorologije, biologije, rudarstva, itd.

U odnosu na metodu konac¢nih elemenata, postoje i neke razlike:
- polozaj elemenata nije unaprijed poznat, kao niti njihov konac¢ni broj koji ¢e se
upotrijebiti u prora¢unu
- pomaci i rotacije diskretnih elemenata mogu biti neograniceni
- element iza vrijeme prora¢una mogu biti bez dodira sa susjedima
- za upotrebljive rezultate treba veliki broj diskretnih elemenata
- zaproracun je potrebno poznavati geometrijski oblik i materijalne znacajke pojedine

Cestice (Lazarevic¢, 2000)

3.3. Metoda konacnih elemenata

Metoda kona¢nih elemenata, skrateno MKE, najpoznatija je numericka metoda za
rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi odnosno problema rubnih vrijednosti. MKE
se temelji na diskretizaciji promatranog podrucja podijeljeno na konac¢an broj podpodrucja,
tzv. kona¢nih elemenata. Za svaki element pretpostavlja se rjeSenje zadane diferencijalne
jednadzbe u obliku interpolacijskih funkcija koje povezuju zavisne varijable s njihovim
vrijednostima u ¢vorovima. (Sori¢, 2009)

Izvodi se sustav algebarskih jednadZbi ¢ije su nepoznanice ¢vorne veli¢ine, nakon cega
se formira globalni sustav jednadzbi za cijeli diskretizirani model, u kojemu su nepoznanice

¢vorne vrijednosti svih elemenata diskretiziranih podrucja. Postoje jednodimenzijski,
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dvodimenzijski i trodimenzijski konacni elementi, te plocasti i ljuskasti kona¢ni elementi.
Najjednostavniji konacni element je jednodimenzijski element, tj. Stap s dva ¢vora i s
linearnom interpolacijom. (Sori¢, 2009)

MKE se razvila iz potrebe za rjesavanjem kompleksnih problema iz podrucja
matematicke fizike, tj. inZenjerstva. Do njene raSirenije primjene doslo je s pojavom racunala
koji su mogli brzo obavljati racunske operacija, te je primjenu naSla u gotovo svom
industrijskim i energetskim granama. No, uz razvoj racunalne tehnologije i dalje su se
koristili eksperimentalni modeli, jer se neke stvari nisu mogle simulirati u racunalnom
programu, npr. turbulencije. Najc¢es¢a primjena je u analizi opterecenja, seizmickoj analizi,

toku fluida, elektromagnetizama, medicini i mnogih drugih grana znanosti.

Metoda konac¢nih elemenata sastoji se od pet koraka:

1) predprocesiranje — problem se dijeli na konacne elemente (diskretizacija
proracunskih modela)

2) formuliranje elementa — razvoj jednadzbe za elemente (formuliranje lokalne matrice
krutosti elemenata)

3) sastavljanje (assembly) — dobivanje jednadzbi za cijeli sustav iz jednadzbi za
pojedine elemente (tvorba globalnog sustava jednadzbi)

4) rjeSavanje jednadzbi

5) postprocesiranje — odredivanje rezultata, dobivanje vizualizacije (Fish, 2007)



4. REALIZACIJA METODE KONACNIH ELEMENATA

Za realizaciju MKE u problemima kod kojih se rjesava nepoznato polje pomaka najcesce
se koriste integralne formulacije koje proizlaze iz energetskog pristupa odnosno metode
tezinskih reziduala. Zajedni¢ko svojstvo im je da se nepoznato polje pomaka u , ovisno o
dimenziji problema, aproksimira uvrStavanjem pribliznog rjeSenja u obliku linearne
kombinacije umnozaka unaprijed odabranih (poznatih) koordinatnih funkcija N;(x,y,z) i

nepoznatih generaliziranih koordinata @;:
n
uxu = Z ®;N;(x,y,z) (4.1)
i=1

Rubni uvjeti po pomacima za izbor koordinatnih funkcija su u|r, = u,.

4.1. Metoda Rayleigh — Ritza

Rayleigh — Ritzova metoda se temelji na integralnoj formulaciji koja polazi od teorema o
minimumu funkcionala potencijalne energije matematickog modela.
Opcenito, potencijalna energija modela uz pretpostavku materijalne i geometrijske
linearnosti definira se funkcionalom koji ovisi o polju naprezanja &, polju deformacija ¢ i

polju pomaka u:

1 _
(o,c,u) = > f oledQ — ffudﬂ— fqud[‘ (4.2
Q

Q r

=]

gdje je prvi ¢lan potencijalna energija deformacije, drugi ¢lan potencijal volumenskih, a tre¢i
potencijal povrsinskih sila. Negativni predznaci oznacavaju rad koji je uloZen u deformaciju
tijela. Oznake znace: f - vektor volumenskih sila i q - vektor povrsinska sila. (Atalié,
Lazarevi¢, 2017)

Uvrstavanjem izraza za materijalnu ¢ = Ce i geometrijsku € = Lu linearnost, gdje je C
simetri¢na matrica elasti¢nosti, a L matrica diferencijalnih operatora, u prvi ¢lan funkcionala

energije dobiva se:
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1 _ 1 _ 1 _
—faTsdQ =3 f eTCedq = Ef uTLTCLudQ =

5 f uTKudQ (4.3)

Q Q Q

N =

iz Cega slijedi da se izraz za potencijalnu energiju moze prikazati samo preko nepoznatog

polja pomaka:

() = fuTKudS_l— ffudﬂ— fqud[‘ (4.4)

Q Q r

N| =

Dobiveni funkcional se diskretizira umetanjem poznatog oblika za priblizno rjeSenje polja

pomaka (4.1) i postaje ovisan samo o nepoznatim koeficijentima @;

N| =

(o) = ﬁfﬁTKﬁdﬁ— jfﬁdﬂ— jqﬁdF (4.5)

Q r

Prema teoremu o minimumu ukupne potencijalne energije modela, deformabilno ¢vrsto
tijelo pod djelovanjem vanjskih sila nalazi se u stanju stabilne ravnoteze ako mu je mu je

potencijalna energija minimalna. Minimizacijom diskretnog oblika funkcionala energije:

=0, i=12,...,1 (4.6)

dobiva se sustav od n linearnih algebarskih jednadzbi s n nepoznanica. Rjesenje sustava su

generalizirane koordinate @; ¢ime smo dobili priblizno polje pomaka prema izrazu (4.1).

4.2. Metoda Bubnov — Galerkin

Metoda Bubnov — Galerkin se temelji na metodi tezinskih reziduala i jedna je od temeljnih
inacica slabe formulacije u diskretnom obliku gdje su test funkcije dane izrazom (4.1). Za
razliku od metode Rayleigh — Ritza nije potrebno poznavati funkcional potencijalne energije

sustava pa se metoda moze primijeniti na mnogo Siru klasu problema: to su pretezno
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materijalni i/ili geometrijski nelinearni problemi ili problemi s izrazenim gubicima za koje
ne postoji jednoznacno definiran potencijal gubitka energije.

Za matematicki model opisan Laplaceovom diferencijalnom matemati¢kom jednadzbom:

V2u = f(x,y,2) 4.7)
trazi se priblizno rjeSenje pomocu test funkcije koja se kao i kod Rayleigh — Ritza
pretpostavlja u obliku linearne kombinacije koordinatnih funkcija.

Rezidual r = V%u — f(x,y,z) predstavlja veli¢inu greske aproksimacije. Prema metodi

Bubnov — Galerkin, rezidual se tezinira test funkcijom radi procjene njegove vrijednosti:

N, (VE—-£)d0 =0, i=12.. n (4.8)

Ol—

nakon Cega se na dobiveni izraz primjenjuje parcijalna integracija i rubni uvjeti.
MozZe se pokazati da u slucaju linearnih problema koji imaju definiranu potencijalnu energiju
metode Rayleigh — Ritza i Bubnov — Galerkin daju isto rjeSenje. U nastavku su prikazane

realizacije obje metode na primjeru Stapnog konac¢nog elementa sa dva stupnja slobode.

4.3. Poopéenje postupaka na konacni elementi sa dva stupnja slobode
4.3.1. Opis primjera

Rjesava se problem uzduzno (aksijalno) opterecenog Stapa kontinuiranim i koncentriranim
silama (slika 4-1).

a
q=cx

b P x

—_——— -

I I,

=
=~
=l

=
=l

Slika 4-1 Stapni element optere¢en kontinuiranom koncentriranom silom
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Prikazani sistem moze se opisati jednodimenzijskom Poissonovom diferencijalnom
jednadzbom:

d?u

Viu=f(x) = EAW +qx)=0 (4.9)

uz sljedeée rubne uvjete:

— po pomacima: x = 0, u, =0

1 — _Edu_P
po silama: x = L, o = ity

gdje je: u —uzduzni (osni) pomak, EA — konstantna uzduzna (aksijalna) krutost Stapa, q(x) —

uzduzno (osno) opterecenje Stapa po jedinici duljine, P- uzduzna koncentrirana sila.

Opéenito, podru¢je proracuna, interval [a, b], dijeli se na manje dijelove, podintervale

[xi,x;41], gdje je i=1,...,n - 1, (slika 4.2).

D 1 D, o P Dy 1 P § P Do p] Do

.\'1:(1 ,\'2 .\'3 = e = ,\']'-1 ,\'i ,\','+1 . . - ;\‘”-f—l .\'n:b

Slika 4-2 Diskretizacija podrucja

Svaki podinterval predstavlja kona¢ni element omeden s dva ¢vora koji imaju nepoznate
vrijednosti funkcije @;. 1zdvoji se jedan element koji se nalazi na podintervalu [x;, x;,4],
gdje x; i x;;, oznacava dva uzastopna ¢vora, a @, i &, oznacavaju generalizirane koordinate
odnosno nepoznate vrijednosti u ¢vorovima u lokalnom koordinatnom sustavu, brojevi 1 i 2

oznacavaju ¢vorove (Slika 4-3) .

1% i Dy

s

/

Slika 4-3 Jednodimenzijski element u lokalnom koordinatnom sustavu
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Pretpostavi se linearna raspodjela funkcije @ duz elementa

® = q, + a,x (4.10)

Izvodi se relacija kojom se povezuje (4.10) s njezinim iznosima u ¢vorovima @11 @D;:

Za X X1, ¢=¢1'

Zax = Xj4q, P=0, (4.11)
¢ime se dobiva

D, = a4 + ayx;,

(DZ = a1 + azxi+1 (412)

1z (4.12) slijede izrazi za koeficijente a, i a,:

DXy — Pox;
)

Xiy1 — Xi
@,- @,
2 - (4.13)

Nakon uvrstavanja (4.13) u (4.10), dobiva se

Xit1 — X X = Xj
= —""—P + ——,, (4.14)
Xiv1 — X Xiv1 — X

gdje su:
i+1 Xi ll
X — X; X — X;
Ny(x) = — = ‘ 4.15
? Xi+1 — Xj i ( )
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koordinatne funkcije kojima se opisuje oblik raspodijele varijable @. Funkcija oblika

jednaka je jedinici u ¢voru na koji se 0dnosi, dok je u svim ostalim ¢vorovima jednaka nuli

(slika 4-4). 1zraz (4.14) moze se napisati u obliku:

@(x) = Ny (x)®P; + N,(x)P,

Ni(x)

N(x)

=

Xi

l;

Slika 4-4 Graficki prikaz funkcija oblika

P

Xi+]

4.3.2. Rjesavanje primjera metodom Bubnov - Galerkin

|

(4.16)

Izvodi se jednadzba kona¢nog elementa pomoc¢u Bubnov - Galerkinova metoda tezinskih

reziduala. Za podru¢je konacnog elementa pretpostavit ¢e se rjeSenje diferencijalne

jednadzbe (4.9) u obliku funkcije (4.16).

Prema Bubnov - Galerinovoj metodi tezinske su funkcije jednake su funkcijama oblika

(4.15), a tezinska prosje¢na vrijednost reziduala za podrucje kona¢nog elementa jednaka je

Xit+1

d*® )
f N; EAW-I-C[ dx =0, j=1,2
Xi

Primjenom parcijalne integracije

Xi+1 Xi+1

d*o d(b Xit1 f dN do
dx dx dx

relacija (4.17) moze se transformirati u oblik

(4.17)

(4.18)
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Xi+1

EA ded(pd - f N:qdx + N;EA 4.19
dx dx T 79T N5 (4.19)

Izraz (4.16) zajedno s njegovom derivacijom moguce je prikazati u indeksnom zapisu

d® dN
¢ = Ny, —— = d—x"cpk, k=12 (4.20)

Uvrstavanjem (4.20), u relaciju (4.19) dobiva se:

Xi+1 Xi+1 Xit+1 (421)
%%dx @, = j N;qdx + EAN-d— =1,2; k=1,2
dx dx k i1 Tdx |y, = e '

Xi Xi

a zbrajanje se provodi po ponovljenom indeksu k. Drugi ¢lan na desnoj strani oznacuje
Neumannove rubne uvjete. Neumannovi rubni uvjeti uzimaju se u obzir samo u globalnoj
jednadzbi konac¢nih elemenata tako da se pridodaju samo prvomu i posljednjem ¢voru ( Xi =
a i Xn = b) proratunskog modela. Veli¢ine koje opisuju Neumannove rubne uvjete
medusobno se poniStavaju u unutarnjim ¢vorovima.

Izraz (4.21) zapisuje se u matriénom obliku:
k11 klZ] [‘Pl] _ [F51] n [Fm]
k21 kZZ (DZ FSZ FRZ
ki¢p! = Fi 4+ FL (4.22)
gdje su:
- elementi matrice krutosti k¢

N .
kjk = EA f d—gdx, ] = 1,2, k = 1,2 (423)

- elementi vektora opterecenja F¢ u ¢vorovima elementa od uzduznog kontinuiranog

opterecenja (
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Xi+1

Fs; = f Nig(x)dx, j=1,2

Xi

(4.24)

i Fr;j, j=12  -elementi vektora F}, koji predstavljaju Neumannove rubne uvjete na

krajevima podrucja ili koncentrirane sile.
Nakon deriviranja funkcija oblika, pomoc¢u (4.23) dobiva se matrica krutosti za

jednodimenzijski element sa dva stupnja slobode:

£ [_11 ] (4.25)

Osim $to je simetri¢na, matrica je i singularna jer nisu zadani rubni uvjeti po pomacima.

Primjer opisan na pocetku poglavlja mora se diskretizirati na minimalno dva konacna

elementa (slika 4-5).

(plio ¢_77? cDji?
g=cx P
XI*O Xz*/] X3:[]+]2:L
V 1. element V 2. element "
A 1 A
4 L y
A A
Slika 4-5 Diskretizacija dva kona¢na elementa
Pripadaju¢i sustavi jednadzbi za pojedine elemente glase:
EA EA 12
Lo L[] |6
EA EA cpz] R (4.26)
L L ‘3
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EA EA

L, lz
z ] [ o) (4.27)
L 12

Globalni sustav jednadzbi dobiva Se popunjavanjem matrice za cijeli sustav:

EA EA . ,
L I iy
®
EA EA EA EA @1 62
SR A | il W 20
EA EA| ° 3
0 - = P
L, I, |

Uvodenjem rubnog uvjeta po pomacima u; = @; = 0 ukida se prvi redak i stupac

globalnoga sustava:

EA EA

g BT
A

Umnoskom prvog retka i stupca dobije se:

EA(l, +1 EA 12
EALt L), B4, _ (4:30)
1.1, L 3

Umnoskom drugog retka i stupca dobije se:

EA EA
__(DZ + _(D3 = P (4.31)
I, I,

Ovakav sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice rjeSava se tako da se prvo napravi

supstitucija za @5 iz izraza (4.31):

PL,

_ 2 4.32
EA+CD2 (4.32)

¢3:
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Dobiveni izraz se zatim uvrsti u izraz (4.30) te se dobije priblizni pomak za @,:

P, 3
= — 4 —— 4.33
*2= 54" 362 (4.3
Izraz (4.33) se uvrsti u izraz (4.32) kako bi se dobio priblizni pomak za @5:
3
_ Pi+ly) N cly (4.34)

3 EA 3EA

Priblizni pomak za @, iznosi 0.
4.3.3. Rjesavanje problema metodom Rayleigh — Ritz

Funkcional potencijalne energije primjera opisanog diferencijalnom jednadzbom (4.9)

dan je izrazom:

L L

n—f”Ad W—fEA(du)zd w (4.35)

) A ~ ) 2 \ax) & '
0

0
gdje je: A — povrsina popre¢nog presjeka, E — Youngov modul elasti¢nosti, W — rad vanjskih
sila koje mogu biti koncentrirane ili distribuirane duz $tapa.

Uvrstavanjem pretpostavljene priblizne funkcije pomaka (4.16) dobiva se diskretizirani

funkcional energije:

L
H_j‘EA
) 2
0

Iz uvjeta stacionarnosti funkcionala energije slijedi:

L=

n dN 2 Li n n
Z@d—l) dx—fcx Z(DiNidx—PZcDiNi (4.36)
1 X 0 i=1 i=1

L n L
= ! . = . . 4.37
1o, 0 = fEA i . 1 ?; m dx f gN; dx + PN; (4.37)
0 j= 0
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n L L
dN; dN;
quj f EA— d—x’ dx = f gN; dx + PN; (4.38)
0

0

Prethodna jednadZba analogna je izrazu dobivenom metodom Bubnov — Galerkin te daje
isti globalni sustav i rjesenja.
Numericka rjeSenje pomaka u ¢vorovima konacnih elemenata ulazni su podaci za daljnje
prora¢une deformacija i naprezanja odnosno unutarnjih sila na temelju kojih se wvrsi
dimenzioniranje konstrukcije.

Vrijednosti deformacija i naprezanja za zadani primjer iznose:

- zal. element:
du d® &,—d, P cl? P cl?
= ==} — =FE- =—4— 4.39
f1-2 = 0y ¥ dx L, At 34 7172 G-z =7 %3y (4.39)
- za2.element:
du do® &;—d, P P
52—3=§”E=T=ﬁ 0'1—2=E'52—3=Z (4.40)
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5.  DVODIMENZIJSKI KONACNI ELEMENT

Za prikaz realizacije dvodimenzijskog kona¢nog element odabran je osnovni trokutni

element sa tri ¢vora i Sest stupnjeva slobode (slika 5-1)

V3

(.\'; 2) '3)

Slika 5-1 Osnovni trokutni element

Postupak je opisan prema knjizi Uvod u numericke metode u strojarstvu, (Sori¢, 2009.)

Raspodjela varijable @ moze s opisati potpunim linearnim polinomom
® = a; + a,x+ azy (5.1)

U ¢vorovima odredenim koordinatama X;, yi generalizirane koordinate prema (5.1) &1
glase:

D, = a;+ ax;1 + azy;

D, = a + ax, + azy,

(p3 = al + a2x3 + a3Y3 (5.2)

Relacije (5.2) se zapisuju u matri¢nom obliku:

2 1 x y»i)[a
Pyl =11 %2 y2||% (5.3)
P3 1 x3 ysllas

Simbolicki zapis (5.3) glasi :

aa (5.4)

<
I
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gdje je:

¢ = [P1 P, Ps] (5.5)
1 x »n

a=|1 x ¥ (5.6)
1 x3 3

Za nalaZenje veze izmedu funkcije @ u elementu 1 varijabli u ¢vorovima, eksplicitno se

prikazuje vektor nepoznatih parametara a, temeljem (5.4) to je jednako

a= oal¢ (5.7)

Inverzna matrica a izraGunava se u obliku

X2Y3 — X3Y2 X3Y1 — X1Y3 X1Y2 —X2)1
Y2— V3 Y3— W1 Yi— Y2 (5.8)
X3 — X3 X1 — X3 X2 — X1

T 24

gdje je A povrsina trokutastog elementa prikazana determinantom

1 1 x »n
A= <1 %2 ¥ (5.9)
2
1 x3 y3
Koordinatne funkcije ra€unaju se prema izrazu:
N=%a" , §=[1x] (5.10)
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Uvrstavanjem (5.8) u (5.1) dobivaju se funkcije:

1
N; = ﬂ[(xzh — x3¥2) + (V2 — y3)x + (x3— xp)yl =

1
= 57102 = y) (= x2) + (s = %) (v — 32)]

1
N, = ﬂ[(xsh — x1¥3) + (y3 — y)x + (x; — x3)y]
1

= 5L =y G = x5) + (o — x3) (v — y3)]

ﬂ[(xﬂ’z — x%,91) + (31— y)x + (x; — x)y] =
(5.11)

1
=1 [ —y2)(x — x1) + (xz —x) (Y — y1)]

Moze se zakljuciti da funkcije zadovoljavaju uvjet:

lzai=j
Ni(x;,7;) = {O zai#j

Funkcija oblika Nk u ¢voru (Xk, Yk) jednaka je jedinici, dok je u svim ostalim ¢vorovima
jednaka je nuli. Funkcije oblika za jedini¢ne pomake u razli¢itim ¢vorovima grafic¢ki su

prikazane na slici 5-2, slici 5-3 i slici 5-4.

Slika 5-3 Funkcija oblika N2
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(r22)

Slika 5-4 Funkcija oblika Ns

Funkcija @ ovisno o ¢vornim varijablama sada se moze napisati u obliku

® = N &, + Ny, + N3P, (5.12)

Raspodjela funkcije @ graficki je prikazana na slici 5-5.

&)

Slika 5-5 Raspodjela funkcije @

Matrica funkcija za element glasi:

N =

N10N20N30] (5.13)

0N, 0N, 0N;

Derivacija matrice koordinatnih funkcija (5.13) se zapisuje u obliku:
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9 I[N, 0N, 0N, 0

(ws]
Il

e o glo
|

9]
Ox.
Matrica elasti¢nosti za ravninsko stanje naprezanja glasi:
1 v 0
E v 1 0
C=1+ > 1=y (5.15)
0 0
2
Matrica Krutosti iznosi
K, = BT-C-B (5.16)

Prikazani konac¢ni element koristi se prilikom modeliranja ravninskog stanja naprezanja
odnosno deformacija. Linearna raspodjela polja pomaka daje konstantno polje deformacije
I pomaka $to se moze smatrati njegovim nedostatkom. Medutim osnovni trokutni element
neizostavan je prilikom modeliranja sloZzene geometrije numeri¢kog modela ili kada postoje
diskontinuiteti u polju pomaka, deformacija i naprezanja kao S§to su problemi kontaktne

mehanike, mehanike loma i sli¢no.
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6. TRODIMENZIJSKI KONACNI ELEMENTI

Analiza trodimenzionalnih problema teorije elasti¢nosti po MKE se svodi na jednostavno
prosSirenje promatranja o dvodimenzionalnim problemima uvodenjem jo§ jedne nove
dimenzije (Sekulovi¢, 1988). To znaci da se preko jednostavnih trokutastih i Cetvrtastih
dvodimenzionalni elemenata dodavanjem tre¢e dimenzije dode do trodimenzionalnih poput
tetraedra ili heksaedra. Trodimenzionalni elementi imaju veliki broj stupnjeva slobode §to
znaci 1 ve¢i unos podataka, broj jednadzbi 1 izlaznih rezultata. (Sekulovi¢, 1988)

Trodimenzionalni element poput tetraedra ima 12 stupnjeva slobode, dok element poput
heksaedra ima 24.

Najjednostavniji trodimenzionalni element je tetraedar koji ima 12 stupnjeva slobode,

Cetiri ¢vora sa po tri stupnja slobode, (slika 6-1).

v

4

D, N (¥4.V4.24)
A

e ,_%;‘,’-1)
3 2%:)

Slika 6-1 Trodimenzionalni element u obliku tetraedra

Varijabla @ za trodimenzijski element opisuje se linearnim polinomom sli¢no kao i kod

dvodimenzijskog elementa samo sa dodanom jednom dimenzijom z:

®=a;+ ax+ azy+ a4z (6.1)
Prema (6.1) generaliziraju se koordinate za @;:

D, = a4+ azx; + azy; + a,zq

q)z == al + azxz + a3y2 + a4_Zz

@3 == al + a2x3 + a3y3 + a423
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d)4 = a4 + arX3 + asys + AypZy

Relacije (6.2) se mogu zapisati u obliku matrice:

@,
D,
3
Dy

Sto se opet moze simbolicki zapisati:

X1 Y1 Z1] a4
Y2 Zz||a,
X3 Y3 Z3||43
Xy Ya Zy]lO4

[ S Gy
&=
N

d=aa

Vektor nepoznanica u ¢vorovima prikazan je:

T = [‘p1¢’2¢’3¢’4]

A matri¢ni zapis:

1 X1 Y1 Z3
_11 X2 Y2 2z
=11 x3 y3 2z
1 X2 Ya 24

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

Kao i kod dvodimenzijskih elemenata, trazi se veza izmedu funkcije @ u elementu i varijabli

u ¢vorovima. Zapis (6.4) zapise se u obliku:

a=alp

(6.7)

Zbog svoje veli¢ine inverzna matrice « i daljnji postupak provedbe elemenata se nece

prikazati.
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Konaéni pomaci u ¢vorovima konacnih elemenata se mogu prikazati:

NN O 0O N, O O N; O O N, O 07]"2
u= O N 1 O 0 N 2 0 0 N 3 0 0 N 4 0
0 0NN 0O O N, 0O O N; 0O O N,

(6.8)

u
&, = H (6.9)

1=1,2,3,4
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7.  PRIMJER UPORABE MKE U RACUNALNOM PROGRAMU SAP2000

Kao primjer upotrebe metode konac¢nih elemenata odabran je staticki model nepravilnih
stupova dimenzija gornje plohe 8x10 m i donje plohe 10x10 m, visine 8 m, na koje je
oslonjena krovina debljine 8 m, slika 7-1, na kojoj je prikazan presjek kroz polovice stupova.
Promatra se stanje pomaka i naprezanja na srednjem polju statickog modela (crveno polje).
Jedno polje se prenosi na Cetvrtine stupova, slika 7-2. Odabrane mehanicke karakteristike
su: Poissonov koeficijent v = 0,3, modul elasti¢nosti stupa E; = 8 GPa, modul elasti¢nosti
krovine Ex = 6 GPa, specifi¢na teZzina stupa ys = 25 kN/m?, specifi¢na teZzina krovine

Yk = 20 kN /m?.

4

wswsvswswsysvsvsvsv
I Il # rd ra

Slika 7-1 Staticki model stupova i krovine

Slika 7-2 Polje analizirano metodom konac¢nih elemenata
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Zadatak se svodi na linearni staticki problem u mehanici deformabilnih tijela. Ne uzimaju
se dodatna opterecenja, vec¢ se proucava utjecaj vlastite tezine odnosno krovine na stupove.
Pri tome se koristi racunalni program SAP2000 koji se bazira na metodi konac¢nih elemenata.

Pretpostavi se da su svi pomaci donjih ploha stupova sprijeceni, a rotacije dozvoljene, §to
se modelira zglobnim nepomicnim lezajevima u svim ¢vorovima donjih ploha stupova.
Takoder, po visini su presjeka sprije¢eni odgovarajuci horizontalni pomaci u svim rubnim
¢vorovima, slika 7-3, iz razloga §to se radi o Cetvrtinama stupova pa ostatak stupa sprecava

pripadajuée pomake.

o

X

4

4+ x> X
v

A;K'% o ,}

Slika 7-3 Rubni uvjeti: sprijeceni pomaci u odgovarajuéim smjerovima

Opisani model srednjeg polja je podijeljen na ukupno 2560 prostornih konacnih
elemenata, od ¢ega 512 elemenata pripada Cetvrtinama stupova (128 elementa po jednoj

cetvrtini stupa), a 2048 elemenata krovini. Rubni uvjeti su odredeni u skladu sa slikom 7-3.

a)
Slika 7-4 Model u rac¢unalnom programu SAP2000
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Pomaci modela su oc¢ekivanog reda veli¢ine: pomak na sredini krovine iznosi uyg =
—1,1 mm, a pomak na vrhu stupa ug = —0,5 mm do —0,6 mm. Deformirani model je
prikazan na slici 7-5. Naprezanja se takoder mijenjaju na o¢ekivan nacin, slika 7-7. Pomaci
1 naprezanja su veci na slobodnim stranama stupova (unutarnje strane polja), a padaju prema
plohama sa sprije¢enim pomacima (vanjske strane ¢etvrtina stupova), $to je i ocekivano jer
bi se stup prema mehanici kontinuuma trebao ponasati kao rotacijski paraboloid (slika7-6),
odnosno ne deformira se jednoliko, ve¢ su naprezanja i pomaci veci uz rubove cijelog

poprecnog presjeka stupa, slika 7-8.

Slika 7-5 Pomaci modela

Slika 7-6 Shematski prikaz deformacija nosivog stupa u obliku rotacijskog paraboloida
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Slika 7-7 Maksimalna naprezanja u modelu

L | o} LL|L
L | i3 Lo
L L | g NS
L LY. L | L
L n| 2 Lo
L | o3 Lo

Slika 7-8 Maksimalna naprezanja na spoju ploce i stupa

240,

180.

120.
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8. ZAKLJUCAK

Kao $to je ve¢ napomenuto, numericke metode su prosle dug period ,,mirovanja“ prije
nego su se pocele primjenjivati u svakodnevnom zivotu. lako se teorija pocela razvijati
sredinom 17. st. pa sve do prve polovice 20. st. njena primjena bila je u najmanju ruku
ogranicena, sve do pojave elektronic¢kih ra¢unala. Naime svi modeli koji su imali viSe od
jedne dimenzije imali su i viSe ¢vorova te vise stupnjeva slobode. Veéi broj ¢vorova znacio
je 1 kompleksniji proracun.

Razlog zbog kojeg se odabrao jednodimenzijski $tapni element je taj Sto se na relativno
jednostavan nacin moglo prikazati postupak realizacije metode kona¢nih elemenata. Potreba
za ve¢im brojem ¢vorova, odnosno dvodimenzijskih 1 trodimenzijskih elemenata proizlazi
iz teznje da se §to realnije aproksimira ponasanje stvarnih fizikalnih sustava. lako su danas
razvijeni vrlo sloZeni 1 specijalizirani numericki programi, potrebno je poznavati temeljne
postavke numerickih prorauna te analizu problema provoditi i na jednostavnim i sloZenim
modelima. Ukoliko je moguée svakako treba izdvojiti dijelove koji se mogu potvrditi i
analitickim rjeSenjima.

U zadnjem dijelu rad se bavio sa primjenom metode konacnih elemenata na primjeru
podzemnih prostorija gdje su se promatrali pomaci u pretpostavljenoj stijenskoj masi. Veliki
broj ¢vorova omogucio je realni prikaz polja pomaka i naprezanja. Stavljanjem sve gusce
mreze konacnih elemenata nije utjecalo na rezultat. Raspodjela pomaka i naprezanja u
¢vorovima elemenata stupa odgovaraju rjeSenju poznatom iz mehanike kontinuuma. Ipak
valja napomenuti da rac¢unalni programi ne mogu simulirati potpuno prirodne uvijete, jer
materijali u prirodnom leziStu nisu uvijek izotropni kontinuumi, a takoder uvijek mogu
postojati i neke nepoznanice, poput diskontinuiteta, mikropukotina ili nekih Supljina, a Koji

nisu uodeni.
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