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1 Uvod

Dinamicke pobude izuzetno su Cesta pojava u tehnologiji. Primjerice, u graditeljstvu, stro-
jarstvu i sl. dinami¢kom pobudom smatramo djelovanje sile ¢iji se intenzitet mijenja tijekom
vremena. Takva sila moZe biti zadana funkcijom p(t) = pgsin(wt). Dinamicki sustav je
svaki sustav pod utjecajem dinamicke pobude, a rezultat djelovanja pobude je odziv.

Pobuda Odziv

\/ Dinamicki sustav

Slika 1.1: Shematski prikaz dinamic¢kog sustava

Sa shematskoga prikaza 1.1 moZe se naslutiti da su pobuda i odziv u medusobnoj sprezi. Na-
vedenom spregom "upravlja" dinamicki sustav. U sluc¢aju da dinamicki sustav pripada razredu
linearnih sustava, sprega izmedu pobude i odziva zadana je konvolucijom pobude s prijenos-
nom funkcije sustava. Sama prijenosna funkcija odredena je diferencijalnom jednadZbom

sustava.

U ovome se radu razmatra mehanicki linearni sustav najprije s jednim, a zatim i s viSe
stupnjeva slobode pod utjecajem harmonijske sile p(t) = pgsin(wt). Teorijski koncepti
izvedeni za linearni sustav s jednim stupnjem slobode koriste se u razvoju eksperimentalnih

metoda za odredivanje perioda stupnja priguSenja realnih konstrukcija.

Cilj ovog rada jest upoznavanje s osnovnim teorijskim i prakticnim znanjima iz dinamike

konstrukcija.



2 Sustavi s jednim stupnjem slobode

2.1 Model sustava s jednim stupnjem slobode

Modeli sustava s jednim stupnjem slobode su posmicni okviri, a moZemo ih shvatiti kao ide-
alizaciju jednokatnice. Posmic¢ni okviri se sastoje od Stapova, koncentrirane mase i viskoznog
prigusivaca, pri ¢emu je ukupna krutost sustava sadrzana u krutosti Stapova, ukupna masa
sustava u koncentriranoj masi 1 ukupno prigusenje u viskoznom prigusivacu. Nadalje, vrijedi

pretpostavaka o vertikalnoj i horizontalnoj nestisljivosti Stapova, tj. Stapovi su nepromjenjive

duZine.
m
/—g
(a) Posmic¢ni okvir s prigusenjem (b) Ekvivalentni model s prigusenjem
m
(c) Posmicni okvir bez prigusenja (d) Ekvivalentni model bez prigusenja

Slika 2.1: Idealizirani sustav s jednim stupnjem slobode

Primjetimo da navedeni sustav s pogleda statike predstavlja ravninski problem s tri stupnja
slobode (dvije rotacije u zglobovima te translacija), stoga ga je potrebno svesti na sustav s
jednim stupnjem slobode za potrebe dinamickog proracuna. Drugim rije¢ima, potrebno je
ukupnu krutost sustava izraziti kao lateralnu krutost. Postupak svodenja statickog sustava
s tri stupnja slobode na dinamicki sustav s jednim stupnjem slobode naziva se staticka

kondenzacija koju u ovom radu ne¢emo razmatrati.



2.2 Jednadzba gibanja modela pri sinusnoj pobudi

Prikaz sila za sustav s prigusenjem na koji djeluje sila pobude p(f) nalazi se na slijedecoj

slici:

Fg <—— p(1) Fg p(1)

FD‘i

() (b)

Slika 2.2: Prikaz sila; (a) priguSenog sustava; (b) neprigusenog sustava

Prema drugom Newtonovom aksiomu vrijedi:
XF = ma = mii
p(t) — Fs — Fp = mii
mii + Fs + Fp = p(t) 2.1)
gdje je:
Fs unutarnja sila
Fp sila priguSenja

m masa

a,ii ubrzanje

Unutarnju silu mozZemo zapisati kao:

Fs=k-u (2.2)
A silu prigusenja kao:
Fp=c-v=c-u (2.3)
gdje je:
k  krutost

c  koeficijent viskoznog priguSenja
u  pomak

i,v brzina

Uvrstavanjem (2.2) i (2.3) u (2.1) dobijemo:

mii + cu + ku = p(t) 2.4)



Sila pobude p(¢) je sinusna sila pgsin(wt), pri ¢emu je po amplituda, a w frekvencija, stoga
jednadzba pod (2.4) postaje:

mii + cut + ku = posin(wt) (2.5)

JednadZzba pod (2.5) jest nehomogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda, a rijestiti

¢emo ju primjenom Laplaceove transformacije!.

Transformiranjem jednadZzbe (2.5) dobijemo slijedecu algebarsku jednadzbu u frekvencijskoj
domeni:
m(s*U(s) — su(0) —i(0)) + c(sU(s) — u(0)) + kU(s) = P(s) (2.6)

gdje je P(s) transformat funkcije p(¢f) = posin(wt), a U(s) transformat funkcije u(z).

Sredivanjem (2.6) dobijemo:
Ul(s) (ms2 +cs+ k) — msu(0) —mu(0) — cu(0) = P(s) 2.7

JednadZbu (2.7) moZemo rastaviti na vise logi¢nih cijelina:

Dinamicka krutost Z(s) =ms* +cs+k (2.8)
Prij funkcij t H(s) ! ! (2.9)
rijenosna funkcija sustava §) = = .
J J Z(s) ms*+cs+k
Pobuda pocetnim uvjetima  W(s) = (ms + ¢)u(0) + mu(0) (2.10)
Pobuda sinusnom silom P(s) = po% (2.11)
s+ w
UvrStavanjem (2.9),(2.16) u (2.7) dobijemo:
U(s)
=W P
ity = W6+ PG
MnoZenjem prijenosnom funkcijom sustava (H(s)) dobijemo:
U(s)=H(s)W(s) + H(s)P(s) (2.12)

Pri ¢emu je:
H(s) - W(s) odziv na pobudu pocetnim uvjetima u frekvencijskoj domeni

H(s) - P(s) odziv na pobudu sinusnom silom u frekvencijskoj domeni

Tako postupkom dugotrajnija (u ovom slucaju), metoda Laplaceove transformacije nam pruza jedinstven

uvid u medudjelovanje sustava i pobude.



Da bi bilo lakSe nadi inverze odziva u frekvencijskoj domeni potrebno je funkciju H(s)
prikazati u tablicnom obliku?.

2
1
H(s) = &_‘”—DZ (2.13)
wp k (s +0)? + w3,
gdje je:
o ={w, stupanj priguSenja
wp = wy\1 = ¢%  vlastita frekvencija priguSenog titranja
wy, =+ k/m prirodna frekvencija oscilatora
{ =c/ckr Kkoeficijent relativnog prigusenja
Ckr = 2mw, kriticno prigusenje
Pobuda pocetnim uvjetima zadana je preko jednadZbe:
uo s+o wp
H(s)W(s) = — s t+o 5
wp (s+(7)2+a)D (s+(7)2+a)D
(2.14)

M(O) wp

wp (s+0)2+wp

Odziv u vremenskoj domeni se odreduje pronalaskom inverza £ transformacije funkcije

odziva u frekvencijskoj domeni.
u(t) = LHU(s)} = LTH{W(s)H(s)} + %L_I{H(S)P(s)} (2.15)

Funkcija H(s)W(s) svedena je na tabli¢ni oblik stoga je moguce izravno naci inverz Lapla-

ceove transformacije koji glasi:

u(0) , i0)
wp wp

L TYHH(s)W(s)} = ™" lu(O)cos(a)Dt) + (0’ ) sin(wpt) (2.16)

Funkciju H(s)P(s) nije moguce svesti na tabli¢ni oblik, pa je potrebno odrediti konvoluciju
funkcija h(¢) 1 p(¢). Funkcija funkcija H(s) odgovara funkciji 4(¢) u vremenskoj domeni, a
funkcija P(s) funkciji p(7), stoga:

» lw? _, .
h(t)= L7 {H(s)} = ¢ “Tsin(wpt) (2.17)
p(t) = L7HP(s)} = posin(wr) (2.18)

2postupak svodenja prijenosne funkcije sustava na tabli¢ni oblik prikazan je u slijede¢em pogavlju



Konvoluciju funkcija odredujemo preko konvolucijskog integrala:

(h* p) (1) = /0 h(o)p(t - T)de

2 t

_Po%n e “Tsin(t)sin(t — 7)dt (2.19)
k w 0

Ukupni odziv je suma odziva na pobudu pocetnim uvjetima i odziva na pobudu harmonijskom

silom odnosno:

w©) , i)

u(t) =e ' [u(O)cos(th) + (0'
wp wp

) sin(th)]

pobuda pocetnim uvjetima (prolazni dio odziva)

(2.20)

t

2
w , .
L PO [ pmor sin(7) sin(¢t — 7)dt

k wp Jo

pobuda sinusnom silom

Postupak odredivanja i sredivanja rjeSenja konvolucijskog integrala iz (2.19) je dugotrajan pa

je u nastavku prikazano samo konacno rjeSenje.

(h* p)(t) = Csin(wt) + Dcos(wt)

prisilni dio odziva

D (2.21)
—e ! (Dcos(wpt) + (—0- + C_a)) sin(a)Dt))
wp wp
prolazni dio odziva
gdje je:
1- n)?
coPo (w/wn) (2.22)
k [1 = (w/wn)?]? + [2{w/wn]?
) ;
Do Po (wlw (2.23)

& [1— (/w12 + [2{w]w,]?]

1z (2.21)1(2.20) moZemo zakljuciti da ¢e se prolazni dio odziva pojaviti i u slu¢aju homogenih
1 u slucaju nehomogenih pocetnih uvjeta (prisutan i1 kod pobude pocetnim uvjetima i kod
pobude silom), a ovisi o karakteristikama sustava, te se smanjuje eksponencijalno u ovisnosti
o vremenu. Nakon Sto prolazni dio odziva isCezne preostaje samo prisilni dio odziva, a
pojavljuje se neovisno o pocetnim uvjetima. Karakteristike prisilnog dijela odziva ponajvise
ovise o frekvenciji i amplitudi pobude, a zatim i o karakteristikama sustava (o prigusenju
te prirodnoj frekvenciji sustava). Karakteristike prisilnog dijela odziva detaljnije ¢e se

razmatrati u slijede¢im poglavljima.



Uvrstavanjem (2.21) u (2.20), te sredivanjem dobijemo ukupno rjeSenje diferencijalne jed-

nadzbe (2.5) koje glasi:

u(t) = e 7"(Acos(wpt) + Bsin(wpt)) + Csin(wt) + Dcos(wt) (2.24)
prolazni dio odziva prisilni dio odziva
gdje je:
A=u(0)-D (2.25)
0 1(0 D C
B:u()0-+u()— o (lw (2.26)
wp wp wp wp

Graf odziva priguSenog sustava s jednim stupnjem slobode za homogene pocetne uvjete

u(0) = 01u(0) =0 prikazan je na slijedecoj slici.

- - - Prisilni odziv
2l —— Ukupni odziv

u(r)/(usi)o
o

|
—
T

Slika 2.3: Odziv prigusenog sustava na pobudu sinusnom silom za w/w, = 0,21 ¢ = 0,05



Nepriguseni sustav moZemo shvatiti kao poseban sluc¢aj prigusenog sustava za slucaj ¢ = 0
odnosno ¢ = 0, pa diferencijalna jednadzba sustava postaje:

mii + ku = p(t) (2.27)

RjeSenje jednadZbe gibanja moZemo odrediti iz (2.24) odredivanjem koeficijenata A, B, C 1
Dzal =0.

A =u(0) (2.28)
_u(0) _ w/wy

B = o = (wjw,)? (2.29)
_po_ 1

C= k1= (w/w)? (2.30)

D=0 (2.31)

oc=w,{=w,-0=0 (2.32)

wp = wpAll =2 =w,V1 -0 = w, (2.33)

UvrStavanjem (2.28), (2.29), (2.30), (2.31), (2.32) 1 (2.33) u (2.24) dobijemo rjeSenje dife-
rencijalne jednadzbe pod (2.27) koje glasi:

w0) po  w/w, : Po 1 :
u(t) =u(0)cos(wyt) + —— | Sin(wyt) + ——— =sin(wt
prolazni dio odziva prisilni dio odziva
(2.34)
I
- == Prisilni odziv
2r — Ukupni odziv | |
1r WL
=2
S
E 0
T
~1h
2| i
| | | | |
0 1 2 3 4 5

Slika 2.4: Odziv neprigusenog sustava za homogene pocetne uvjete i w/w, = 0,2



2.3 Staticki pomak

Zanemarivanjem ubrzanja u diferencijalnoj jednadzbi pod (2.27) dobijemo:
u(t) = %sin(wt) (2.35)

Navedena jednadzba predstavlja vremensku funkciju statickog pomaka ( Lazarevi¢, Novak
i Uro$ 2018.). Pomak nazivamo statickim jer se zanemaruje dinamicki utjecaj sile pobude
(pretpostavlja se spora promjena opterecenja). Vremenska funkcija statickog pomaka, preko
Hookeovog zakona, stavlja u odnos silu pobude (pgsin(wt)) i pomak sustava u(¢). Zanema-
rivanjem funkcije sinus, dobijemo amplitudu stati¢kog pomaka koja je definirana slijede¢om
jednadzbom:

Po

(sr)o = = (2.36)

2.4 Frekvencijske funkcije odziva

2.4.1 Izvod

PonaSanje sustava opisano je diferencijalnom jednadZzbom drugog reda (u vremenskoj do-
meni) koja nakon L-transformacija postaje algebarska jednadzba u s domeni ( Babi¢ 1996.).

Transformat odziva na sinusnu silu uz homogene pocetne uvjete glasi:
U(s) =P(s) - H(s) (2.37)

Funkcija H () naziva se prijenosnom funkcijom sustava, a definirana je kao kvocjent odziva

i pobude u s domeni.
_U(s) 1

P(s) ms2+cs+k

H(s) (2.38)

Prijenosna funkcija sustava obi¢no sadrzi dvije skupine karakteristi¢nih tocaka:

1. polovi - nultocke nazivniku

2. nule - nultocke brojnika

Polovi predstavljaju tocke u kojima prijenosna funkcija sustava divergira tj (H(s) — ), a
nule su tocke u kojima vrijednost prijenosne funkcije iznosi nula. Polovi i nule za polinom

drugog stupnja mogu biti:
1. dva razlicita realna broja
2. jedan dvostruki realni broj

3. jedan par kompleksno konjugiranih brojeva



Uocimo da za slucaj prijenosne funkcije sustava pod (2.38) nema nula, a polovi su jedan par
kompleksno konjugiranih brojeva (polovi su dobiveni izjedna¢avanjem polinoma u nazivniku
s nulom):

P12 =—0 £wpl (2.39)

Realni dio pola prikazuje stupanj priguSenja, a imaginarni dio prirodnu frekvenciju priguse-
nog titranja. Prijenosna funkcija zapisana preko polova glasi:
1

B = GG (240

Raspisivanjem dobijemo:

H(s) = : < (2.41)
s C (s+o+wpl)(s+o —wpi) k '
I konacno tabli¢ni oblik dobijemo mnoZenjem s wp/wp
1 U),% wp
H(s) (2.42)

= —— T

kwp (s +0?) + wg,
Poseban slucaj prijenosne funkcije sustava, za slucaj s = wi, naziva se frekvencijska funkcija
odziva ( Babi¢ 1996.) i glasi:

H(wi) 1 1k 1 1
C P(wi)  —Pm+iwc+k 1k k11— (0/wy)?+20(w]w,)i

(2.43)

Clan 1/k moZemo zanemariti jer je uradunat u amplitudu statickog pomaka (uy)o = po/k,

pa je konacni oblik frekvencijske funkcije odziva:

1

)= (1 - (w/wn)?) + (2 w/wy)i

(2.44)

Frekvencijska funkcija odziva H(w) je funkcija argumenta w, odnosno promjenom frekven-
cije pobude, mjenja se i njezina vrijednost, te je redovito je kompleksna ( ibid.). Jednadzbu
pod (2.44) moZemo rastaviti na realni i1 imaginarni dio. Rastav na realni i imaginarni dio

prikazan je u nastavku.

. 1 = (0/wy)?
Realni d H, = 245
camdo S @l + 2fwlwn)? 24
2 n

Imaginarni dio H; = {(sz/w ) 3 (2.46)

(1 - (w/wn)?)* + (2{w/wn)

Jednadzba pod (2.44) zapisana preko realnog i imaginarnog dijela glasi:

H(w) = H, — Hji

(2.47)

_ - (w/w,)? ) 2 (w/wn) .
T (= (@) + Qwfon)? (1 (@]w) 2P + (2wfw)?
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Funkciju (2.44) se moze prikazati i u trigonometrijskom obliku. Opcenito, kompleksni broj
se prikazuje u trigonometrijskom obliku na slijedeci nacin:

R = |R|e" = |R|(cos(¢) + i sin(¢)) (2.48)

gdje je |R| apsolutna vrijednost ili norma kompleksnog broja, a ¢ kut kojega kompleksni
vektor zatvara s realnom osi. Stoga je ocito da je za navedeni prikaz potrebno je odrediti
normu kompleksnog broja frekvencijske funkcije odziva te kut koji zatvara s realnom osi.

Norma je zadana Pitagorinim pouckom, dakle:

|H(w)| = /(H? + H?) = ! (2.49)

V(I = (/w)2)? + (24 (0] w,))?

Kut koji kompleksni vektor zatvara s realnom osi moguce je odrediti slijede¢om jednadzbom:
H; 2

arctan (—') {(w/wn) )
H,

1 - (w/wn)?
Prikazana u trigonometrijskom obliku, frekvencijsku funkciju odziva potrebno je rastaviti

$(w) = (2.50)

arctan (

na normu koja je definirana jednadzbom (2.49) 1 na fazni kut koji je definiran jednadzbom
(2.50). Napomena: jednadzba (2.50) stavljena je u apsolutnu vrijednost zato Sto ¢e se
negativni predzak (kasSnjenje) ili pozitivni predznak uracunati naknadno, no viSe o tome u

slijedecem poglavlju.
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2.4.2 Zapis prisilnog dijela odziva
Prisilni dio odziva definiran je jednadZbom prikazanom u nastavku:
u(t) = Csin(wt) + D cos(wt) (2.51)

pri ¢emu su konstante C i D izracunate pod (2.30) i (2.31). Prisilni odziv pod (2.51)
moZemo zapisati u obliku ug sin(wt — ¢) koristenjem slijedeceg trigonometrijskog identiteta
( Lazarevié, Novak i Uros 2018.):

ug sin(wt — ¢) = C sin(wt) + D cos(wt) (2.52)
gdje je:
amplituda dinami¢kog pomaka uy = VC? + D? (2.53)
. .. . D
kaSnjenje u fazi ¢ = arctan C (2.54)

Raspisivanjem formule pod (2.53) dobijemo:

Uy = @ 1 — (ust)O
k= (w/w)?)? + 2Lwfw)? (T = (@]/w)?)? + 2Lw]w,)?

(2.55)

Definiramo dinamicki koeficijent pomaka ili koeficijent povecanja pomaka (R;) kao omjer
amplitude dinamickog i statickog pomaka.

Ry=—2 = ! (2.56)
(o (I = (0/wn)?)? + (24 w]w,)?
Fazni kut ¢ dobijemo raspisivanjem izraza pod (2.54) te dobijemo:
¢ = arctan % (2.57)
Te konacno, uvrsStavanjem (2.56) i (2.57) u (2.52) dobijemo prisilni odziv koji glasi:
u(t) = %Rd sin(wf — ¢) = (s )oRy sin(wt — @) (2.58)

Prisilni odziv kao poseban slu¢aj rjesenja p (1) = p,e® sin(wt)

3 Odziv na pobudu sinusnom silom moZe se odrediti konvolucijom prijenosne funkcije i

funkcije pobude u vremenskoj domeni. Zadana je pobuda sinusnom silom oblika:

p(t) = poe™ sin(wt) (2.59)

3Postupak je temeljen na ( Babi¢ 1996.) str 112
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JednadZbu (2.59) moZemo zapisati u eksponencijalnom obliku:

1 . .
p(t) — 2_ip0(e(a/+lw)t _ e(w—lw)t) (260)
Uvodimo:
s=a+iw (2.61)
sf=a—iw (2.62)

UvrStavanjem (2.61) i (2.62) u (2.60) dobijemo:
1 .
p(t) = 2—l.po(e” —e'’) (2.63)

Prijenosna funkcija sustava (s izlu¢enim ¢lanom 1/k) zadana je u obliku 1/kh(t). Izracun

odziva je prikazan u nastavku:
1 1 =
u(t) =—(hxp))=— [ h(t-1)p(1)dr
k k Jo

Uvodi se supstitucijad =1 — 7.

u(t) = %/0 h(A)p(t —A)dA = %/0 h(A) [%po (e‘”_‘M — es*t_s*/l)] da

Raspisivanjem i sredivanjem dobijemo:

(o8]

1 e * *
u(t) = =20 | e / h()e *da —e* / (e da (2.64)
2 k 0 0

I 1)

Uocimo da integrali oznaceni s ) i 11) predstavljaju Laplaceovu transformaciju prijenosne
funkcije sustava pa izraz pod (2.64) postaje:

1 *
u(t) = E%(e”H(s) —¢"H(s)) (2.65)

Varijabla s* je kompleksno konjugirana varijabla s, pa je funkcija H(s*) kompleksno konju-
girana funkcija H(s), odnosno:
H(s") = H"(s) (2.66)

Koristenjem (2.66) jednadzba (2.65) postaje:
l *
u(t) = z—i%(e”H(s) — ¢ TH () (2.67)

Poseban slucaj je za @ = 0 odnoso s = iwis* = —iw. Tada prijenosne funckije sustava

postaju frekvencijske funkcije odziva, a izraz pod (2.67) glasi:
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u(t) = %%(emH(wi) — YT H* (iw)) (2.68)

Frekvencijska funkcija odziva H(wi) zadana je jednadZbom (2.47). MoZemo uociti da je

njezin imaginarni dio negativan, $to znaci da je imaginarni dio funkcije H* (wi) pozitivan.

H,‘ ---------- H*(a)l)

—Hf------- H(wi)

Slika 2.5: Shematski prikaz funkcija H(wi) i H* (wi) u Gaussovoj ravnini

Modul funkija H(w) i H*(w) je isti a definiran je jednadzZbom (2.49) a fazni kut jednadZbom
(2.50). Sa slike 2.5 vidljivo je da je kut ¢ Sto ga zatvara H(w) s realnom osi negativan, a kut
Sto ga zatvara H*(w) s realnom osi pozitivan. Trigonometrijski zapisi funkcija H(w) i H* (w)

dati su u nastavku.
H(w) = |H(w)|e™? (2.69)

H*(w) = |H(w)|e" (2.70)

Uvrstavanjem (2.69) i (2.70) u (2.68) dobijemo:

_ l@ iwt —i¢p _ —iwt id _l@ . _
u(t) = T |H(w)|(e'“ e e 'e'?) = T |H(w)|(2i sin(wt — ¢)) (2.71)
Te konacno:
u(t) = %H(wn sin(wt — ) 2.72)

Jednadzba (2.72) predstavlja prisilni dio odziva.

Iz (2.56) 1 (2.49) slijedi da je dinamicki faktor zapravo norma (ili intenzitet) frekvencijske
funkcije odziva. Stoga jednadZbu pod (2.72) moZemo zapisati kao:

u(t) = %Rd sin(wr — ¢) (2.73)

Iz (2.73) moZemo definirati fizikalnu interpretaciju frekvencijske funkcije odziva. Dakle,
frekvencijska funkcija odziva definira odnos izmedu pobude i odziva. Taj odnos je komplek-
san jer je opisan intenzitetom, odnosno dinamickim koeficijentom pomaka, te faznim kutom
kompleksne funkcije definirane u s domeni ( KoS¢ak i Turkalj 2012.). Drugim rijec¢ima,

frekvencijska funkcija odziva nas upucuje na slijedeca svojstva (prisilnog) odziva:

14



1. Frekvencija odziva biti ¢e jednaka frekvenciji pobude (w).

2. Amplituda odziva biti ¢e skalirana amplituda statickog pomaka. Prisjetimo se da je

amplituda stati¢kog pomaka u izravnoj vezi sa amplitudom sile pobude.

3. Odziv e zaostajati u fazi za pobudom.

Skaliranje amplitude statickog pomaka (ug ) definirano je dinamickim koeficijentom Rg.
Navedeni koeficijent je konkretna vrijednost frekvencijske funkcije odziva za odredenu frek-

venciju w. Analogno tome, kasSnjenje u fazi definirano je faznim kutom funkcije odziva.
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2.4.3 Graficki prikaz frekvencijske funkcije odziva

Zbog toga Sto frekvencijska funkcija pomaka definira uvecanje amplitude staticCkog pomaka
(dinamicki koeficijent pomaka) i fazno zaostajanje odziva za pobudom od posebnog su nam
interesa kut i intenzitet frekvencijske funkcije odziva (polarni zapis).

Za konstantan w,, vrijednosti funkcija definiranih jednadZzbama (2.49) i (2.50) biti ¢e za omjer

w/wy, stoga taj omjer moZemo postaviti i kao argument navedenih funkcija.

R, = ’H (2) _ ! (2.74)
Wn \/((1 - (w/wn)Z)Z + (2{((1)/0)”))2
) (i) = arctan (%) (2.75)
6
S| |
<4 |
g
A 2| 1
!
0 2 3

w/wy

Fazni kut ¢

w/wy

Slika 2.6: Dinamicki koeficijent i fazni kut za priguSeni sustav pri harmonijskoj pobudi

Intenzitet frekvencijske funkcije odziva prikazuje funkcijsku ovisnost dinamic¢kog koefici-
jenta R; o omjeru frekvencije pobude 1 prirodne frekvencije za odredeno priguSenje. Ana-
logno tome fazni kut frekvencijske funkcije odziva prikazuje kasSnjenje u fazi za pobudom u

ovisnosti o omjeru frekvencija w/w, za odredeni faktor relativnog prigusenja.
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Za nepriguseno titranje, funkcije faznoga kuta i dinamickog koeficijenta pomaka prikazane
su u nastavku.

w 0
— | = arctan [ ———— 2.76
ol e (=) 219
1 1
oozl =
W)l (1= (w/w))?+ (2 O(w/w,))? 11— (@/wn)?
Iz formule (2.76) ocito je da za nepriguSeno titranje postoje tri vrijednosti faznog kuta koje
ovise o izrazu u nazivniku. Vrijednosti faznog kuta prikazane su u nastavku:

(2.77)

0°  zal-—(w/wy)?*>0
$=1490° zal-(w/w,?*=0

180° zal— (w/wy)? <0

Dinamicki koeficijent Ry
W
T
Il

0 1 2 3
w/wy
=)
[¢To)
SN
=
~ o
= &
B
=
o 1
0 1 2 3
w/wy,

Slika 2.7: Dinamicki koeficijent i fazni pomak za nepriguseni sustav pri harmonijskoj
pobudi
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Analizirajudi krivulje sa (2.6) i (2.7) navedene grafove moZemo podijeliti na tri podrucja
( Chopra 2011.):

1. Podrudje kontrolirano krusto$¢éu - za slucaj spore promjene opterecenja (w/w, << 1 -
lijevo na grafu) utjecaj prigusenja je neznatan (krivulje za razli¢ita priguSenja su jako
bliske) a dinamicki utjecaj je mali, tj. R; = 1 §to znaci da je amplituda prisilnog odziva
priblizno jednaka amplitudi statickog pomaka, pa amplitudu prisilnog odziva moZzemo

aproksimirati slijede¢om jednadZzbom:

o = (ityr)o = % (2.78)

Fazni kut je priblizno 0° pa su pobuda i odziv u fazi.

2. Podrucje kontrolirano prigusenjem - Za sluCaj w/w, =~ 1, izraZen razmak izmedu
krivulja nalaze najeveci utjecaj prigusenja na vrijednost dinamickog faktora, a samim
time 1 na ukupnu amplitudu prisilnog odziva. Dinamicki faktor R;, u navedenom
intervalu, postiZe najveée vrijednosti, a u slucaju { = 0 Ry, je neogranicen (teZi u
beskonacno). Dominantni ¢lan izraza (2.74) je 2{ (w%)’ a aproksimacija amplitude
prisilnog odziva glasi:

_ (usi)o _ po

27 cwy

uo (2.79)

Fazni kut za sva prigusenja iznosi 90°.

3. Podrucje kontrolirano masom - Za sluc¢aj brze promjene optereéenja w/w, >> 1 utjecaj
priguSenja je zanemariv jer su krivulje vrlo bliske. Dinamicki faktor R, teZi u nulu, $to
znaci da je ukupna amplituda prisilnog odziva manja od amplitude statickog pomaka.
Dominantni ¢lan jednadzbe (2.49) jest (w/ a),,)4 Sto znaci da jednadZbu pod (2.74)

moZemo aproksimirati na slijede¢i nacin:

2
H(w/wy) =~ w_’;
Prema tome, amplituda prisilnog odziva glasi:
wn\2_ Po
o = (i) (—”) = (2.80)
w mw

U ovom slucaju (w/w, >> 1), fazni kut je priblizno 180°, $to znaci da su pobuda i

odziv izvan faze.
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2.4.4 Dinamicki koeficijenti odziva (pomaka, brzine i ubrzanja)

U prethodnim poglavljima, prisilni dio odziva je prikazan kao vremenska funkcija pomaka pri
¢emu je njegova amplituda jednaka statickom pomaku skaliranom dinamickim koeficijentom
pomaka R;. Osim vremenskom funkcijom pomaka, odziv sustava potrebno je opisati i

vremenskim funkcijama brzine i ubrzanja.

Deriviranjem vremenske funkcije pomaka po vremenu dobijemo vremensku funkciju brzine
( Chopra 2011.):

4(1) = wRy cos(wt — ¢)&
(ust)O Wp
4(?) = iRd cos(wt — @) (2.81)
wppolk  wy
u(t)
——~2 =R, - 2.82
T cos(wt — @) (2.82)

gdje je:

R, Dinamicki koeficijent brzine

Iz jednadzbi pod (2.81) 1 (2.82) slijedi relacija:

1(0) ( w )
———=R,=|—|Rs (2.83)
po/Nkm " \wn
Analogno tome, dobije se 1 dinamicki faktor ubrzanja koji glasi:
i(t) W w\*
=—-R,=——R, = - (_) Ry (2.84)
pO/m Wy n

gdje je:

R, Dinamicki koeficijent ubrzanja
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Slika 2.8: Dinamicki faktori pomaka, brzine i ubrzanja za razli¢ite vrijednosti

Iz (2.83) 1 (2.84) slijedi da su dinamicki koeficijenti pomaka, brzine i ubrzanja u odnosu.

Navedeni odnos je prikazan je slijede¢om jednadZbom.

R,
=R, =2R, (2.85)
w/wy, Wy

Iz navedene jednadzbe slijedi da je poznavanjem jedne od veli¢ina Ry, R, ili R, moguce
dobiti preostale dvije. Zbog toga Sto postoji odnos izmedu dinamickih koeficijenata pomaka,
brzine i ubrzanja opisan jednadZbom (2.85), moguce je sve tri navedene veliCine prikazati u
jednom grafu.

Takav graf se sastoji od Cetiri logaritamske skale:

1. horizontalne logaritamske skale koja prikazuje omjer frekvencije pobude i prirodne
frekvencije sustava

2. vertikalne logaritamske skale koja prikazuje dinamicki koeficijent brzine R,

3. modificirane logaritamske skale nagnute pod kutem od +45° koja prikazuje dinamicki

koeficijent ubrzanja R,

4. modificirane logaritamske skale nagnute pod kutem od —45° koja prikazuje dinamicki
koeficijent pomaka R,
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Slika 2.9: Dinamicki faktori pomaka, brzine i ubrzanja u logaritamskom mjerilu
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2.5 Rezonancija

Rezonancija je pojava koja se javlja prilikom pobude rezonancijskom frekvencijom ( Laza-
revié, Novak i Uro§ 2018.). Rezonancijska frekvencija je ona frekvencija pobude za koju ¢e
dinamicki koeficijent odziva biti maksimalan ( ibid.).

2.5.1 Rezonancija sustava s prigusenjem

Razmatranjem krivulja frekvencijskih funkcija odziva sa slike 2.8, moZemo uociti da jedino
maksimumi krivulja R, padaju na vertikalni pravac w/w, = 1. Isto tako, vidljivo je da
maksimalni R; pada ulijevo od navedenog pravca a maksimalni R, udesno. To znaci da ée
se rezonancijske frekvencije dinamickih faktora (R4, R, i R;) medusobno razlikovati te da
¢e rezonancijske frekvencije dinamickih faktora R; 1 R, biti razli¢ite od prirodne frekvencije
sustava.

Rezonancijske frekvencije za pojedini spektar moZzemo odrediti deriviranjem frekvencijske

funkcije odziva po w/w, te izjednacavanjem prve derivacije s nulom ( Chopra 2011.).
1
VU = (@/wn)?) + (24 (0] w,))?

Uvodi se supstitucija x = w/wy

Ry =

1
R, =
V(1 =22) +(20x)?
Deriviranjem po x dobijemo:
dRy _ 2x3 + (4272 - 2)x

A (=27 + 200
Lokalni ekstrem (maksimum) dobijemo izjednacavanjem prve derivacije s nulom, odnosno:
20+ (407 -2)x 0
V(1 =22)% + (202)%)3

Da bi razlomak bio jednak nuli izraz u brojniku mora biti jednak nuli. Izjednacavanjem

brojnika s nulom dobijemo slijedecu jednadZbu:
23+ (42 -2)x =0 (2.86)

Prvo (trivijalno) rjesenje je x = 0. Daljnim raspisom jednadzbe (2.86), dobijemo slijedecu
kvadratnu jednadZbu iz koje se dobije netrivijalno rjesenje:

)c2:1—2{2

x =41 =242 uz§<%
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Uvrstavanjem w/w,, dobijemo izraz za rezonancijsku frekvenciju pomaka:

e P
" NV (2.87)

Analogno tome dobiju se izrazi za rezonancijske frekvencije brzine i ubrzanja.

Rezonancijska frekvencija pomaka —— = /1 — ¢2 (2.88)
Wn
Rezonancijska frekvencija brzine e (2.89)
. . . w 1
Rezonancijska frekvencija ubrzanja — = ——— (2.90)

Wy, ./ 1=2 4'2
Maksimalni dinamicki faktori (dinamicki faktori za rezonancijske frekvencije) glase (iz ( Cho-
pra 2011.)):

1
Maksimalni dinamicki faktor pomaka R; = ———— (2.91)
201 -2
1
Maksimalni dinamicki faktor brzine R, = Z (2.92)
1
Maksimalni dinamicki faktor ubrzanja R, = ———— (2.93)
20142

Zbog jednostavnosti, karakteristike odziva priguSenog sustava s jednim stupnjem slobode
u rezonanciji, razmotriti éemo za slu¢aj w = w, uz homogene pocetne uvjete. lako se
rezonancijska frekvencija pomaka ne podudara s prirodnom frekvencijom sustava, navedene
vrijednosti su vrlo bliske za mali ¢ ( ibid.). Vremenska funkcija pomaka prigusenog sustava

prikazana jednadzbom (2.24)

Uz homogene pocetne uvjete i za w = wy, koeficijenti A, B, C, i D glase:

C=0 (2.94)
D=- (”252)0 (2.95)
—_D= (”22)0 (2.96)
B:_%_%:% (2.97)
Uvrstavanjem (2.96), (2.97), (2.94) i (2.23) u (2.24) te sredivanjem dobijemo:
u(t) = (b;g)o [e-m (cos(th) — sin(th)) - cos(wnt)] (2.98)

Iz navedene jednadZbe proizlazi da je amplituda odziva ograni¢ena na vrijednost:*

4Uocimo da je odziv sustava kontroliran prigu$enjem (jednadzba (2.79))
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o = (b;z)o (2.99)

Za malu vrijednost £, vrijedi w, = wp te je ¢lan uz sin(wpt) priblizno 0. Stoga jednadzba

pod (2.98) postaje:

u(t) =~ (143—2)0[(6_m — 1) cos(wpt)] (2.100)

Krivulja ovojnice

Iz jednadzbe (2.100) moZe se zakljuciti da i za slu¢aj rezonancije postoji prolazni i prisilni
dio odziva, a ukupni odziv je razlika izmedu prolaznog i prisilnog djela. Prolazni dio odziva
opisan je jednadzbom

e~ 7" cos(wyt)

a prisilni:
cos(wpt)

Zat = 0 prolazni dio je maksimalan te je ukupni odziv jednak nuli. U ovisnosti o vremenu,
prolazni dio se smanjuje eksponencijalno prema zakonu e~7". Kako se prolazni dio smanjuje
a prisilni ostaje isti ((ug)o/2¢) tako raste njihova razlika. Rastom razlike dolazi do rasta
amplitude odziva, te is¢ezavanjem prolaznog dijela preostaje samo prisilni te se dostize
maksimalna amplituda koja je jednaka ((us)o/2¢). Bitno je za naglasiti da u teoretskom
modelu prolazni dio odziva isCezava tek za r = oo, tj. asimptotski se priblizava nuli, ali
u realnosti prolazni dio odziva je zanemariv nakon odredenog vremena. Shematski prikaz

dostizanja prisilnog stanja prikazan je na slijedecoj slici:

E 1% X /\ \/\\\/7\\‘/7\:\]_\;;@',3*_\7.\;@; @ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\

S UV AN
t c i

§ i ST

s vvvvvvuvuMUVVVUVk

Slika 2.10: Odziv priguSenog sustava na pobudu rezonantnom frekvencijom

24



O priguSenju u rezonanciji ovise slijede¢i parametari odziva:

* brzina dostizanje ustaljenog stanja (maksimalne amplitude) - brzina dostizanja ustalje-
nog stanja raste s prigusenjem (vece prigusSenje — strmija krivulja ovojnice — brze

dostizanje ustaljenog stanja).

* vrijednost maksimalne amplitude - obrnuto proporcionalna od vrijednosti prigusenja,
definirana izrazom (2.99) (vece priguSenje, manja maksimalna amplituda, vidljivo 1 u

frekvencijskim funkcijama odziva).

Odredivanje broja titraja koji je potreban za dostizanje ustaljenog stanja vr$i se pomocu
funkcije koja opisuje krivulju ovojnice. Pretpostavka je da ekstrem nastupa nakon j titraja (j

je prirodni broj), a vrijeme nastupa minimuma je t = 27/ /w.

2 ] 2rj 2 ]
u( 7”) ~ ug(e “naon — 1) cos (wn 7”) (2.101)

n n
gdje je:
J redni broj titraja

uo = (ug)o/2¢ maksimalna amplituda

Kako se radi o ekstremnoj vrijednosti, funkcija kosinus iznosi +1 pa jednadzba pod (2.101)

glasi:

(2ﬂj
u

n

) =u; = +up(e ™ — 1) (2.102)

Za maksimume jednadZzba pod (2.102) postaje

luj| = —uo(e ™™ = 1) = up(1 — e™>"¢/) (2.103)
Za relativne vrijednosti’:
. |l/£]| —2jin
uljl=——=1-e¢ (2.104)
Uuo

Izraz ima smisla samo za diskretne vrijednosti argumenta j, odnosno za j € N.

5Postotci od maksimalne amplitude
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Slika 2.11: Ovisnost amplitude odziva o broju titraja u rezonanciji

Tablica 2.1: Potreban broj titraja do ustaljenog stanja

210011002005 0,1]0,.2
jl 48 |24 10|53

Uocimo da je uz slabije prigusenje potrebno vise titraja za dostizanje ustaljenog stanja

odnosno maksimalne amplitude. Ocitanja vrijednosti sa grafa prikazana su u 2.1.



2.5.2 Rezonancija sustava bez prigusenja

Za sustav bez prigusenja, rezonancijske frekvencije za R;, R, i R, jednake su prirodnoj
frekvenciji sustava Sto se dobije uvrStavanjem ¢ = 0 u (2.88) 1 (2.90).

Primjetimo da je maksimalni dinamicki koeficijent R; (za w/w,, = 1) neogranicen, tj Ry — oo
Sto se vidi i u jednadzbi (2.76) te na grafu 2.7. U slijedecoj jednadZbi prikazana je vremenska

funkcija pomaka sustava za homogene pocetne uvjete:

u(t) = %m (sin(a)t) - u%, sin(wnt)) (2.105)

Uocimo da za w = w, navedena jednadzba viSe ne vrijedi (djeljenje s nulom). Novu
jednadZbu moZemo odrediti na slijedeéi nacin:

sin(wt) — d sin(wyt) (2.106)

1
I- (w/wn)2 ( Wy )

lim u(t) =

w—wy

p
k

Navedeni limes je oblika 8, pa ga je moguce rjesiti L'Hopitalovim pravilom ( Lazarevié,

Novak i1 Uros 2018.). Deriviranjem funkcije po w dobijemo:

d 1 1
lim —u(¢t) = lim po__~ t cos(wt) — — sin(wyt) (2.107)
w—wy dw wow, | k =2(w/wy) w
UvrStavanjem w = w,, dobijemo:
1
u(t) = —5%(% cos(wpt) — sin(wpt)) (2.108)

Iz navedene jednadZbe vidljivo je da usprkos neograni¢enom dinamickom faktoru neizmjerno

velika amplituda ne nastupa trenutno, ve¢ dolazi do njezinog postupnog rasta. Djeljenjem

izraza (2.108) statickim pomakom 1 uvrStavanjem w,, = 2T—: dobijemo:
t 1 (2nt 2nt 2nt
ul) __L(270 o (220 i (2 (2.109)
(ust)O 2 T T, T,

gdje je:

T, period titranja

Iz prethodne jednadzbe slijedi da ekstremi nastupaju svaki poluperiod (7},/2), pri ¢emu prvo
nastupa maksimum a zatim minimum. Vrijeme nastupa ekstrema za odredeni redni broj

titraja prikazuju slijedece jednadzbe:
e za maksimum: ¢t = (i — %)Tn

* za minimum: ¢ = j7T,
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gdje je:
t vrijeme nastupa ekstrema

i redni broj titraja

Iznos ekstrema odredujemo uvrstavanjem vremena nastupa ekstrema u jednadzbu (2.109) te

slijedi:
1. iznos maksimuma za j-ti titraj: u; = (us)om(j — %)
2. iznos minimuma za j-ti titraj: u; = —(ug)om - j

Prirast maksimuma odredujemo razlikom izmedu iznosa maksimuma trenutnog i slijedeceg

titraja Sto prikazuje slijedeca jednadzba:

ajot] = higl = Geado (G + 1) = 3) = (o = 3)

(2.110)
jjol = | = B
J J k
Analogno tome odreduje se i prirast minimuma koji glasi:
Ujel —U; = _(ust)()ﬂ'(j + 1) - (_(ust)()ﬂj)
Do (2.111)
Ujsl —Uj ===

Uoc¢imo da su prirasti ekstrema linearni, stoga krivulju ovojnice ¢ine pravaci ¢iji su koeficjenti
smjera prikazani u nastavku:
1 po
kip=%t-—uw 2.112
12 = 5" Wn ( )

30 I =
‘ —— Krivulje ovojnice

u(r)/(usi)o
|
S S S S

|
)
o

|

[ %)

(=}
=)
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_‘;4
o -
oo |-
—_
=)

Slika 2.12: Rezonancija neprigusenog sustava
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2.5.3 Analiza podrucja rezonancije

Osim rezonancijske frekvencije potrebno je odrediti i pojas polovice snage (engl. half-power
bandwidth) vrha frekvencijske funkcije odziva, koji je prikazan na slici 2.13. Pojas polovice

snage vrha frekvencijske funkcije odziva bitan je iz dva razloga:

1. osim pobude rezonancijskom frekvencijom, opasne su i pobude frekvencijama iz nje-

zinog okoliSa. Navedeni okoli§ definiran je pojasom polovice snage.

2. Zbog prakti¢ne primjene - pojas polovice snage koristi se u pokusima za odredivanje
stupnja priguSenja konstrukcija

> 4 |
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= 20 <
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5 2707 R=]
S 3 s = .
- 25 2 £
. 20 g
55 7 E s
= s = ~
20 <
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= 2000 < ]
= A7 3 g i
A 7507
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1 > g )
20
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20 =
Wa (7777 Wb
o777 on
1000
20
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|
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Slika 2.13: Definicija pojasa polovice snage

Dinamicki faktor pomaka R; za odziv dvostruko manje snage od odziva maksimalnog dina-
mickog faktora racuna se prema sljedecoj relaciji:

1
Ry= —RI (2.113)

V2

Sa slike 2.13 je vidljivo da je dinamicki faktor R, iz (2.113) definiran za dvije vrijednosti

frekvencije pobude: w, i wp. Raspisivanjem jednadzbe pod (2.113) dobijemo:

1 1 1
V= (@/am?)? + Uwjwn)? V22T

(2.114)
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Kvadriranjem (2.114) dobijemo:

2\2 2
(1 - (2) ) + (2gﬂ) = 822(1 = 22 2.115)
n wl’l
Raspisivanjem i grupiranjem po w/w, dobijemo:
w)’ w )\’
(—) —2(1-2%) (—) +1-82(1-¢%=0 (2.116)
wp Wy
Izraz (2.116) je kvadratna jednadzba, a njezinim rjeSavanjem (po w/w,) dobijemo:
w \2
(—) =(1-20%) 22041 -2 (2.117)
Wy
Za (% ~ 0 izraz (2.117) postaje:
2
(ﬂ) ~ 1420 (2.118)
Wp

Odnosno:
(ﬂ) ~1+27 (2.119)
w

JednadZzba (2.119), nakon aproksimacije korijena s prva dva ¢lana Taylorovog reda glasi:

w

—=1x¢ (2.120)
Wy,
Frekvencije w, 1 wp dobiju se iz (2.120):
we = (1 =)wy (2.121)
wp =1+ wy (2.122)
(2.123)
Oduzimanjem w; — w, dobijemo:
op = Lb~ Y (2.124)
Wn

Te konacno, dijeljenjem brojnika i nazivnika s 27:

~fb_fa
¢~ 2,

(2.125)
gdje je f = w/2m kruzna frekvencija. JednadZbe pod (2.124) i (2.125) bitne su jer omogucuju

odredivanje koeficijenta relativnog prigusenja ¢ bez potrebe za poznavanjem intenziteta sile
pobude ( Chopra 2011.).
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2.5.4 Prakti¢na primjena matematickog modela

Definiranjem matemati¢kog modela prigusenog sustava s jednim stupnjem slobode, pobude-
nog sinusnom silom postavljeni su temelji za eksperimentalno odredivanje stupnja prigusSenja
1 prirodne frekvencije. Stupnanj prigusenja jest veli¢ina od izuzetne prakti¢ne vaznosti, a nije
ga moguce odrediti teoretski iz projektnih parametara, ve¢ se mora odrediti eksperimentalno
( Lazarevié, Novak i Uros 2018.). Ispitivanje koje ¢e biti razmatrano u ovome radu naziva se

rezonancijski pokus.

Ispitivanja se provode vibracijskim uredajem. Vibracijski uredaj se sastoji od dvije koSare
sa utezima na uspravnoj osovini koje rotiraju u suprotnim smjerovima konstantnom kutnom
brzinom w. Osovina je pric¢vrSéena za metalnu plocu koja se kruto povezuje s gradevinom
(ibid.).

(a) (b)

Slika 2.14: Shematski prikaz vibracijskog uredaja: (a) u inicijalnom poloZaju; (b) poloZaj
nakon vremena t

Sila pobude gradevine jest ukupna centrifugalna sila vibracijskog uredaja, koja je jednaka je
sumi centrifugalnih sila pojedinih masa. Horizontalne komponente su jednakog intenziteta ali
suprotnog smjera pa se ponistavaju, stoga sila pobude je jednaka sumi vertikalnih komponenti,
odnosno:

p(1) = (meew?) sin(wt) (2.126)

Odziv sustava s jednim stupnjem slobode na pobudu vibracijskim uredajem opisan je slije-
de¢om diferencijalnom jednadZbom:

mii + cii + ku = (mpew?) sin(wr) (2.127)

Amplituda prisilnog pomaka glasi (iz (2.73)):

2
o = E PRy = E (ﬂ) Ry (2.128)
k m \w,
Amplituda prisilnog ubrzanja (iz (2.84)):
mee meew? [ w\?
lig = — w?*R, = — (—) R, (2.129)
m m Wy
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Dinamicki koeficijent R,
—_— N W R NN X
T

w/wn

Slika 2.15: Amplituda ubrzanja u ovisnosti o omjeru frekvencija

Na grafu sa slike 2.15 vidljivo je da daljnjim porastom frekvencije pobude (iznad prirodne
frekvencije) amplituda prisilnog ubrzanja raste. Navedeni rast se dogada jer je amplituda

pobude proporcionalna s w?.

Za odredivanje stupnja prigusenja i prirodne frekvencije vrsi se rezonancijski pokus, a temelji

se na slijedecoj relaciji (iz (2.79))

= 1 (t51)o (2.130)

- 2 (u())w:wn
Potrebno je eksperimentalno odrediti amplitudu statickog pomaka i prirodnu frekvenciju.

Prirodna frekvencija se odreduje na slijedeci nacin:

1. pobudivanje konstrukcije vibracijskim uredajem namjeStenim na odredenu frekvenciju

w.

2. ocitavanje faznog kuta. Ako je fazni kut ¢ = 90°, tada je prirodna frekvencija w,

jednaka frekvenciji pobude w.

3. nakon Sto is¢ezne prolazni dio odziva, oCitava se amplituda prisilnog ubrzanja

Amplitudu prisilnog pomaka moZemo dobiti iz amplitude prisilnog ubrzanja koriStenjem

slijedece formule (iz ( Lazarevi¢, Novak i Uros 2018.)):

_ (ﬂO)w:wn

ug =
(W) w=w,

jerje ii(f) = —uow” sin(wt — ¢), (2.131)
Da bi bilo moguce odrediti priguSenje sustava prema formuli (2.130) potrebno je odrediti
amplitudu statickog pomaka (u5)o = po.max/k, gdje je po.max amplituda pobude u rezonanci.
Amplituda statickog pomaka se mora odrediti pokusom, a ne izraCunati prema relaciji po/k
zato Sto k nije eksperimentalno odreden.Vibracijskim uredajem je vrlo tesko (ili nemogucde)

prouzroditi veliku stati¢ku silu pobude. Dva su pristupa rjeSavanju navedenog problema:
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1. Sporim rotiranjem velikih masa - Nije najbolje rjeSenje jer je sila pobude proporcionalna
s kvadratom kutne brzine rotacije utega. Stoga i za velike mase utega amplituda sile

pobude je relativno mala.

2. Povlacenjem konstrukcije uzetom silom koja je jednaka amplitudi sile pobude vibra-

cijskim uredajem po nqy-

Osim rezonancijskim pokusom, priguSenje i prirodnu frekvenciju moguce je odrediti frek-

vencijskim krivuljama odziva. Postupak je slijedeci:

1. pobudivanje konstrukcije vibracijskim uredajem namjesStenim na odredenu frekvenciju
2. odredivanje amplitude prisilnog dijela

3. namjeStanje vibracijskog uredaja na drugu frekvenciju, te ponavljanje postupka

Frekvencijska krivulja odziva iscrtava se iz izmjerenih podataka. Frekvencijske funkcije

odziva mogu prikazivati slijedece ovisnosti:

1. ovisnost amplituda ubrzanja o frekvencijskom omjeru - izravno iz izmjerenih podataka.

Bitno je za naglasiti da je navedena krivulja proporcionalna s w?.

2. ovisnost dinamickog faktora ubrzanja o frekvencijskom omjeru (konstantna amplituda

pobude) - dijeljenjem izmjerenih podataka s w?>

3. ovisnost dinamickog faktora pomaka o frekvencijskom omjeru (konstantna amplituda
4

pobude) - dijeljenjem izmjerenih podataka s w™.
Stupanj priguSenja i prirodna frekvencija moze se odrediti iz bilo koje od navedenih krivulja.
Prirodna frekvencija jednaka je frekvenciji sile pobude u rezonanci. Stupanj priguSenja
odreduje se iz pojasa polovice snage jednadzbom (2.125), Sto znaci da je potrebno odrediti
amplitudu odziva pri rezonanci te frekvencije za koje je amplituda odziva jednaka r,s/ V2.
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Slika 2.16: Frekvencijska funkcija odziva konstruirana pomoc¢u mjerenih podataka



3 Sustavi s viSe stupnjeva slobode

3.1 Jednadzba gibanja slobodnih oscilacija

Jedan od modela sustava s viSe stupnjeva slobode su N etazni posmi¢ni okviri. Takvi
sustavi se sastoje od N koncentriranih masa, Sto znaci da je potrebno odrediti N razlicitih
pomaka. Drugim rije¢ima, jednadZba gibanja takvog sustava biti ¢e zadana kao sustav od N
diferencijalnih jednadzbi drugog reda.

Sustav s vise stupnjeva slobode, koji ¢e biti razmatran u ovom radu, je dvoetazni posmicni
okvir bez prigusenja prikazan na sljedecoj slici, a osnovni pojmovi biti ¢e objasnjeni pomocu
slobodnih oscilacija navedenog modela.

ko

ki ko

.
7772777777777777
Y1711y

Y1717y

//////////////////

(a) (b)
kiuq p1(1) pa(t)
B —— B S —
ko(uz —uy)
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Slika 3.1: Idealizirani sustav s dva stupnja slobode: (a) dvoetazni posmi¢ni okvir; (b)
ekvivalentni model; (c) prikaz sila

Sustavi sa slike imaju dva dinamicka stupnja slobode jer su moguce dvije translacije masa,
pa jednadZbu gibanja opisuje sustav od dvije diferencijelne jednadZbe drugog reda.

miuiiy + (k1 + ko)uy — koupy =0

(3.1)
milip — kouy + koupy =0
Zapisano u matri¢noj formi:
myp 0| | ki+ky —ko||u 0
1 (kv 2 i _ (3.2)
0 mol| |iip —k» ko us 0
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Odnosno
m{i} +k{u} = {0} (3.3)

Iz (3.1) 1 (3.2) vidi se da je sustav diferencijalnih jednadzbi povezan preko krutosti odnosno
matrice krutosti. Op¢i oblik rjeSenja sustava je slijedeci:

{u(®)} ={Y}q() (3.4)

Vektor i nije ovisan o viemenu pa ga u nekom smislu moZemo smatrati konstantom integracije

( Dawkins 2018.), a funkcija ¢(7) je jednostavna harmonijska funkcija! slijedeceg oblika:
q(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (3.5
Druga derivacija (3.5) jest:

(1) = —w? (A cos(wr) + Bsin(wt)) = —w?q(t) (3.6)

q(t)
Stoga, druga derivacija od (3.4) glasi:

{ii} = —w’q(N{y} (3.7)
Uvrstavanjem (3.4) 1 (3.7) u (3.3) dobijemo:
({¥}k — w*{yIm)q (1) = {0} (3.8)

Prvo trivijalno rjesenje je za ¢(¢) = 0 Sto implicira da je u(¢) = 0 (sustav miruje). Netrivijalno

rjeSenje se dobije izjednacavanjem zagrade s nulom:

k{y} = ’m{y} (3.9)
Izraz (3.9) predstavlja realni problem vlastitih vrijednosti odnosno matri¢ni problem vlastitih

vrijednosti. Potrebno je odrediti dvije nepoznanice:
1. vlastite vektore ¢
2. vlastite vrijednosti w?

Prebacivanjem nepoznanica na jednu stranu dobijemo homogeni sustav:
(k - w’m){y} = {0} (3.10)

koji u opéem slucaju predstavlja sustav od N algebarskih jednadzbi s N nepoznanica. Trivi-
jalno rjesenje sustava je za {y} = 0, a netrivijalno se odreduje raspisom determinante matrice
k — w’m. Raspisom determinante navedene matrice, dobije se polinom N-tog stupnja kojeg
nazivamo karakteristicnim polinomom. NultoCke polinoma predstavljaju vlastite vrijednosti
w?, odnosno kvadrirane prirodne frekvencije. Da bi nulto¢ke polinoma bile realne pozitivne
vrijednosti, matrice m i Kk moraju biti simetri¢ne i pozitivno definitne ( Lazarevi¢, Novak i

Uros 2018.). Uvijeti za pozitivnu definitnost u gradevinarstvu su slijedeci:

1Uocimo da je harmonijska funkcija g(t) rjeSenje za jedan stupanj slobode
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1. za matricu k - broj i raspored leZajeva u ispravnoj mreZi mora biti takav da se sprijece
pomaci krutog tijela ( Lazarevi¢, Novak i Uros 2018.).

2. zamatricu m - moraju se ukloniti stupnjevi slobode bez pridruZene koncentrirane mase.
Uklanjanje stupnjeva slobode bez mase, vrsi se statickom kondenzacijom ( ibid.).

Vlastiti vektori ¢ se odreduju uvritavanjem vrijednosti w? u matricu k—w?m, stoga je o¢ito da
vektori ¢ nisu jednoznacni jer i njihovi viSektratnici zadovoljavaju jednadzbu (3.10). Vektori
¥ nazivaju se oblicima titranja (osciliranja) sustava, a definiraju oblik titranja sustava na
frekvenciji w. Prvi vlastiti vektor ¢|, naziva se temeljnim (osnovnim) oblikom osciliranja,
a frekvencija w; na kojoj sustav titra navedenim oblikom naziva se viastitom frekvencijom

temeljnog oblika.

Ako su sve prirodne frekvencije razli¢ite od nule i medusobno razlicite, tada su svi vlastiti vek-
tori linearno nezavisni. Skup od n linearno nezavisnih vektora ¢ini bazu n-dimenzionalnog
vektorskog prostora, pa je ukupno rjeSenje sustava diferencijalnih jednadzbi linearna kombi-

nacija svih pojedinacnih rjeSenja.

N
{w(®)} = > Whgn (3.11)
n=1
Pri ¢emu je ¢,:
gn = A, cos(wyt) + By, sin(wy,t) (3.12)
Raspisivanjem (3.11) dobivamo:
u Y1 13%) YN
B EPHOR A FONOR Al FENRPNOE A
Up YUn.1 Un2 YN N
(O + st avuin | (v v o w | [a(@)
a2+ @a(Dop+an(DYon | (Y21 Y22 o Yoy | q2(1)
a1 (DN + (DN + (DY N| (YNt Ynz - v | ga(t)
—_——
¥ {q}

Matricu ¥ nazivamo modalna matrica, a komponente vektora g nazivaju se modalne koordi-

nate. Opce rjeSenje pod (3.11) sada moZemo zapisati matri¢no kao:

{u()} = ¥{q} (3.13)
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Osim modalne matrice postoji i spektralna matrica (NxN) koja se sastoji od N svojstvenih

vrijednosti w? na glavnoj dijagonali.

w} 0 0 0

0 w; 0 0
Q=0 0 ? 0
: 0

0 0 0 w3 |

Za slucaj sustava s dva stupnja slobode, definiranog sustavom diferencijalnih jednadZzbi pod

(3.2), prirodne frekvencije a)f i w% dobivene su rjeSavanjem kvadratne jednadzbe karakteris-

ti¢nog polinoma za w?. Vlastite vektore moZemo zapisati kao:

Wl k1+k2—w%m1
{W}l = = kz
1) 1
ki+ky —wim
Y1 1
{W}Z = = kz
%) 1

Ukupno rjeSenje sustava jest linearna kombinacija slijedecih vektora:

{u1}() = {y}191(t) = {¢}1 (A1 cos(wit) + By sin(w1t))
{u2}(1) = {¢}292(1) = {¢}2(Az cos(wat) + By sin(wyt))

Stoga, ukupno opce rjeSenje glasi:
{u} (1) = {u1} (1) + {u2} (1)

Opcenitiji zapis jednadZzbe pod (3.17) glasi:

N
{u}(1) = )" {}n(Ay cos(wnt) + By sin(wt)
n=1

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Bitno je za napomenuti da vlastiti vektor ¢ ne odreduje maksimalne iznose ordinata ve¢ samo

njihov relativni odnos, tj. oblik titranja. Da bismo dobili amplitude A, i B,,, potrebno je uzeti

u obzir pocetne uvjete:

{u}(0) =

u1(0)

uz(0) }

un(0)

i

11(0)

(o ="

lin(0)

> (3.19)

Za slucaj slobodnog titranja, konstante A, 1 B, glase:

A, = Qn(o)
in(0
B, = Gn(0)
Wn
pri cemu je:
_ {y3,m{u}(0)
qn(0) = ——F———
{ym{y},
4 (0) = Whm{a}(0)
{y}am{y},
Shematski prikaz oblika titranja sustava s dva stupnja slobode prikazan je na slijedecoj slici.
Y21
Y11

(a) Prvi vlastiti oblik titranja

U122

(3.20)

(3.21)

V22

(b) Drugi vlastiti oblik titranja

Slika 3.2: Shematski prikaz vlastitih oblika titranja sustava s dva stupnja slobode

39



3.2 Ortogonalnost vlastitih vektora

Kao $to je ve¢ pokazano, oblike osciliranja definiraju vlastiti vektori. Dva vektora su medu-
sobno ortogonalna (okomita) ukoliko je njihov skalarni produkt jednak nuli. Razmotrimo li
r-ti i n-ti vlastiti vektor sustava, dobijemo slijedeci sustav jednadzbi (iz (3.3)):

(k — wym){y}, = {0}
(k — wim){y}, = {0}

(3.22)

Donju jednadzbu pomnoZimo s {¥}!. U gornjoj jednadZbi prvo transponiramo {1/}, te ju
pomnoZimo s {¢ },. Sustav jednadzbi (3.22) postaje:

(Y} (k- wim){y}, =0

(3.23)
W} (k- wym) {y}, =0
Oduzimanjem gornje i donje jednadzbe dobijemo:
(wp — ) {YHm{y}, =0 (3.24)
Za wy, # w, vrijedi:
{yrm{y}, =0 (3.25)
Uvrstavanjem {} ' m{y'},, = 0 u bilo koju od jednadzbi iz (3.23) dobijemo:
W k{ytn =0 (3.26)

Jednadzbe pod (3.25) 1 (3.26) govore da su vlastiti vektori m-ortogonalni i k-ortogonalni.
Odnosno, kazemo da su vlastiti vektori medusobno ortogonalni s obzirom na matricu mase

ili matricu krutosti.

Poslijedica ortogonalnosti su slijedece dijagonalne pravokutne matrice:
Modalna krutost K = W¥'k¥ (3.27)
Modalnamasa M =¥ ' m¥ (3.28)
Clanovi na dijagonali ra¢unaju se prema slijede¢im formulama:
Za modalnu krutost K, , = {w}ﬁk{w}n (3.29)

Za modalnu masu M, , = {w},Tlm{zﬁ}n (3.30)

Izmedu elemenata matrica vrijedi slijedec¢i odnos:

K
2 n
= — 3.31
U matri¢noj formi:
Q> =KM! (3.32)
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3.3 Normiranje vlastitih vektora

Vlastiti vektori nisu jednoznacni jer su jednako predstavljeni vektorima dobivenim rjeSenjem
problema vlastitih vrijednosti i njihovim viSekratnicima. Drugim rije¢ima, vlastiti vektor

predstavljen je familijom kolinearnih vektora jer vrijedi slijedeca jednakost ( HeiZ. 2001.)(iz

(3.9)
k(a{y}n) = w;(a{y}n)m

ak{y'}, = awj{y},m
k{y}, = w2{y},m

MnoZenje vlastitog vektora skalarom, s ciljem postizanja Zeljenog oblika vlastitog vektora,

naziva se normiranje. Primjerice, Zeljeni oblik vlastitog vektora:

1

2
{y} =

3

4

mnoZenjem vektora s 4/3 dobijemo:

2

3
v} =

1

Od posebnog zna¢aja je normiranje modalne mase na jedini¢nu vrijednost. Kakoje {¢/}. m{y}, =

1/2

M,, ,, vlastiti vektor {¢ }, potrebno je mnoZiti sa (M, ,)~"/~, odnosno:

1
N _

Gdje je {¢/}Y normirani n-ti vlastiti vektor. Jednadzba (3.33) zapisana u matri¢noj formi

{W}a (3.33)

glasi:
¥ = yM 2 (3.34)
Normiranje na jedini¢nu vrijednost jest u biti:
T
Mo = ({03)) miu}Y =1 (3:35)
Odnosno u matri¢cnom obliku: .
() meY =1 (3.36)

Gdje je I jedini¢na matrica. 1z (3.29) slijedi:
T T
(¥") ¥V =0 (¥V) M

————
I

T
(‘I’N ) Ky = 02
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3.4 Odziv sustava s viSe stupnjeva slobode na pobudu sinusnom silom

Kao §to je pokazano u poglavlju 3.1, jednadZba gibanja sustava s N stupnjeva slobode zadana
je kao sustav od N diferencijalnih jednadzZi drugog reda. U slucaju pobude harmonijskom
silom, navedeni sustav ¢e se sastojati od N nehomogenih diferencijalnih jednadzbi drugog

reda, koje e biti povezane preko matrice krutosti i/ili matrice mase.

Opcenito, rjeSenje jedne proizvoljne nehomogene diferencijalne jednadZbe drugog reda
oblika aj + By + vy = f(t) jest suma komplementarnog rjeSenja y. i partikularnog rje-

Senja Y, pri ¢emu su a, S 1y konstantni koeficijenti.
y(t) = ye(t) +Up(t) (3.37)

Komplementarno rjeSenje dobijemo izjednacavanjem diferencijalne jednadzbe s nulom od-

nosno:
ay+By+vyy=0 (3.38)

Primjetimo da je komplementarno rjesenje (rjesSenje jednadzbe (3.38)) zapravo rjesenje ho-
mogene diferencijalne jednadzbe, a jednako je i za slobodne oscilacije i za prisilne oscilacije.
Kod prisilnih oscilacija, komplementarno rjeSenje predstavlja prolazni dio odziva te je dato
u (3.11). Potrebno je joS odrediti partikularno rjeSenje, koje kod prisilnih oscilacija pred-
stavlja prisilni dio odziva. Partikularno rjeSenje moguce je pronaci koriste¢i se metodom

neodredenih koeficijenata.

Zadana je jednadzba gibanja sustava s dva stupnja slobode prikazanog na slici 3.1

m 0 i ki+ky —k u
! U e B e e ) (3.39)
0 myl |iis —k» ky | |u2 0
Odnosno:
m{ii} + k{u} = {py} sin(w?) (3.40)

Gdje je {p,} vektor amplituda harmonijskih sila. Odziv sustava biti ¢e harmonijski, jednake

frekvencije, pa partikularno rjeSenje mozemo pretpostaviti:
{up ()} = {U,} sin(wt) (3.41)
Gdje je {U,} vektor koeficijenata. Druga derivacija (3.41) glasi:
{ii(t)} = —w*{U,} sin(wt) (3.42)
Uvrstavanjem (3.41) i (3.42) u (3.40) dobijemo:

—w?*{U,Ymsin(wt) + {U, Yk sin(wr) = {p} sin(wt) (3.43)
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Nakon sredivanja, jednadzba (3.43) poprima oblik:
[k - &’m]{U,} = {p} (3.44)

MnoZenjem jednadzbe (3.44) s [k — w’m]~! dobijemo:

{Un} = [k - w2m]_1{pn}

Ut=——adj[k - o’m]{p,
W) = ook = o'ml ()
Odnosno u matri¢cnom obliku:
U 1 ko — mow? k
I . 2 2 2 Po (3.45)
U, det[kK — w’m] ko ki+ky—miw?| |0
Komponente vektora {U,} glase:
ko — 2
U = po(2 2 ;ﬂzwz) : (3.46)
mimy(w* — wy)(w* — w3)
pok>
U, = 3.47
g mima(w? — w})(w? — wj) 47
Zam| =2m,mp =m, k; =2k 1 ko = k vektori glase:
k — 2
Ur=-— P;)( 2mw2) 2 (3.48)
2m*(w* — wi)(w* — w3)
pok
U, = (3.49)
2m2(w? - w%)(w2 - w%)

Uz w1 = Vk/2m i wy; = 2k/m te dijeljenjem (3.48) i (3.49) s po/2k dobijemo vektor
dinamickog koeficijenta pomaka (bez dimenzija), koji ovisi o omjerima frekvencija w/w te

w/w,. Vektor je prikazan u nastavku

1-0.5(w/w)?

%{U} _ 1= (@/w1)?][1 = (w/w)?] (3.50)
Po 1
[1- (w/w1)’][1 = (w/w)’]
Prisilni dio odziva glasi:
1-0.5(w/w)?

2 2

{(u(r)} = i—k{U} sin(wr) = 4 1~ @/eT = (/o271 a (3.51)
0 1

[1 - (w/@)’][1 = (0/w)’]

Komponente vektora {U} moZemo iscrtati kao graf funkcije dinamickog faktora Uy /pg/2k i

U/ po/2k u ovisnosti o frekvencijskom omjeru w/w;.
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w1 /wq wr/wy

w/wi

w1 /w1 wy /w1

. /TN |

w/wi

Slika 3.3: Graficki prikaz vektora U po komponentama U; i U,

Grafovi sa slike 3.3 ukazuju na postojanje dviju rezonancijskih frekvencija: wi 1 wa, pri ¢emu

je dinamicki faktor neomeden.
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3.5 Modalna analiza

Modalna analiza je postupak odredivanja osnovnih dinamickih parametara linearnog sustava
s ciljem definiranja matematickog modela ponasanja sustava pod utjecajem dinamickih sila.
Modalna analiza temelji se na principu superpozicije, odnosno na ¢injenici da se ukupni

odziv sustava moZe zapisati kao linearna kombinacija odziva pojedinih oblika titranja.

Razmotrimo jednadZbu gibanja sustava s vise stupnjeva slobode pobudenog proizvoljnom

silom:
m{i} +k{u} = {p(1)} (3.52)

Klasi¢no rjeSenje jednadzbe gibanja (3.52) prikazano je u poglavlju 3.4 na primjeru sustava
s dva stupnja slobode pobudenog harmonijskom silom. Za sustave s viSe od dva stupnja
slobode ili za sloZenije sile pobude, rjeSavanje jednadZbe gibanja na klasi¢ni na¢in moZe biti
izuzetno tesko ili nemogucde. U takvim slucajevima, jednadZzba gibanja se rjeSava postupcima

modalne analize.

Iz poglavlja 3.1 znamo da je rjeSenje jednadZzbe gibanja slobodnog titranja sustava s vise
stupnjeva slobode linearna kombinacija odziva svih pojedinih oblika titranja odnosno:

N
u(t) = > ¥rq, (1) (3.53)
r=1
UvrStavanjem (3.53) u (3.52) dobijemo:
N N
Dm0 + ) kg, (1) = p(2) (3.54)
r=1 r=1
MnoZenjem jednadzbe (3.54) s ¢I" dobijemo:

N N
D w0 + > whky,q(0) = g p(1) (3.55)

r=1 r=1

Zbog svojstva ortogonalnosti, is¢ezavaju svi ¢lanovi sumacija osim n-tog ¢lana, pa preostaje:
U M G (1) + U K (1) =y (1) (3.56)

Koristeci relacije iz (3.30) i (3.29) jednadZba (3.56) poprima slijedeci oblik:
My Gin(1) + Kngn(t) = Py(1) (3.57)

Gdje su M,,, K,, i P, poopéena masa, krutost i optereenje n-tog modalnog oblika.

Postupkom, prikazanim u jednadZbama (3.53), (3.54), (3.55), (3.56), jednadzbu gibanja
sustava predstavljenu sustavom diferencijalnih jednadzbi sveli smo na skup medusobno neo-

visnih diferencijalnih jednadZzbi. Drugim rije¢ima, sustav od N stupnjeva slobode razloZen
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je na N medusobno neovisnih podsustava s jednim stupnjem slobode (princip superpozicije),
pri cemu n-ti podsustav prikazuje odziv sustava u n-tom modu. Podsustave nazivamo po-
opceni sustav za n-ti oblik titranja. "Jednadzba gibanja" poopcenog sustava za n-ti oblik
titranja predstavljena je diferencijalnom jednadzbom (3.57) ¢ije rjeSenje predstavlja modalnu
koordinatu n-tog oblika titranja g, (¢).

Odziv n-tog oblika titranja je:
{un(t)} = {¥}ngn(t) (3.58)

Dabismo odredili ukupni odziv sustava s N-stupnjeva slobode, potrebno je rijesiti N modalnih
jednadzbi, oblika definiranog pod (3.57). Matri¢ni zapis sustava modalnih jednadZbi prikazan

je u nastavku.
M{j} +K{q} = {P(1)} (3.59)

Gdje je M matrica modalnih masa, K matrica modalnih krutosti, {P(z)} vektor poopcenih
opterecenja. Iz (3.28) i (3.27) znamo da su matrice M i K dijagonalne $to znaci da je
(3.59) sustav medusobno neovisnih jednadzbi. RjeSenjem navedenog sustava, dobijemo
funkcije modalnih koordinata za sve oblike titranja sustava, a ukupni odziv definiran je
linearnom kombinacijom (princip superpozicije) odziva svakog pojedinog oblika titranja.
Odziv pojedinog oblika osciliranje definiran je (3.58), a ukupni odziv je:

N N
{u(t)} = > {ua(0} = D {¥}ngu(t) (3.60)
n=1 n=1
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3.6 Prigusenje u sustavu s viSe stupnjeva slobode

Model prigusenog sustava s viSe stupnjeva slobode prikazan je na slijedecoj slici.

(6%)
ko

C1
ki

(a) (b)

kyu co iy — 1)
-] >

I 0

crug

ko(up —uy)
(©)

Slika 3.4: Idealizirani sustav s dva stupnja slobode i priguSenjem: (a) dvoetazni posmi¢ni

okvir s prigusenjem; (b) ekvivalentni priguseni model; (c) prikaz sila;

JednadZba gibanja sa slike 3.4 glasi:

muiiy +uy(cy +c2) — oty +uy (ki + ko) — koup = pi(t)

(3.61)
maiin + coly — cotty + kauy — kauy = pa(t)
Sustav (3.61) moZemo zapisati u matricnom obliku:
m; 0] iy N ci+cy —co N ki+ky —ko| |ug _ P1 (3.62)
0 maf |iiz -2 —ky  ka | |u2 P2
Kompaktniji zapis jednadzbe pod (3.62) prikazan je u nastavku:
m{ii} +c{u} +k{u} = {p} (3.63)
Uvodi se u = ¥{q} te jednadzba (3.63) poprima slijedeci oblik:
m¥{G} +c¥{q} + k¥{q} = {p(1)} (3.64)
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MnoZenjem s W7 dobijemo:
Yim¥{j} + Y c¥P{q} + Y k¥Y{q} =¥ {p(1)} (3.65)
Iz poglavlja 3.3 poznato je da vrijedi:
M =¥"m¥Y
K = ¥'k¥

Gdje su matrice M i K dijagonalne matrice modalne mase odnosno krutosti. Osim matrica
M i K uvodi se i matrica C koju nazivamo matricom modalnog prigusenja, pa je jednadzbu

(3.65) moguce zapisati na slijedeci nacin:

M{4} + C{q} +K{q} = {P} (3.66)

Gdje je {P} vektor modalnog opteredenja. Matrica modalnog prigusenja C moZe i ne mora

biti dijagonalna pa je potrebno razmotriti dva razlicita slucaja.

1. Ukoliko je matrica C dijagonalna, jednadZba (3.66) predstavlja skup medusobno neo-
visnih jednadzbi pa je na takvome sustavu primjenjiva klasicna modalna analiza. Takav

oblik priguSenja naziva se klasicni oblik prigusenja.

2. Ukoliko matrica C nije dijagonalna, jednadZzba (3.66) predstavlja sustav medusobno po-
vezanih diferencijalnih jednadzbi, te na takav sustav nije primjenjiva klasi¢na modalna

analiza. Takav oblik priguSenja naziva se opcim oblikom prigusenja.
Matrica modalnog prigusenja zadana je slijede¢im izrazom:
C=Y'c¥ (3.67)
Za sustav s dva stupnja slobode, matrica C glasi:

I 11
I11 1V

(3.68)

Gdje je:
I = Wilcl + lﬁilcz +yoic¥r, + lﬂ%,lcz — Y0292,
I =y etz +ycann — Yo icapip + o 1cdnn — Y1082
HI =y e +yrcafi —Yoicaiz +¥aicann — Yi1c¥0

2 2 . 2
IV =i c1 + Y000 —Yopcafio+ Y5 ,c0 —Yipcoynn
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Matrica C biti ¢e dijagonalna ukoliko su elementi iznad i ispod glavne dijagonale jednaki
nuli, $to znaci da je potrebno rijesiti slijedeci sustav jednadzbi:

I11=0
(3.69)
I111=0

Zbog toga Sto je matrica C simetricna s obzirom na glavnu dijagonalu (u ovom slucaju),

preostaje jedna jednadZba s dvije nepoznanice ¢ i ¢z, odnosno:
Yiaciyia e — Yo e o092, 2 — g icagar =0 (3.70)

Navedena jednadzba ima beskonac¢no mnogo rjesSenja slijedeceg oblika:

— + J—
C_1:_l//1,2¢’1,1 Yoo+ Yoo —Yipda 3.71)

c2 Yi2¥1,1

RjeSenja jednadZbe (3.70) predstavljaju svaki ¢ i c¢3, €iji je medusobni omjer jednak raz-
lomku s desne strane izraza (3.71). 1z jednadzbi (3.70) i (3.71) slijedi da ¢e matrica C biti
dijagonalna samo ako omjer koeficijenata prigusenja c|/c, zadovoljava jednakost pod (3.71).
U protivnom, matrica C nije dijagonalna a u sustavu vlada op¢i oblik priguSenja. Omjer
priguSenja nazivamo razdiobom prigusenja u sustavu. Zaklju¢no, oblik matrice C ovisi o

razdiobi priguSenja u sustavu.

Bitno je za napomenuti da u slucaju opéeg prigusenja, oblici titranja sustava su razliciti
od oblika titranja neprigusenog sustava, a iz jednadzbe pod (3.62) dobije se kompleksni
problem vlastitih vrijednosti Cija rjeSenja su kompleksni vlastiti vektori ¢ i kompleksne
vlastite vrijednosti w. Zbog svoje dugotrajnosti i matematicke sloZenosti, navedeni slucaj

nece biti razmatran u ovome radu.

Dakle, jednadzbu (3.66) moguce je rijesiti ukoliko je sustav prigusen klasi¢nim oblikom
prigusenja (matrica C je dijagonalna), pri ¢emu je postupak analogan postupku iz poglavlja

3.5. Modalna jednadzba n-tog oblika titranja glasi:
M,Gn + Cngn + Kyg = Pp(2) (3.72)

Gdje je M,, C,, K, 1 P, modalna masa, modalno priguSenje, modalna krutost i modalno
opterecenje n-tog oblika titranja. Dijeljenjem jednadzbe (3.72) s modalnom masom M,
dobijemo:

G+ 20nlnn + W2q = V” (3.73)
n

Gdje je ¢, relativni faktor prigusSenja n-tog oblika titranja a w, prirodna frekvencija n-tog
oblika titranja. Forma rjeSenja diferencijalne jednadZzbe (3.73) prikazana je pod (3.74) a

predstavlja odziv n-tog oblika titranja sustava s viSe stupnjeva slobode.

Up = l/’nQn(t) (3.74)
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Ukupni odziv dobijemo superpozicijom odziva svih modalnih oblika, odnosno:

N N
TOEDWHOEDIW NG (3.75)
n=1 n=1
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4 Zaljucak

Razvojem racunala i racunalne tehnologije otvara se prostor za razvitak dinamike kons-
trukcija. Za razumijevanje osnovnih teoretskih principa i pojmova dinamike konstrukcija
potrebno je kvalitetno poznavanje najjednostavnijeg sustava, tj. sustava s jednim stupnjem
slobode. Osim didakticke svrhe, sustav s jednim stupnjem slobode moZe posluziti i kao

model za razvitak eksperimentalnih metoda kao S$to je rezonancijski pokus.

U inZenjerskoj praksi vrlo ¢esto se susrecu sustavi s viSe stupnjeva slobode koji mogu biti
izrazito sloZeni. U graditeljstvu sustav s viSe stupnjeva slobode pojavljuje se kod visokih
gradevina, primjerice nebodera. Visoke gradevine posebno su osjetljive na horizontalna dina-
micka opterecenja, poput vjetara i potresa. Poznavanjem dinamickih parametara konstrukcije,
moguce je efekte dinamickog optereenja svesti na minimum odnosno uc¢inkovito dimenzi-
onirati konstrukciju na dinamicko optereéenje. Primjerice, dinamicki parametri konstrukcije
mogu se iskoristiti za projektiranje posebnih prigusivaca koji se zatim ugraduju na pogodna
mjesta u konstrukciju. Dinamicki parametri konstrukcija najSesce se odreduju modalnom

analizom.

U rudarstvu postupci modalne analize primjenjivi su na analizu odziva konzole rotornog

bagera, u separacijskim postrojenjima na analizu vibracijskih sita i sl.

Osim u graditeljstvu i rudarstvu, postupci modalne analize koriste se u brojnim tehnickim 1
znanstvenim disciplinama, kao $to su strojarstvo, zrakoplovno inZenjerstvo, autoindustrija i
sl.

Jedna od meni osobno interesantnijih primjena modalne analize je u akustici. U akustici,
modalna analiza se moZe koristiti za odredivanje projektnih parametara zvucnika te za otkri-
vanje ,,malih tajni velikih majstora”, na primjer zasto Stradivarijeva violina zvuci bolje od

prosjecnih.
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