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1 Skupovi

1.1 Pojam skupa

Skup je jedan od osnovnih pojmova matematike, Sto znaci da pojam skupa
ne mozemo objasniti pomoc¢u nekih ve¢ poznatih i jednostavnijih pojmova.

Skup je sastavljen od objekata koje nazivamo elementima ili ¢lanovima
skupa.

Skupove obi¢no oznacavamo velikim slovima: A, B,C, X, ... a njihove
elemente malim slovima a,b,c,z, . ...

Ako element a pripada skupu A, piSemo a € A. U protivnhom kazemo da
a nije element, odnosno ne pripada skupu A i pisemo a ¢ A.

Skup mozemo zadati ili nabrajanjem svih njegovih elemenata koje onda
stavljamo u viticaste zagrade, npr.

A ={a,b,c},

ili navodenjem karakteristi¢nog svojstva koje njegovi elementi moraju zado-
voljiti, npr.

B ={x |sinz = 0}.
Skup koji nema niti jedan element zove se prazan skup i oznacava sim-

bolom .

Kazemo da je skup A podskup skupa B ako je svaki element skupa A
ujedno i element skupa B. Tu ¢injenicu kraée zapisujemo A C B. Ako pak
A nije podskup od B, tj. ako postoji barem jedan element skupa A koji ne
pripada skupu B, pisemo A € B.

Napomenimo da prazan skup smatramo podskupom svakog skupa.

Za skupove A i B kazemo da su jednaki, i piSemo A = B, ako je A C B
i BCA.

U slucaju da vrijedi A C B i A # B koristimo oznaku A C B.

1.2 Operacije sa skupovima

Neka je U univerzalni skup. Neka su A i B podskupovi skupa U. Na skupo-
vima A i B definiramo sljedece operacije:

(a) presjek skupova Ai B
ANB={z|z € Aix e B},

(b) unija skupova A i B
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AUB={z |z € Aili x € B},
(¢) razlika skupova A i B
A\B={z|ze€ Aix ¢ B},
(d) komplement skupa A
A={x|z ¢ A}.
Uo¢imo A\ B = AN B.
Sliéno, za n podskupova Ay, ..., A, skupa U definiramo njihov presjek i
uniju na sljedeéi nacin:
(i) presjek skupova Ay,..., A,
H?ZIAZ' Z:AlﬁAgﬂ”-ﬂAn:{l"(L'EAl ixeAsi ... i.CCEAn},
(ii) unija skupova Aq,..., A,

Ur A=A UA U UA, ={z|zecAriiz e Aili ... ilix e
Ap}.

Za skupove A i B kazemo da su disjunkini ako je AN B = ().
Operacije sa skupovima imaju sljedeca svojstva:

(1) komutativnost
ANB=BNA, AUB=DBUA,
(2) asocijativnost
(ANB)NC=An(BNC), (AUB)UC=AU(BUCQC),
(3) distributivnost
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AUu(BNC)=(AUuB)N(AUC),
(4) zakoni jedinice
ANnbd=0, ANU=A, Aubd=A, AuUU=U,
(5) idempotentnost
ANA=A AUA=A,

(6) De Morganovi zakoni
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ANB=AUB, AUB=ANB,

(7) involutivnost

@) = A,

Kartezijev umnoZak (produkt) skupova A i B, u oznaci A x B, definiramo
kao skup svih uredenih parova (a,b), pri ¢emu je a € A, b € B. Prema tome,

Ax B={(a,b)|ac Aibe B}.

(Prisjetimo se da su dva uredena para (a,b) i (a’,b) jednaka ako i samo ako
jea=d ib=1V.)

Analogno se definira i Kartezijev umnozak A; x As x --- x A, n sku-
pova A1, A, ..., A, kao skup uredenih n-torki (ai,aq,...,ay), pri ¢emu je
ay € Ay,az € Ag, ..., a, € Ay,. Pritom dvije uredene n-torke (aq,as...,an,)

/

i (a},dfy... a),) smatramo jednakima ako i samo ako je a1 = df, as =

ay,...,an = al,. Dakle,
Ay X Ag x -+ x Ay ={(a1,a2...,a,) a1 € Ajiag € Ay i ... ia, € Ay}

AkOjeAlz---:AT“ piéemoA”:Ax...xA_

Kardinalni broj skupa A, u oznaci k(A), je broj elemenata skupa A.
Npr.,

A={2,3,7,9}, k(A) =4,

B =1{2,4,6,8,10,...}, k(B)= cc.

Primjer 1.

Dani su skupovi A = {1,2,5,10} i B ={-3,5,10}. Naéi AN B, AUB,
A\ BiB\A.

Rjesenje

AN B ={5,10}

AUB=1{-3,1,2,5,10}

A\ B={1,2}

B\ A={-3}

Primjer 2.

Za skupove A = {2,3} i B ={1,4,9} naéi A x B. Koliko je k(A x B)?

Rjesenje

A X B = {(27 1)7 (2’ 4)7 (27 9)7 (37 1)’ (37 4)7 (37 9)}

k(A x B) =6
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Primjer 3.

Dani su skupovi A ={z € R |sinz =0} i B = {z € R|sin2z = 0} (pri
¢emu smo s R oznagcili skup svih realnih brojeva). Naéi AN B, AUB, A\ B
i B\ A.

Rjesenje

Uocimo da je

A={...,-3m, =27, —7, 0,7, 27, 3m,...},

B:{...,—37r,—577r,—QW,—%,—W,—g,O,g,W 27?, 3, .. )

Jasno je da je A C B, pa je stoga ANB = A, AUB BiA\B=1.
Nadalje,

B\A=H{. .., 7” 37”,—%,%,37”,57“,...}.
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2 Brojevi

2.1 Prirodni, cijeli i racionalni brojevi
U skupu N = {1,2/3,...} svih prirodnih brojeva vrijedi:
(a) mneN=m+neN,

(b) mne N=m-neN.

Uoc¢imo da razlika dvaju prirodnih brojeva ne mora biti prirodni broj. Stoga
jednadzba n 4+ x = m, gdje su m,n € N dani prirodni brojevi, ne mora
imati rjeSenje u skupu N. Zato se javila potreba za prosirenjem skupa N, tj.
uvodenjem skupa svih cijelih brojeva Z = {...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,... }.
Ovaj skup ima sljedec¢a svojstva:

(a) myneZ=m+ncZ,

(b) mneZ=m—necZ,

(¢c) mn€Z=m-ncZ.

Medutim, koli¢nik dvaju cijelih brojeva ne mora biti cijeli broj. Zato za
dane brojeve n € Z\ {0}, m € Z, jednadzba nx = m nema uvijek rjesenje u
skupu Z. Stoga Z prosirujemo do skupa svih razlomaka, tj. uvodimo skup

Q:{%\m,nez,n#O}

koji nazivamo skupom svih racionalnih brojeva. Vrijedi:

Skup Q ima jedno vazno svojstvo:

b
a,bEQi%GQ.

Ako je pritom a < b, tada je a < “TH’ < b. Odavde slijedi da izmedu svaka
dva razlicita racionalna broja postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva.
Kazemo, Q je gust u skupu realnih brojeva R.
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Uoc¢imo
NCZcQcR
Medu realnim brojevima postoje brojevi koji nisu racionalni, npr. v/2, v/3,

m, log 5, itd. Takve brojeve zovemo iracionalnima. Skup svih iracionalnih
brojeva takoder je gust u skupu R.

Primjer 1. logb je iracionalni broj.
p
Pretpostavimo suprotno, logh = % za neke p,q € N. Tada je 10¢ = 5,

odnosno 107 = 59. Medutim to je nemogucée buduéi da je 10P paran, a 5%
neparan broj. Time je pokazano da log 5 nije racionalan broj.

2.2 Realni brojevi

Skupovi racionalnih i iracionalnih brojeva zajedno tvore skup realnih bro-
jeva.

Realne brojeve geometrijski prikazujemo na brojevnom pravcu. Na proi-
zvoljnom pravcu izaberemo neku tocku koju zovemo ishodiste, te ju oznacimo
s O. Zatim desno od O izaberemo neku drugu tocku koju ozna¢imo s F.
Udaljenost od O do E uzimamo kao jedinicu duljine. Svakom realnom broju
moguce je pridruziti to¢no jednu tocku na promatranom pravcu, i obrnuto,
svakoj toc¢ki na pravcu tocno jedan realni broj. Pritom, ako su a,b realni
brojevi takvi da je a < b, tada je tocka pridruzena broju a lijevo od tocke
pridruzene broju b. Tako dobiveni pravac zovemo brojevnim pravcem.

Realni broj pridruzen tocki na pravcu zove se koordinata te tocke. Tako
je, primjerice, koordinata tocke O nula, koordinata tocke E jedan, koordi-
nata polov:™ ' 7 T o

Na taj

Slika 1: Brojevni pravac

U skupu R definiramo sljedeée intervale:

(a) otvoreni intervali:

(a,b) ={x e R|a<z<b}, gdjesua,beR, a<b,
(—00,b) ={z € R |z < b}, gdje je b € R,
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(a,00) ={z € R| z > a}, gdje je a € R,
(—o0,00) =R.
(b) zatvoreni intervali (segmenti):
[a,b] ={z € R|z <a<b}, gdje sua,beR.
(¢) poluotvoreni (poluzatvoreni) intervali:

[a,b) ={z € R|a<xz<b}, gdjesua,beR, a<b,
(a,b] ={z €R|a <z <b}, gdjesua,beR, a<hb.
[a,00) = {x € R| z > a}, gdje je a € R,
(—o0,b) ={z € R|x < b}, gdje je b € R.

Omedeni skupovi

Neka je S neprazan podskup skupa R.
Kazemo da je skup S omeden odozgo ako postoji M € R takav da za sve
z € S vrijedi x < M. Takav M zovemo gornjom medom skupa S.

Skup S je omeden odozdo ako postoji m € R takav da za sve x € S
vrijedi m < z. Takav m zovemo donjom medom skupa S.

Skup S je omeden ako je omeden odozgo i odozdo.

Ako je M gornja meda skupa S, tada je oc¢ito da je i svaki realni broj
veéi od M takoder gornja meda skupa S. Sli¢no, ako je m donja meda skupa
S, tada je i svaki realni broj manji od m donja meda skupa S.

Primjer 2.

1.) S ={L | n €N} je omeden skup.

0 je donja meda skupa S, a takoder i svaki realni broj manji od 0.

1 je gornja meda skupa S, a takoder i svaki realni broj veéi od 1.

2.) S =[2,5) je omeden skup.

Svaki realni broj manji ili jednak 2 je donja meda skupa S.

Svaki realni broj vedi ili jednak 5 je gornja meda skupa S.

Supremum skupa S, u oznaci sup S, je najmanja gornja meda skupa S
(ako postoji).

Ako je pritom sup S sadrzan u skupu S, kazemo da je sup .S maksimum
skupa S i oznacavamo ga s max S.

Infimum skupa S, u oznaci inf S, je najveéa donja meda skupa S (ako
postoji).

10
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Ako je inf S sadrzan u skupu S, kazemo da je inf S minimum skupa S i
oznatavamo ga s min S.

Jedno bitno svojstvo (aksiom) skupa realnih brojeva kaze nam sljedece.

Svaki odozgo omeden neprazan podskup skupa realnih brojeva ima supre-
mum u R.

Odavde odmah slijedi:

Svaki odozdo omeden neprazan podskup skupa realnih brojeva ima infi-
mum u R.

Primjer 3.

1.) §={-5,-2,3,7,11}

inf S =minS = -5, supS =maxS =11

2) S={L|neN}

infS=0,supS =maxS =1

Skup S nema minimum.

3.) S =1[2,5)

infS=minS=2,supS =5

Skup S nema masksimum.

4.) S = (—00,7)
supS =7
Skup S nema infimum u R (pisemo inf S = —00).

Skup S nema maksimum.

5.) S =[-3,5)U(7,00)

inf S =min§ = -3

Skup S nema supremum u R (piSemo sup S = c0).
6.) S={sinz |z € R}

infS=minS =—-1,supS =max 5 =1
Apsolutna vrijednost

Za x € R definiramo

o] = xz  ako jex >0,
| —z akojex <0.

Npr., 7| =7, | -5/ =5, [0 = 0.
Uoc¢imo,
|z| > 0 za sve x € R,

x < |x| za sve z € R.

11
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Takoder, |z| je udaljenost tocke x od ishodista na brojevnom pravcu.
Stoga za r > 0 vrijedi
lz| <rexe(—rr).

Sliéno, |x — al je udaljenost tocke x od a na brojevnom pravcu. Prema tome,
za r > 0 imamo

|t —al|<rsexz—ac(-rnr)exe(a—ra+r).
Za apsolutnu vrijednost vrijede sljedeca svojstva:
(a) [—a[=lal, a€R,
(b) lab| = lallb], a,b€R,

:||ab||’ a,beR, b#£0,

(d) la+0b] <la|+1b], a,beR (nejednakost trokuta).

© |3

Kartezijev koordinatni sustav u ravnini

Uzmimo dva medusobno okomita pravca. Jedan od tih pravaca oznac¢imo
s x 1 zovemo x-0s, a drugi s y i zovemo y-os koordinatnog sustava. Tocka
O u kojoj se pravci sijeku zove se ishodiste koordinatnog sustava. Uzmimo
sada proizvoljnu tocku 1" ravnine. Pravac kroz toc¢ku T paralelan s y-osi
sije¢e x-os u tocki T” ¢iju koordinatu ozna¢imo s x. Pravac kroz T paralelan
s x-osi sijece y-os u tocki T” ¢iju koordinatu oznacimo s v.

y
Y LS (¢ 57
|
|
|
|
|
:
|
1T
0 X X

Slika 2: Brojevna ravnina

12
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Realni broj x zove se apscisa tocke T, a broj y ordinata tocke T. Na
taj naCin moguce je svakoj tocki T ravnine pridruziti jedinstveni par real-
nih brojeva (z,y). Obrnuto, svakom uredenom paru (z,y) realnih brojeva
mogucée je pridruziti jedinstvenu tocku T’ ravnine. Ravnina u kojoj smo
tocke na opisani nacin poistovijetili s uredenim parovima realnih brojeva
zove se brojevna ravnina. Prema tome, koordinatnim sustavom na z i na
y-osi odreden je pravokutni Kartezijev koordinatni sustav u ravnini.

Ravninu oznacavamo s R? = R x R.

2.3 Kompleksni brojevi

Uocimo da postoje jednadzbe koje nemaju rjeSenje u skupu realnih brojeva.
Takva je primjerice jednadzba z? + 1 = 0. Naime, kako je z2 > 0 za svaki
z € R, jasno je da nema realnog broja z sa svojstvom z? = —1. Zato se
javila potreba za prosirenjem skupa svih realnih brojeva. Najprije uvodimo
novi objekt, koji ozna¢avamo s i, te za koji zahtijevamo da vrijedi

i?=—1.

Drugim rije¢ima, i je rjesenje jednadzbe x? + 1 = 0. Pisemo i = /—1 te i
nazivamo imaginarnom jedinicom.
Broj z oblika z = a+bi, gdje su a,b € R, nazivamo kompleksnim brojem.
Oznacimo s
C={a+1bi|a,beR}

skup svih kompleksnih brojeva.

Kako svaki a € R mozemo pisati a = a + 0 - ¢, to je o¢ito R C C.

Ako je z = a + bi, tada a zovemo realnim, a b imaginarnim dijelom
kompleksnog broja z. Pisemo:

a=Rez, b=Imz.

Kompleksni brojevi a + bi i ¢ + di su jednaki ako i samo ako su im realni
dijelovi jednaki i imaginarni dijelovi jednaki, tj.

at+bi=ct+disa=cib=d.
Zbrajangje i mnoZenje kompleksnih brojeva definiramo na sljedeé¢i nacin:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

13
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Za zbrajanje i mnozenje kompleksnih brojeva vrijede sva uobicajena pravila
(komutativnost, asocijativnost, distributivnost mnozenja prema zbrajanju)
kao i za realne brojeve.

Oduzimanje kompleksnih brojeva definiramo s

(a+bi) —(c+di)=(a—c)+ (b—d)i.
Dijeljenje kompleksnih brojeva definira se kao

a+bi  a+bi c—di ac+bd bec—ad.

ctdi ctdi c—di P+ B Exa”
uz uvjet da je ¢+ di # 0.

Konjugirani kompleksni broj broja z = a + bi je broj z = a — bi.

Konjugiranje ima sljedeca svojstva:
(a) it z=7z1+%, 21,2¢€C,
(b) 21_22:71_@7 Z17Z2€(C7

(C) Z1 29 = 21 %2, ZlaZZEC)

(d) (?) == 27 21, %2 S Ca z2 7& 07
2

22

(e) z=2, zeC.
Primjer 4.
1) (2+43i)+ (6 —4i) =8 —1
2) (2—-i)(3+5i))=6+10i —3i+5=11+7i
3) l—i—i.: l—i-z'.'2+3z::2+3i+2i—3:_i+£i

2-3i 2-3i 2+3i 449 13 13
4) 2-i)?—(Bi+1)=4—-4i—-1-3i—-1=2-Ti
5)3+4i+(1+i)2=3—-4i+1+3i—-3—i=1—2i
Primjer 5.
Rijesiti jednadzbu (3 — 2i)z = 4 + .

Rjesenje
4+ 44+i 3+2i 1248+ 3i—2 10+11.
Zz = = . = = — —1
3—2t 3—21 3+ 944 13 13

Apsolutna vrijednost (modul) kompleksnog broja z = a + bi definira se
kao |z| = Va? + b.

Lako se provjeri da je:

14
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(a) \212’2\ = 121\ . !22\, 21,29 € C,
Z1 Z1

m |2 =Bl e m0
Zo| |22l

(c) z-z2=12?, z€C,
(d) |z1 4+ 22| < |z21] + |22], 21,22 € C  (nejednakost trokuta).

Primjer 6.

Izracunati apsolutnu vrijednost sljede¢ih kompleksnih brojeva:
(a) z=3+4i

(b) z= -5

(c) z=2i

(d) z = —1+/2i.
Rjesenje

(a) 2| =v9+16=5
(b) [z =5

(c) 2] =2

(@) sl = VIT2= V3

Kompleksna (Gaussova) ravnina

Skup kompleksnih brojeva C mozemo poistovjetiti sa skupom R x R svih
uredenih parova realnih brojeva tako da kompleksni broj z = = + yi identifi-
ciramo s tockom T'(x,%). Ravnina R? = R x R u kojoj su tocke identificirane
s kompleksnim brojevima zove se kompleksna ili Gaussova ravnina.

Os z nazivamo realnom osi, a os y imaginarnom osi.

y

Slika 3: Kompleksna (Gaussova) ravnina

15



2. Brojevi 16

Uocimo da je apsolutna vrijednost kompleksnog broja z njegova udalje-
nost od ishodista.

Slika 4: Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

Stovige, |z — 20| je udaljenost kompleksnih brojeva z i z. Naime, neka je
z =x+yi, z0 = T + Yoi. Kompleksnom broju z pridruzimo tocku T'(z,y),
a broju zg tocku Ty(zo, yo). Buduéi da je

z—z20 = (x —x0) + (y — yo)1,

slijedi

|2 — 20l = V(& — 20)* + (y — ¥0)?,
sto je formula za udaljenost tocaka T i Tp, tj. (uz opisanu identifikaciju)
kompleksnih brojeva z i zp.

Nadalje, za dani 7 > 0 i 29 € C jednakoS¢u |z — z9| = r odredena je
kruznica u kompleksnoj ravnini sa srediStem u zp i polumjerom r. Zaista,

2=zl =r & V(-2 +y—y)? =1 (@ —0)* + (y —y)° =1

16



2. Brojevi 17

Slika 5: Kruznica u kompleksnoj ravnini

Sliéno, nejednakoséu |z — zp| < r odreden je zatvoren krug polumjera r
sa srediStem u tocki zg.

Slika 6: Krug u kompleksnoj ravnini

Primjer 7.

Na¢i skup kompleksnih brojeva zadan sa
(a) |z —2i] = 3,

(b) | —2+i| < 1,

(c) |z4+1-3i| >2.

17



2. Brojevi 18

Rjesenje
(a) z0=2i r=3

Slika 7: |z — 2i| =3

(b)ZOZQ—i r=1

N W A oS

-

-4-3-2-101////34567x
i

Slika 8: |z —2+1| <1

18
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(¢) z0=—-1+3i

r=2

Slika 9: |z +1 — 3i| > 2

19



3. Matrice 20

3 Matrice
3.1 Pojam matrice
Tablicu
ail a2 ... Qin
Ao a G2 ... G2p
Aml @m2 .- Gmn

gdje su aj; € R nazivamo realnom matricom tipa (m,n).
Matrica tipa (m,n) ima m redaka i n stupaca.
Brojeve a;; nazivamo elementima matrice A.

Element a;; nalazi se na presjeku i-tog retka i j-tog stupca matrice A,
tj. na mjestu (7,j) u matrici A.

Elementi
;1 A2 ... Qin
Cine i-ti redak, a elementi
alj
agj
amj

j-ti stupac matrice A.

Matricu A krace oznacavamo A = (a;;), ili samo A = (a;;) kada je jasno

kojeg tipa je matrica A.
4 5 -8
a=(507)

Matrica A ima dva retka i tri stupca, dakle A je tipa (2, 3).

Element 5 nalazi se na presjeku prvog retka i drugog stupca, tj. na mjestu
(1,2).

Elementi 4,5, —8 ¢ine prvi redak matrice A.

Elementi —8, 3 ¢ine treéi stupac matrice A.

Primjer 1.

20



3. Matrice 21

Za dvije matrice A = (a;;) i B = (bi;) kazemo da su jednake (i piSemo
A = B) ako su istoga tipa i ako su im odgovarajuéi elementi jednaki, tj.
Qi5 = bij Za sve Z,]

Matricu ¢iji su svi elementi jednaki nuli zovemo nul-matricom i oznaca-
vamo ju s 0.

Primjerice,

000
0 0 0)’

su nul-matrice.

, (0 0),

o O O O
o O o O
o O O
o O O
o O O

Ako matrica A ima jednak broj redaka i stupaca, tj. ako je tipa (n,n),
onda kazemo da je A kvadratna matrica reda n.

Kvadratnu matricu oznacavamo s

aj; aig ... Qain

asr a2 ... Q2p
A=

anp1 Anp2 ... QApp

ili krace A = (aij)n, odnosno samo A = (a;;) ako je iz konteksta jasno kojeg
je reda matrica A.

Elementi a11, aso, ..., any, ¢ine glavnu, a elementi a1, a2 p—1, . . ., Gn1 SPO-
rednu dijagonalu kvadratne matrice A.

Primjer 2.
2 5 6
A= -3 1 7
2 0 -1

A je kvadratna matrica reda 3.
Elementi 2,1, —1 ¢ine glavnu dijagonalu matrice A.
Elementi 6, 1,2 ¢ine sporednu dijagonalu matrice A.

Kvadratnu matricu ¢iji su svi elementi koji ne leze na glavnoj dijagonali
jednaki nuli nazivamo dijagonalnom matricom.

21



3. Matrice 22

Npr.,

S O O
)

o ot o O
o O O

je dijagonalna matrica reda 4.

Dijagonalnu matricu ¢iji su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki
jedinici nazivamo jedini¢nom matricom i oznacavamo ju s I.

100
I:(é?), I=l0 10
001

su jedini¢ne matrice reda 2, odnosno 3.

Npr.,

Za kvadratnu matricu kazemo da je gornja trokutasta ako su svi njezini
elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli.

Takve su primjerice matrice

2 -3 —6 2 0 5
(éi) 0o 4 -2 |, 00 —3
0 0 -9 00 5

Za kvadratnu matricu kazemo da je donja trokutasta ako su svi njezini
elementi iznad glavne dijagonale jednaki nuli.

Takve su primjerice matrice

2 0 0 2 0 0
<_182>, -1 4 0 |, 2 0 0
3 3 -9 025

Matrica B = (bi;) je transponirana matrica matrice A = (a;;) ako je
bij = Qji, Za SVe l,j

Uocimo, ako je matrica A tipa (m,n), tada je njezina transponirana matrica
B tipa (n,m), a dobiva se iz matrice A zamjenom redaka sa stupcima u istom
poretku.

Transponiranu matricu matrice A ozna¢avamo s AT,

22



3. Matrice 23

Primjer 3.

Neka je dana matrica

2 0 7 3
A=|11 -4 2 6
3 5 =7 =2

2 1 3
r [0 -4 5
A=l 9

3.6 -2

Primijetimo da je (A7)T = A.
Za kvadratnu matricu A kazemo da je simetricna ako je AT = A.
Primjerice, matrica
3 5 4
A= 517
4 70
je simetri¢na.

3.2 Operacije s matricama

U daljnjem ¢emo s M, oznacavati skup svih matrica tipa (m,n). Skup
M, svih kvadratnih matrica reda n kraée oznac¢avamo s M,.

Na skupu M,,,, definirane su operacije zbrajanja matrica, te mnozenja
matrica skalarom.

Zbrajanje matrica

Neka su dane matrice
A= (aij) € Myn, B= (b’LJ) € My,
istog tipa (m,n).

Tada je zbroj matrica A i B matrica istog tipa (m,n), ¢iji se elementi dobiju
tako da se zbroje odgovarajudi elementi matrica A i B.

Dakle, oznacimo li s C' = A 4+ B zbroj matrica A i B, tada elemente
matrice C' = (¢;;) racunamo kao

Cij = Q5 + bij, za sve i, J.

23



3. Matrice 24

Primijetimo, zbrajati mozemo samo matrice istog tipa.

Primjer 4.

Dane su matrice

2 5 1 0
A= 3 -6 1|, B=| -4 2
-7 1 7 3
Tada je
241 540 3 5
A+ B= 3—4 —6+2 |=| -1 -4
—-7+7 143 0 4

Svojstva matri¢nog zbrajanja

Ako su A, B, C,0 matrice istoga tipa, tada vrijede sljedeé¢a svojstva:
(a) A+ B=B+ A (komutativnost);
(b) (A+B)+C=A+(B+C) (asocijativnost);
(c) A+0=0+ A=A

Mnozenje matrice skalarom
Neka je k € R1 A = (aij) € M.

Matrica A mnozi se skalarom k tako da se svaki njezin element pomnozi
skalarom k.

Dakle, oznac¢imo li s B = kA umnozZak matrice A skalarom k, tada
elemente matrice B = (b;;) racunamo kao

bij = ka;j, zasvet,j.
Uoc¢imo, matrica B = kA je istoga tipa kao i matrica A.

Primjer 5.

Dana je matrica

24



3. Matrice 25

Tada je
5-4 5-1 20 5
5.2 5-5 10 25
A = 5-3  5-(=3) | 15 —15
5-(-2) 5-3 —-10 15

Umnozak matrice A skalarom —1, tj. matricu (—1)A oznacavamo krace
s —A.

Sada se razlika matrica A € My, @ B € M, istog tipa definira formu-
lom

A—B:= A+ (-1)B.

Primjer 6.

Dane su matrice

3 -1 5
A_<—1 2 4)’ B

|
7N
I o
—_

o D
o |
w
~~

Tada je
_ 3-2 —-1-6 5—(=3)\ _ (1 -7 38
A_B_<—1—(—1) 2-2  4-0 )‘(0 0 4)‘

Svojstva mnozenja matrice skalarom

Neka su A, B matrice istoga tipa, te neka su k,r € R. Tada vrijede
sljedeca svojstva:

(a) k(rA) = (kr)A (asocijativnost);
(b) kK(A+B)=kA+ kB, (k+r)A=kA+rA (distributivnost);
(c) 1A = A.

Mnozenje matrica

Za dane matrice A i B, njihov umnoZak AB definiramo ako su matrice A
i B ulancane, tj. ako je broj stupaca matrice A jednak broju redaka matrice
B.
Neka je
A= (aij) S an, B = (b”) S an.
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3. Matrice 26

Tada je umnozak C' = AB matrica C' = (c¢;j) € Mp,, Cije elemente racunamo
ovako:

n
Cij = Y igbrj = aibij + i + - + Qinbnj, 78 sve i, j.
k=1

Drugim rije¢ima, element ¢;; matrice C' na mjestu (4, j) dobije se kao zbroj
umnozaka elemenata i-tog retka matrice A i odgovarajuéih elemenata j-tog
stupca matrice B. Kazemo, ¢;; je umnozak i-tog retka matrice A i j-tog
stupca matrice B :

: : oo by e
C=AB= ;1 A2 ... Qin . . = o Gig

bn;

Uocimo da je u umnosku C' = AB broj redaka matrice C jednak broju redaka
matrice A, dok je broj stupaca matrice C' jednak broju stupaca matrice B.

Primjer 7.

Dane su matrice

1 3 -2
A:<§ _42 _13> B=| 0 -2 |, Cc=| 71
1 4 3

Matrica A je tipa (2, 3), a matrica B tipa (3, 2). Kako je broj stupaca ma-
trice A jednak broju redaka matrice B, to je umnozak AB dobro definiran,
i to je matrica tipa (2,2) koja ima ¢etiri elementa.

Element na mjestu (1, 1) umnoska AB racunamo tako da prvi redak matrice
A pomnozimo prvim stupcem matrice B.

Element na mjestu (1, 2) umnoska AB racunamo tako da prvi redak matrice
A pomnozimo drugim stupcem matrice B.

Element na mjestu (2, 1) umnoska AB ra¢unamo tako da drugi redak matrice
A pomnozimo prvim stupcem matrice B.

Element na mjestu (2, 2) umnoska AB ra¢unamo tako da drugi redak matrice
A pomnozimo drugim stupcem matrice B.

26



3. Matrice 27

b
w
Il
7N
SN

4 -3 >
0 -2
-2 1 1

_ <2-1+4-0—3.(—1)

(SN
w w
|

5:1—2-041-(—1)
(5 -4
— 4 23 )

Uoc¢imo da je ovdje i umnozak BA dobro definiran buduéi da matrica B
ima onoliko stupaca koliko matrica A ima redaka. Rezultat je matrica tipa
(3,3) koja ima isti broj redaka kao matrica B i isti broj stupaca kao i A.

13
BA = 0 -2 (g _42 _13)
-1 4
1-243-5  1-443-(=2) 1-(=3)+3-1
= 0:2-2-5 0-4-2-(=2) 0-(-3)—2-1

—1-244-5 —1-444-(=2) —1-(=3)+4

1
17 -2 0
= -10 4 =2
18 —-12 7

Umnozak AC takoder je dobro definiran, jer je broj stupaca matrice A
jednak broju redaka matrice C. Rezultat je matrica tipa (2,1).

-2

2 4 -3
AC‘<5—2 1) ;

B 2. (=2)+4-7-3-3\ _ 15
N 5-(-2)—2-7+1-3 )  \ —-21
Medutim umnozak C'A nije definiran buduéi da je broj stupaca matrice C

razli¢it od broja redaka matrice A.

Ovaj nam primjer pokazuje da mnozenje matrica opéenito nije komu-
tativno. Naime, moze se dogoditi da umnozak BA nije definiran ¢ak i u
slucéaju kad je umnozak AB mogué, ili su pak oba umnoska AB i BA dobro
definirana, ali AB # BA.

Ipak, mnozenje matrica ima neka dobra svojstva.
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3. Matrice 28

Svojstva matricnog mnozenja
Neka su A, B, C dane matrice. Tada vrijede sljedeca svojstva:

(a) (AB)C = A(BC) (asocijativnost);
(b) (A+ B)C = AC + BC, A(B+C)=AB + AC
(distributivnost mnozenja prema zbrajanju);
(c) AI =TA = A;
(d) (AB)T = BT AT,
kad god su ti umnosci definirani.

Potenciranje matrica

Potenciranje matrica definira se samo za kvadratne matrice, i to na
sljededi nacin.

Neka je A € M,, kvadratna matrica reda n.

Stavimo A% := 1, A := A.
Sada se definira A% := AA, A3 := A?A = AAA, itd. za k € N imamo

A=A AL
S——
k faktora

Primjer 8.

Dana je matrica

Tada je
(G-
w=aa=(03)(50)=(24)

3.3 Determinanta matrice

Pojam determinante definiramo samo za kvadratne matrice.

Neka je A = (a;;) kvadratna matrica reda n.
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3. Matrice 29

Determinanta matrice A je broj koji ozna¢avamo s detA ili s

ai; a2 ... Qin
a1 a2 ... Qa2p

. )
Apl Ap2 ... Qapn

a definira se na sljede¢i nacin.
Zan=1,
detA = |a11| = a11,
tj. determinanta prvog reda jednaka je svom jedinom elementu.
Zan =2,
air @12
a1  G22

detA = = ai1az2 — a12a21,

tj. determinanta drugog reda jednaka je razlici umnozaka elemenata na
glavnoj i sporednoj dijagonali.

Npr.

=7, -5 =-5;

2 3

‘ s ’_2-5—3-1—7,

CQSt sint | _ cos?t — sin®t = cos(2t).
sint cost

Rac¢unanje determinanti viSeg reda vrsi se rekurzivno. Naime, deter-
minanta treéeg reda definira se pomoc¢u determinanti drugog reda, deter-
minanta ¢etvrtog reda pomoc¢u determinanti treceg reda itd., determinanta
n-tog reda pomoc¢u determinanti (n — 1)-og reda. Pritom koristimo sljede¢u
metodu.

Laplaceov razvoj determinante
Neka je A = (a;;) € My,

Oznac¢imo s D;; determinantu matrice (n — 1)-og reda koju dobijemo
brisanjem i-tog retka i j-tog stupca matrice A; dakle retka i stupca na ¢ijem
se presjeku nalazi element a;;. Broj D;; nazivamo minorom elementa a;;.

Sada definiramo algebarski komplement ili kofaktor elementa a;;, u oznaci
Aij7 kao o
Ayj = (=1)" Dy
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3. Matrice 30

Primijetimo da je A;; = D;; ako je suma indeksa i + j paran broj, odnosno
A;; = —D;j u slucaju kad je i + j neparan broj.

Odaberemo zatim proizvoljan redak matrice A, te njenu determinantu
racunamo kao zbroj umnozaka elemenata toga retka s odgovarajué¢im alge-
barskim komplementima. Dakle,

detA = Zaiinj
7=1

= apndin +apdip+ -+ ainlin
(=) a1 Dy + (=1)"2a9Dig + - - + (=1)""a;, Din,

pri ¢emu ¢ € {1,...,n} biramo proizvoljno. (Naime, moze se pokazati da
vrijednost gornjeg izraza ne ovisi o izboru indeksa i.)
Kazemo da smo determinantu razvili po elementima i-tog retka.

Na taj nacin smo racunanje determinante n-tog reda sveli na racuna-
nje n determinanti D;1, Do, ..., D;y (n— 1)-og reda. Postupak nastavljamo
analogno, tj. sada svaku od tih n determinanti (n — 1)-og reda racunamo
pomocu n — 1 determinanti (n — 2)-og reda itd., snizavamo red determinanti
sve dok ne dodemo do determinanti drugog reda koje znamo rac¢unati. Ovaj
postupak moze biti dugotrajan; primjerice ve¢ za rac¢unanje determinanti
cetvrtog reda potrebno je izra¢unati Cetiri determinante reda tri, odnosno
4 -3 = 12 determinanti reda dva. Medutim, uo¢imo da pri razvoju determi-
nante po elementima i-tog retka, minore D;1, D;s, ..., D;, mnozimo redom s
elementima i-tog retka matrice A. Stoga je za razvijanje determinante dane
matrice najprikladnije odabrati onaj redak matrice A koji se sastoji od naj-
viSe nula, jer u tom sluc¢aju odgovaraju¢e minore nije potrebno rac¢unati.

Osim razvojem po elementima nekog retka, determinantu mozemo racu-
nati i razvojem po elementima proizvoljnog stupca. Dakle,

n
detA = Z aiinj
i=1
a1jArj +agjAgj + -+ anjAnj
(=)' ay;Dyj + (=1)*ag; Daj + - + (=1)"ay; Dy,
pri ¢emu j € {1,...,n} biramo proizvoljno.

Kazemo da smo determinantu razvili po elementima j-tog stupca.

Vrijednost determinante ne ovisi o izboru retka, odnosno stupca po kojem
determinantu razvijamo.
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Primjer 9.

Dana je matrica

1 3 -1
A= 0 2 2
-4 1 -2

(a) Izracunati sve njezine minore i algebarske komplemente.
(b) Izrac¢unati detA.

Rjesenje

(a) Matrica A je reda 3, pa ima 3-3 = 9 minora i isto toliko algebarskih
komplemenata.

Minora D1; je determinanta matrice drugog reda koju dobivamo brisa-
njem prvog retka i prvog stupca matrice A. Dakle,

2 2
D”_‘1 —2

‘:2.(—2)—2-1:—6.

Minora Dis dobije se iz polazne matrice brisanjem prvog retka i drugog
stupca
0 2

D12=‘ 4 _9

‘:0-(—2)—2-(—4):8;

minora Dj3 brisanjem prvog retka i treceg stupca

0o 2
Dlg—‘ R ‘_0-1—2-(—4)_8.
Sli¢cno ra¢unamo
3 -1 1 -1 1 3
Doy ‘ 1 _9 ‘——5, D22—‘ 4 9 ‘ 6, D23—’ 41 ’—13,
3 -1 1 -1 1 3
D3 ’2 9 ’—8, D3y = 0 92 ‘—2, D33—’0 2'—2

All =

(

(-1)

(=1)3Dyg = Dyg =38,
Aoy = (=1)*"1 Dy = —Doy =5,

(=1)*"2Dyy = Dgy = —6,

(=1
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Az = (=1)*"' D3y = D31 =38,

Azy = (=1)*" D3y = — D33 = -2,

Agy = (=1)*" D33 = D3z = 2.

(b) Vrijednost determinante mozemo izra¢unati razvojem po bilo kojem
retku, odnosno stupcu matrice A. Tako, npr. razvojem po prvom retku
imamo

detA = a1 411 + a10lio +a13413 =1+ (—6) +3- (—8) —1-8=-38,
ili razvojem po recimo drugom stupcu dobivamo takoder

detA = a19A12 + as9Aoss + azoAzs = 3+ (*8) +2- (*6) +1- (*2) = —38.

Primjer 10.

Izrac¢unati determinantu matrice

2 4 -6 9
0o 1 3 -1
A= o 0 2 2
0 4 1 =2

Rjesenje

Za racunanje determinante najprikladnije je odabrati redak, odnosno
stupac koji sadrzi najvise nula; dakle u nasem sluc¢aju to je prvi stupac.
Buduéi da prvi stupac sadrzi tri nule, to ¢e se racunanje determinante ove
matrice ¢etvrtog reda umjesto na cetiri determinante tre¢eg reda svesti na
jednu determinantu treéeg reda. Naime, razvojem po prvom stupcu imamo

detA = a11A11 + a1z + az1 Az + as1 A
= 2'A11—|—0-A21+0'A31—|—0'A41
= 2-Ap=2-(-1)""'Dy

1 3 -1
= 2|10 2 2

-4 1 -2
= (vidi primjer 9)
= 2-(-38) = -T6.

Za racunanje determinanti treceg reda koristimo i Sarrusovo pravilo, koje
se sastoji u sljede¢em.
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ail a2 ais
Determinanti | ae; a92 as3 | dopiSemo s desna prva dva stupca. Za-
azy asz2 ass
tim zbrojimo umnoske elemenata na glavnoj dijagonali i njoj paralelnim
pravcima, te od toga broja oduzmemo umnoske elemenata na sporednoj
dijagonali i njoj paralelnim pravcima:

ailp a2 ai3 | aix a2
21 Q22 (23 | G21 @22
azyr az2 a3z | asr as2
= a11022033 + (12023031 + 413021032 — 413022031 — (11023032 — (12021033.

Primjerice, za matricu iz primjera 9 imali bismo

1 3 -1 1 3 -1 1 3
0 2 2 (=0 2 2 0 2
-4 1 -2 -4 1 -2 -4 1

=1-2:(=2)+3-2-(=4)+(=1)-0-1—(=1)-2-(-4)—1-2:1-3-0-(-2)
= —38.

Vazno je zapamtiti da Sarrusovo pravilo smijemo primijeniti samo za
rac¢unanje determinanti matrica treceg reda.

Primjer 11.
Izra¢unati determinantu matrice
3 0 O 2
21 3 -1
A= 4 1 2 2
2 3 -1 2

Rjesenje
Determinantu dane matrice racunat ¢emo razvojem po prvom retku,
buduéi da taj redak sadrzi najvise nula.

detA = a11A11 + a12dl12 + a13Ai3 + a1aAis

a1 ()" Dyi+an(~)*2 Digtars(~ )2 Digt-ars(— 1) Dy
3. (_1)1+1D11+0_ (—1)1+2D12+0- (—1)1+3D13+2- (_1>1+4D14
= 3:-Din—2-Duy

1 3 -1 21 3
= 3|1 2 2 |=-2-14 1 2
3 -1 2 2 3 -1
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Primjenom Sarrusovog pravila imamo

1 3 —-1]1 3

1 2 2 1 2 =4418+14+6+2—-06=25,
3 -1 2 3 -1

21 3 2 1

4 1 2 4 1 =-244+36—-6—-12+44 =24,
23 -1|2 3

pa je
det A=3-25—2-24=27.

Osnovna svojstva determinanti

Kao sto smo veé ranije primijetili, postupak racunanja determinanti ma-
trica viseg reda opisanom metodom moze biti dugotrajan, prakticki cesto i
nemogué. Vidjeli smo da je pri Laplaceovom razvoju determinante pozeljno
birati onaj redak, odnosno stupac matrice, koji sadrzi najvise nula. Navest
¢emo sada osnovna svojstva determinanti, koja nam olakSavaju racunanje
determinanti, tj. pomod¢u kojih vr§imo transformacije nad retcima, odnosno
stupcima dane matrice s ciljem postizanja Sto veteg broja nula u nekom
retku, odnosno stupcu matrice.

(a) Ako matrica ima dva jednaka retka, odnosno stupca, onda je njezina
determinanta jednaka nuli.

(b) Zamgjenom dvaju redaka, odnosno stupaca matrice, njezina determi-
nanta mijenja predznak.

Npr.,
5 3 6 11
1 -3 2 |=(zamjenal.i3. retka)=—|1 -3 2 |,
4 6 11 2 5 3
5 3 2 3 5
1 —3 2 |=(zamjena2.i3. stupca)=—|1 2 =3
4 6 11 4 11 6

(¢) Determinanta se mnozi skalarom tako da se jedan njezin redak, odno-
sno stupac, pomnozi tim skalarom.
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Npr.,
-2 1 4 -2 3 4
3] 1 =5 =3 |=(2. stupac mnozimos3)=| 1 —15 -3
2 7 0 2 21 0

(d) Vrijednost determinante se ne mijenja ako nekom retku (stupcu)
matrice dodamo neki drugi redak (stupac) pomnozZen skalarom.

Npr.,

2 -1 4 2 -1 4

[ 1. redak pomnozens —2 \
4 -5 6= ( dodamo 2. retku ) =0 -3 -2
1 4 2 1 4 2

(e) Ako svaki element nekog retka, odnosno stupca matrice, prikaZemo
kao zbroj dvaju elemenata, onda je determinanta matrice jednaka zbroju
dviju odgovarajuéih determinanata.

Npr.,

5 -1 7 342 —5+4 641 3 -5 6 2 41
-4 2 3 |=| -4 2 3 |=| -4 2 3|+| -4 2 3
9 1 1 9 1 1 9 1 1 9 1 1

(f) Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosSku elemenata na
glavnoj dijagonali.

Npr.,
4 3 8 11
0 -5 6 -7
0 0 2 _5 =4-(-5)-2-3=-120.
0 0 0 3

(g) Transponiranjem matrice vrijednost determinante se ne mijenja:
detA = det A7

(h) (Binet-Cauchyjev teorem) Determinanta umnoska dviju matrica
jednaka je umnosku njihovih determinanata:

det(AB) = detA - detB.
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Primjer 12.

Izrac¢unati determinantu matrice

2 3 1 5
4 -2 0 =3
A= 1 4 3 10
-3 4 -2 1

Rjesenje

Dodamo 1i treéem retku matrice A prvi redak pomnozen s —3 dobit
¢emo nulu na mjestu (3, 3). Isto tako, dodamo li éetvrtom retku prvi redak
pomnozen s 2 dobit ¢emo nulu na mjestu (4, 3). Time se vrijednost determi-
nante neée promijeniti (svojstvo (d)). Treéi stupac tako dobivene matrice
imati ¢e tri nule, pa ¢emo determinantu racunati razvojem po elementima
toga stupca. Dakle,

2 3 1 5 2 3 1 5
4 -2 0 —3| (1. redak pomnozens -3\ (4 -2 0 -3
11 4 3 10| dodamo 3. retku /5 -5 0 -5
-3 4 -2 1 -3 4 -2 1
2 3 1 5
_ (1. redak pomnozens 2\ (4 -2 0 =3
- dodamo 4. retku 15 =5 0 -5
1 10 0 11
= (razvoj po elementima 3. stupca)
4 -2 -3 4 -2 -3
=1-(-)*3|5 -5 —5|=|5 -5 =5
1 10 11 1 10 11

Preostaje izracunati determinantu tre¢eg reda. Buduéi da su svi elementi
drugog retka djeljivi s 5, primjenom svojstva (c¢) imamo

4 -2 =3 4 -2 =3
5 =5 =9 = 5|1 -1 -1
1 10 11 1 10 11

Dodamo li sada drugom i tre¢em stupcu prvi stupac, imat ¢emo dvije nule u
drugom retku. Determinantu ¢emo izracunati razvojem po elementima toga
retka.
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37

4 -2 -3 4 2 =3
1 -1 —-1| = (1. stupac dodamo 2. stupcu)=| 1 0 —1
1 10 11 1 11 11
2 1
= (1. stupac dodamo 3. stupcu) =| 1 0
1 11 12
= (razvoj po elementima 2. retka)
= 1-(=1)%#! 21 =—(2-12—-1-11) = -13
11 12
Prema tome,
AT
=|5 =5 =5 |=5-(—13) = —65.
1 4 3 10 1 10 11
-3 4 -2 1

3.4 Inverz matrice

Neka je A € M,, kvadratna matrica reda n.

Kazemo da je matrica A regularna ako postoji matrica B reda n tako

da je
AB=BA=1,

gdje je I jedini¢na matrica reda n.

Matricu B tada zovemo inverznom matricom matrice A 1 oznacavamo

jus AL Dakle,
AA T = A"TA =T,

4=(03)

je regularna. Njezina inverzna matrica je

Npr., matrica

1 0)
A—1:<3
0 3
.. . 1 1 10
buduéi da je AA= = A7 A= 01 )
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3. Matrice 38

Inverzna matrica ne mora uvijek postojati. Medutim, ukoliko postoji,
ona je jednozna¢no odredena. Drugim rije¢ima, matrica moze imati najvise
jednu inverznu matricu.

Nadalje, ako za kvadratnu matricu A postoji matrica B sa svojstvom
AB = I, tada se moZe pokazati da vrijedi i BA = I. Takoder, ako za
kvadratnu matricu A postoji matrica B tako da je BA = I, slijedi AB = 1.

Prema tome, éim za kvadratnu matricu A postoji matrica B sa svojstvom
AB =1 ili BA =1, zakljucujemo da je A regularna matrica, te da je njezin
inverz A™t = B.

Za matricu koja nije regularna, kazemo da je singularna.

Takva je primjerice nul-matrica, jer je 0- B = B -0 = 0 # [ za svaku
kvadratnu matricu B istoga reda kao i 0.

Sljededi primjer pokazuje da nul-matrice nisu jedine singularne matrice.

Primjer 13.

Ispitati regularnost matrice
2 1
A= .
(¢ 3)
Kada bi A bila regularna matrica, tada bi postojala matrica

bi1 b2
B—
( ba1  boo >

sa svojstvom da je AB = BA = I. Dakle, vrijedilo bi

2 1 b11 b12 . 1 0
6 3 bo1  boo o 01 )

Odavde bismo mnozenjem matrica s lijeve strane gornje jednakosti dobili
2b11 + by 2b12 + bao . 1 0
6b11 + 3ba1  6b12 + 3boo o 0 1 ’

2b12 + boe =
6011 +3ba1 =
6b12 + 3byy =

Rjesenje

Slijedilo bi

_ o O =
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Sto je nemoguce za bilo koju vrijednost realnih brojeva by1, b2, ba1, beo. (Nai-
me, uo¢imo da mnozenjem prve jednadzbe gornjeg sustava s 3 dobijemo
6b11 + 3ba1 = 3, Sto je u suprotnosti s tre¢om jednadzbom.)

Prema tome, matrica B sa svojstvom AB = BA = I ne postoji, pa je A
singularna matrica.

Umjesto da postupamo kao u prethodnom primjeru, regularnost dane
matrice mozemo ispitati racunanjem njezine determinante. Jasno je da re-
gularne matrice imaju determinantu razli¢itu od nule. Naime, ako je matrica
A regularna, tada iz AA™! = I slijedi

1 = detI = det(AA™!) = (Binet-Cauchyjev teorem) = detA - det(A™1).

Stoga mora biti detA # 0.
Medutim, pokazuje se da vrijedi i obratno; ¢im je detA # 0 matrica A
je regularna.

Dakle, imamo sljede¢u karakterizaciju regularnosti matrice.

Kvadratna matrica A je reqularna ako i samo ako je detA # 0.

Uoc¢imo da je determinanta matrice A = > iz primjera 13 jed-

2 1
6 3
naka nuli, pa odmah zaklju¢ujemo da je A singularna matrica.

Racunanje inverzne matrice

Inverznu matricu regularne matrice ra¢unat ¢emo primjenom Cramero-
vog pravila.

Neka je dana matrica A = (a;j) € M,.

Kao i ranije, s D;; oznacit ¢emo minoru matrice A odredenu elementom
a;j. Takoder, A;; = (—1)itJ D;; je algebarski komplement elementa a;;.

Formiramo transponiranu matricu matrice (A4;;) algebarskih kompleme-
nata elemenata matrice A :

Ay Ay o A\
~ A21 A22 . AQn
A= ) . .

Anl An? o Ann

Matricu A zovemo adjunktom matrice A.

Pokazuje se da vrijedi

AA = AA = (detA)I.
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3. Matrice 40

Ako je matrica A regularna tada dijeljenjem gornjeg izraza s detA # 0

dobijemo ) .
A(detAA) - (detAA)A =1
pa je L
= detAA'
Primjer 14.

Nadi inverznu matricu matrice
31
A= .

Rac¢unanjem determinante dane matrice provjerit ¢emo da li je matrica
regularna.

Rjesenje

detA=3-2—-1-4=2.

Kako je detA # 0, matrica A je regularna.
Izracunajmo sada algebarske komplemente elemenata matrice A :
Ay = (-1)"Dy =12/ =2
A= (-1)"2Dyy = —|4| = —4
Aoy = (-1)*'Dyy = —[1| = -1
Age = (—=1)272Dgy = |3] = 3.
Adjunkta matrice A jednaka je

o (A Aw T2 N 2 4
-\ Ao Agp -1 3 “\ -4 3 )

Inverzna matrica matrice A glasi

1 - 1/ 2 -1 1 -1
A_l = A = — = 2 .
detA 2 < -4 3 ) ( -2 3 )

Na kraju provjerimo ispravnost rjeSenja. Dovoljno je izra¢unati jedan
od umnozaka AA~!, odnosno A~'A i usporediti ga s jediniénom matricom
I. (Prisjetimo se da iz AA~! = I slijedi A='A = I, i obrnuto, iz A™1A =1
slijedi AA=1 =1.)

w=(12) (L 7)-G 1)
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Primjer 15.

Naéi inverznu matricu matrice
3 1

A= 1 1 -1
5 2

Rjesenje

Najprije provjerimo regularnost dane matrice ra¢unanjem njezine deter-
minante. Buduéi da se radi o matrici treeg reda, determinantu mozemo
ra¢unati primjenom Sarrusovog pravila. Dakle,

31 2 3 1
detA=]11 -1|]1 1 =6-5+4—-10+6—-2=-1.
5 2 2 5 2

Kako je detA # 0, zaklju¢ujemo da je A regularna matrica.

Algebarski komplementi elemenata matrice A iznose redom

Al = (—1)1+1D11 = L -1 =24+2=4
2 2
1 -1
Ap = (—1)1+2D12 — P ‘ = _(2 + 5) = -7
Az = (—1)!*3Dy3 = Ly 53
1 2
Ay = (=1"TDn=|, [ |=-(2-4)=2
Agy = (—1)212Dygy = g 3 =6—10=—4
243 3 1
A23:(—1) D23: 5 92 :—(6—5) =—1
1 2
Agr = (=1"Dgr = | | ) ‘:—1—2=—3
3 2
ha = (072D = | F 2 [ = —a- )=
31
Azy = (=1)*" D33 = 11 ’23—122
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Adjunkta matrice A je

3 An A A\ 4 -7 =3\" 4 2 =3
A= AQl A22 A23 = 2 —4 -1 = -7 —4 5
Agy Az Ass -3 5 2 -3 -1 2
Tada je inverzna matrica
1 - 4 2 -3 -4 -2 3
A‘lzthA:—l -7 -4 5 |= 7 4 -5
¢ -3 -1 2 31 -2

Provjerimo ispravnost rjesenja.

3 1 2 -4 -2 3 100
AAT =11 1 —1 7 4 -5 ]|=1010
5 2 2 3 1 =2 0 01

Napomena

Opisanom metodom jednostavno je racunati inverznu matricu regular-
ne matrice drugog, odnosno treéeg reda, $to je za primjenu ¢esto dovoljno.
Medutim, za matrice viSeg reda ova metoda postaje komplicirana, prije svega
zbog rac¢unanja velikog broja determinanti. Stoga se tada koristi tzv. Ga-
ussov algoritam za racunanje inverzne matrice.

3.5 Rang matrice
Neka je A € M,,, matrica tipa (m,n).

Podmatricu matrice A dobivamo brisanjem nekoliko njenih redaka i/ili
nekoliko stupaca.

Npr., brisanjem prvog retka, te drugog, treceg i petog stupca stupca
matrice

-5 2 =31 0
0o -2 1 7 9
A= -5 0 0 4 —4
2 1 =75 3
dobije se podmatrica
0 7
-5 4 1,
2 5
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dok se brisanjem drugog i ¢etvrtog retka matrice A dobije podmatrica
-5 2 =31 0
-5 0 0 4 —4 )
Kazemo da matrica A ima rang r (r € N) ako medu kvadratnim podma-

tricama matrice A postoji barem jedna regularna podmatrica reda r, dok su
sve kvadratne podmatrice reda veéeg od r, ako postoje, singularne.

Tada pisemo r(A) = r, pri ¢emu smo s r(A) oznacili rang matrice A.
Za nul-matricu kazemo da je ranga nula.
Ocito je
0 <r(A) <min{m,n} (A€ Mp,).
Primjer 16.

Na¢i rang matrice

0 2 30
A= -5 0 1 0
0 00O

Rjesenje
A je matrica tipa (3,4), pa je njezin rang
r(A) < min{3,4} = 3.
Matrica A ima kvadratne podmatrice prvog, drugog reda i trec¢eg reda.

Medu kvadratnim podmatricama drugog reda postoji barem jedna regu-
larna; toc¢nije, to su podmatrice

(50) (59) (07)
pa je r(A) > 2.

Kvadratne podmatrice treceg reda su:

0 2 3 0 20 0 30 2 30
-5 0 1 |, -5 0 0 |, -5 10 |, 010
0 0 0 0 00 0 00 000

i sve su ocito singularne.

Zakljucujemo da je r(A) = 2.
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Primjer 17.

Na¢i rang matrice

023 O
A=10 01 0
0 00 -5

Rjesenje

A je matrica tipa (3,4), pa je njezin rang
r(A) < min{3,4} = 3.

Matrica A ima kvadratne podmatrice prvog, drugog i treceg reda.

Medu kvadratnim podmatricama treéeg reda postoji regularna; to je
23 0

01 0 , pa je r(A) = 3.

00 -5

Opisani na¢in ra¢unanja ranga matrice nije efikasan i obi¢no se ne koristi.
Postoji puno brza i jednostavnija metoda za odredivanje ranga matrice. Ona
se sastoji u tome da se izvodenjem odredenih transformacija nad retcima i/ili
stupcima dane matrice, a kojima se ne mijenja rang polazne matrice, dobije

nova matrica ¢iji je rang evidentan, i naravno, jednak rangu polazne matrice.
U tu svrhu uvodimo sljede¢u definiciju.

Za dvije matrice A, B € M,,, kazemo da su ekvivalentne, i piSemo
A ~ B, ako se jedna matrica moze dobiti iz druge konatnom primjenom
elementarnih transformacija, a to su:

(a) zamjena dvaju redaka (stupaca) matrice;

(b) mnozenje nekog retka (stupca) skalarom razli¢itim od nule;

(¢) dodavanje nekog retka (stupca) nekom drugom retku (stupcu).

Pokazuje se da ekvivalentne matrice imaju isti rang. Stovise, primjenom
elementarnih transformacija moguée je svaku matricu A € M,,,, A # 0,
svesti na njoj ekvivalentnu matricu D, € M,,, koja u gornjem lijevom kutu
ima jedini¢nu podmatricu reda r za neki 1 < r < min{m,n}, a ostali ele-
menti su joj nule; tj.
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1 00 0 0 0
010 00 0
D.=]1 000 10 0
0 00 0 0
000 .00 0

Ocito je
r(D,)=r zasve 1<7r <min{m,n}.
Matricu D, zovemo kanonskom matricom ranga 7.

Jasno je da izbor elementarnih transformacija koje vr§imo nad retcima,
odnosno stupcima matrice A da bismo je sveli na kanonski oblik nije jedno-
znacan. Medutim, vazno je napomenuti da krajnji rezultat, tj. kanonska
matrica D, do koje ovim transformacijama dolazimo, ne ovisi o tom izboru.

Prema tome, matrica A je ranga r ako i samo ako je ekvivalentna matrici
D,.

Posebno, ako je A € M,, kvadratna matrica reda n, tada je r(A) = n ako
i samo ako je A ekvivalentna matrici D,, = I. Tada kazemo da je A matrica
punog ranga.

Karakterizacija regularnosti kvadratne matrice, osim putem determi-
nante, moze se iskazati i u terminima ranga matrice.

Kvadratna matrica A reda n je reqularna ako i samo ako ima puni rang,
tj. 7(A) = n.
Primjer 18.

Na¢i rang matrice

3 2 —4 2
A= -5 5 8 —4
6 4 3 9

Rjesenje

Rang dane matrice odredit ¢emo primjenom elementarnih transformacija
nad njenim retcima, odnosno stupcima.

Dodamo li elementima prvog stupca matrice A elemente drugog stupca
dobit ¢emo nulu na mjestu (2,1). Dakle,
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3 2 —4 2 5 st 5 2 —4 2

B N . stupac N B
A= —5 5 8 -4 <dodamo 1. stupcu> 05 8 4
6 4 3 9 10 4 3 9

Sada elemente prvog stupca podijelimo s 5.

5 2 —4 2 12 -4 2
05 8 —4]~105 8 —4
104 3 9 24 3 9

Elemente prvog retka pomnozene s —2 dodamo tre¢em retku. Tako ¢emo
dobiti nule na mjestima (3,1) i (3,2).

1 2 -4 2 1 redak 5 5 1 2 -4 2
. redak pomnozen s —

05 8 — ~ < dodamo 3. retku > ~{05 8 —

2 4 3 9 00 11 5

Elemente prvog stupca pomnozene s —2 dodamo drugom stupcu, pomnoze-
ne s 4 tretem stupcu, te pomnozene s —2 cetvrtom stupcu. Na taj nacin
imat ¢emo u prvom retku sve nule osim na mjestu (1,1).

12 -4 2 L st B 5 10 -4 2
05 8 —4 N <.supacponfmozens—>N 05 8 —4
dodamo 2. stupcu
00 11 5 00 11 5
1 st B 4 10 0 2
. stupac pomnozen s
~ < dodamo 3. stupcu )N 058 —4
0011 5
1 st B 5 100 O
. stupac pomnozen s — B
~ < dodamo 4. stupcu > ~105 8 4
0011 5

Elemente drugog stupca podijelimo s 5.

10 0 O 10 0 O
058 —4|~101 8 —4
0011 5 0 011 5

Elemente drugog stupca pomnozene s —8 dodamo tre¢em stupcu, a pomno-
zene s 4 cetvrtom stupcu. Tako ¢emo dobiti nule na mjestima (2, 3) i (2,4).
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100 O - . 8 100 O
01 8 —4 N (.supacpomnozens )N 01 0 —4
dodamo 3. stupcu
0011 5 0011 5

9 st B 4 10 00

. stupac pomnozen S
~ < dodamo 4. stupcu )N I
00115

Elemente treceg stupca podijelimo s 11.
10 0 O 1000
01 0 0J~10100
0 0 11 5 0015

Dodamo li elemente treéeg stupca pomnozene s —5 cetvrtom stupcu dobit
¢emo nulu na mjestu (4, 1).

1000 3 3 5 1000
0100 N (.supacpomnozens— >N 0100
dodamo 4. stupcu
0015 0010
Rang matrice A je maksimalan i iznosi 3.
Primjer 19.
Na¢i rang matrice
1 2 =2
0 1 1
A= -3 -7 5
-1 -1 3
2 7 -1
Rjesenje
1 2 =2 1 2 =2
0 1 1 1 redak 3 5 0 1 1
. redak pomnozen s
—3 -7 5 ~ ( dodamo 3. retku )N 0 -1 -1
-1 -1 3 -1 -1 3
2 7 -1 2 7 -1
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1. redak
dodamo 4. retku

N O OO
|
—

1. redak pomnozen s —2
dodamo 5. retku
dodamo 3. stupcu

<1. stupac pomnozen s 2)

od 3. stupca
oduzmemo 2. stupac

2. redak
dodamo 3. retku

o O O o

N od 4. retka N
oduzmemo 2. redak

S wroro cooco~

N 2. redak pomnozen s —3 N
dodamo 5. retku
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N <1. stupac pomnozen s —2> - (
dodamo 2. stupcu

1

0

0

0

0

O O O O

OO OO

— —~ W OO PO ooco oo
SO O O

o O O O O

oo o, O SN~ —

o O O OO

o O O O O



3. Matrice 49

Zakljuéujemo da je r(A) = 2.

3.6 Sustavi linearnih jednadzbi

Sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica opcéenito zapisujemo ovako:

annxy + apre + - A+ awT, = b
a1 T+ axrs + -+ + agpr, = by
am1T1 + amaT2 + 0+ QmpTn, = bm

Realni brojevi a;; zovu se koeficijenti sustava, realni brojevi b; slobodni
clanovi, a x; nepoznanice sustava.

Ako su svi slobodni ¢lanovi b; jednaki nuli, kazemo da je sustav homogen.
Ako je barem jedan od slobodnih ¢lanova b; razlicit od nule, sustav je
nehomogen.

Rjesenje sustava je svaka uredena n-torka (xi,...,x,) realnih brojeva
koja uvrstena u sustav identicki zadovoljava sve njegove jednadzbe.

Primjer 20.

Sustav
r + 2y =9
20 — 3y = 4

dviju jednadzbi s dvije nepoznanice (koje smo ovdje oznacili s = i y) ima
jedinstveno rjesenje. To je uredeni par (z,y) = (5,2).

Geometrijski gledano, x+2y = 9 i 2z — 3y = 4 su jednadzbe dvaju pravaca u
ravnini. Rijesiti dani sustav znaci naéi presjek ovih dvaju pravaca. Rjesenje
sustava je jedinstveno, Sto nam govori da se pravci sijeku u jednoj tocki.

Sustav
z + 3y =1
2r + 6y =2

ima beskona¢no mnogo rjesenja. Naime, druga jednadzba dobije se mnoze-
njem prve jednadzbe brojem 2. Stoga se rjeSavanje ovog sustava svodi na
rjeSavanje njegove prve jednadzbe. Jasno je da za nepoznanicu y mozemo
uzeti bilo koji realan broj ¢, a zatim x izraziti preko ¢. Dakle, rjeSenje sustava
zapisujemo u parametarskom obliku

y =1

v o= 1_3° te R
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Geometrijski gledano, ovim je sustavom zapravo dana jednadzba jednog
pravca u ravnini i njegovo rjeSenje ¢ine sve tocke tog pravca.
Sustav
or — 2y =1
Sr — 2y =7
o¢ito nema rjesenja. Geometrijski gledano, ovim su sustavom dane jed-
nadzbe dvaju pravaca u ravnini koji se ne sijeku.

Opcenito, dva pravca u ravnini mogu se sjeéi u jednoj tocki, mogu se
podudarati ili se ne sijeku. Prema tome, sustav dviju jednadzbi s dvije
nepoznanice moze imati jedinstveno rjesenje, moze imati beskona¢no mnogo
rjeSenja ili uopée nema rjeSenja. Interesantno je da ovaj zakljucak vrijedi i
za, sustav proizvoljnog broja jednadzbi i nepoznanica.

Sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica moze imati jedinstveno
rjesenje, moze imati beskonacno mnogo rjesenja ili nema niti jedno rjesenje.

Zanima nas kako odrediti je li dani sustav rjesiv ili nije, te ukoliko je
sustav rjesiv je li njegovo rjeSenje jedinstveno. Da bismo na to odgovorili,
prikladno je sustav zapisati u matricnom obliku. Preciznije, svakom sustavu
pridruzujemo sljedec¢e matrice:

ail ai19 . QA1n

asi a9 e aon
A= (aij) =

Aml Am2 ... Qmn

koju zovemo matricom koeficijenata sustava, te zatim dvije matrice koje
imaju samo jedan stupac,

z1

T2

Tn
koju zovemo wektorom mepoznanica, te
by
by
b= .
bm,

koju nagzivamo vektorom slobodnih c¢lanova, odnosno desnom stranom sus-
tava.
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3. Matrice 51

Sada se sustav zapisuje u obliku matri¢ne jednadzbe

Ax = b.

Uz sustav vezemo jo§ jednu matricu koju dobijemo tako da matrici koefi-
cijenata sustava dopiSemo jo$ jedan stupac koji ¢ine slobodni ¢lanovi sustava:

ail aip ... Qip - bl

. a1 a2 ... a2, bo

A, =(A:b) = . ‘ ' ' .
Amli Om2 --- Gmn - bm

Matricu A, zovemo prosirenom matricom sustava.

Uocimo da je rang matrice A, ili jednak ili za jedan veci od ranga matrice
A. Usporedbom ranga ovih dviju matrica, mozemo saznati je li sustav rjesiv
ili nije, te ako rjesenje postoji je li ono jednoznaéno odredeno. O tome govori
sljededi teorem.

Teorem (Kronecker-Capelli)

Sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica ima rjeSenje ako i samo
ako matrica koeficijenata tog sustava i njegova prosirena matrica imaju isti
rang, tj. ako vrijedi

r(A) = r(4p).
Pritom, ako je
(a) 7(A) =r(Ap) = n, sustav ima jedinstveno rjesenje;
(b) r(A) =r(Ap) < n, sustav ima beskonacno mnogo rjesenja.

Ako je sustav linearnih jednadzbi homogen, tada se posljednji stupac
matrice A, sastoji od samih nula, pa je stoga r(A) = r(A4,). Prema tome,
homogeni sustav je uvijek rijesiv. Jedno rjesenje tog sustava je

(0,0,...,0)

(tj. #1 = x9 = -+ =z, = 0) koje nazivamo trivijalnim rjeenjem.

Pomoc¢u Kronecker-Capellijevog teorema mozemo odrediti kada homogen
sustav ima samo trivijalno rjesenje, a kada beskonatno mnogo rjesenja.
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3. Matrice 52

Homogeni sustav ima
(a) samo trivijalno rjesenje ako i samo ako je r(A) = n;
(b) beskonaéno mnogo rjeSenja ako i samo ako je r(A) < n.

Ako homogeni sustav ima isti broj jednadzbi i nepoznanica, tada se,
osim pomocu ranga, struktura skupa rjeSenja sustava moze odrediti pomocu
determinante (kvadratne) matrice koeficijenata toga sustava. Naime,

r(A) =n < A je regularna matrica < detA # 0.

Prema tome, vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem (Rouche)

Homogeni sustav u kojem se broj jednadzbi podudara s brojem mepoznanica
ma

(a) samo trivijalno rjesenje ako i samo ako je detA # 0

(b) beskonacéno mnogo rjesenja ako i samo ako je detA = 0.

Primjer 21.

Promotrimo homogeni sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice:

1 — 32 + 3 = 0
dr1 4+ 1wz — 223 = 0.
—2r1 4+ x93 + 3x3 = 0

Racunanjem determinante matrice koeficijenata toga sustava

mozemo utvrditi ima li ovaj sustav netrivijalnih rjesenja.
Primjenom Sarrusovog pravila ra¢unamo

1 -3 1 1 -3
detA=| 4 1 -2 4 1 =3-12+4+2+2+36=35.
-2 1 3 -2 1

Kako je detA # 0, ovaj sustav ima samo trivijalno rjesenje

x1:x2:x3:0.
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3. Matrice 53

3.7 Gaussova metoda eliminacije

Kao $to smo vidjeli, pomoé¢u Kronecker-Capellijevog teorema mozemo pro-
vjeriti je li dani sustav linearnih jednadzbi rjesiv ili nije. Takoder, ako
rjeSenje postoji, mozemo utvrditi je li ono jedinstveno.

Medutim, ovaj nam teorem ne daje algoritam pomoc¢u kojeg bismo, u
sluc¢aju da je sustav rjesSiv, pronasli sva njegova rjeSenja.

Gaussovom metodom eliminacije moze se ustanoviti je li dani sustav li-
nearnih jednadzbi rjeSiv ili nije. Ako je sustav rjesiv, mogu se pronaéi sva
njegova rjesenja.

Postupak se sastoji u sljede¢em.

Neka je zadan sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica

annry + aprs + o +  apr, = b
ao1x1 + agrs + - 4+ agpr, = bo
Am1x1 + Gm2T2 + 0+ AmpTn = bm

Ovaj sustav zamijenit ¢emo s ekvivalentnim sustavom, tj. sustavom koji
ima ista rjeSenja kao i polazni, a kojeg je pak moguce rijesiti na jednostavan
nacin.

Pretpostavimo da matrica A = (a;;) koeficijenata sustava ima rang r,
tj'?

r(A) =r.

Tada se elementarnim transformacijama nad retcima prosirene matrice sus-
tava A,, te eventualnim zamjenama mjesta prvih n stupaca, sto odgovara
prenumeraciji nepoznanica u sustavu, matrica A, prevodi na njoj ekviva-
lentnu matricu

1 00 00 aj,yq -.. af, @ Y
010 0 0 dhypypy ... dby, i by
!/ .
A,=100 0 0 1 ahpyq .. dby P U
000 ..00 0 ... 0 : b,
00 0 00 0 0 v,
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Ovoj matrici odgovara sustav

! / /

x1 + a1, T4 + 0 ATy = b0y
/ ! /

T2 + Ay, 1 Trp1 + o a9, T = 0y

/ ! /

Tr  + Appy1Tr+1 + o AT = b’r

0O-2y +0-29 + -+ + 0.2 + 0-2p41 + -+ + 0-2, = ;ﬂ+1

O-2¢1 +0-29 + - +0-2, + O0-2p49 + -+ + 02, = b’m

koji ima ista rjesenja kao i polazni sustav.

Pritom, ako je barem jedan od slobodnih ¢lanova ¥/, 1, ..., by, razlicit od
nule, tada sustav nema rjesenja. (Uocimo da je tada r(A4,) =r+1>r =
r(A4).)

Ako je b, ; = --- =1}, = 0, tada su posljednjih m —r jednadzbi sustava
trivijalni identiteti, pa se sustav reducira na sustav od r jednadzbi

/ /! /

Ty + aj, 1Ty + 0+ AT = by
/ !/ /

T2 + Gy T + o Ayt = by

!/ / /

Ty —+ aTT+1$T+1 + e 4+ arn:[;n = bT

Pritom je r(A,) = r = r(A). U tom slucaju sustav je rjesiv. Naime, svaka od
prvih r nepoznanica x1, ..., x, moze se izraziti pomocéu preostalih k =n —1r
nepoznanica Ty4i,...,T,. Lo znaci da za nepoznanice x,41, ..., T, MOZEMO
birati proizvoljne realne brojeve,

Tr41 = b4
Try2 = U2
In = tk
(t1,...,tx € R), te zatim x1, ..., x, izraziti pomoéu tq, ..., tx, tj.
/ / /
1 = by —ay gt = = agly
/ / !/
T2 = by —ag, gt =~ ayly
/ / /
T = bp—ap, gt — = appt
Brojeve t1,...,t; zovemo slobodnim parametrima.
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3. Matrice 55

Primijetimo da u sluc¢aju n = r = r(A) = r(A,) sustav nema slobodnih
parametara (jer je k =n —r = 0), tj. rjeSenje danog sustava je jedinstveno
i glasi

rT = bll
Tro = bIQ
x, = b,

Ako je n > r =r(A) =r(Ap), tada sustav ima beskona¢no mnogo rjeSenja.
RjeSenje sustava dano je u parametarskom obliku, pri ¢emu broj slobodnih
parametara iznosi k =n — 7.

Primjer 22.

Rijesiti nehomogeni sustav linearnih jednadzbi:

I — 41'2 — 5333 = 1
2c1 + 32 4+ x3 =
—3z1 + 109y + Tz3 = -9°
—x1 4+ Txeg + 3x3 = —6

Rjesenje

Koristeéi Gaussovu metodu eliminacije ispitat ¢emo je li dani sustav li-
nearnih jednadzbi rjesiv, te ako jest pronaci sva njegova rjeSenja. ProSirena
matrica ovog sustava je

2 3 1 2
-3 10 7 -9
-1 7 3 —6

Nad retcima ove matrice vr§imo elementarne transformacije s ciljem svodenja
matrice na njoj ekvivalentnu matricu, kojoj odgovara sustav koji ima ista
rjeSenja kao i polazni, a jednostavno ga je rijesiti.

Kako je element matrice na mjestu (1, 1) razlicit od nule, pomoéu ele-
mentarnih transformacija nad retcima ove matrice mogucée je posti¢i da u
prvom stupcu imamo sve nule osim na mjestu (1,1). To éemo uéiniti na
sljede¢i nacin. Elemente prvog retka samo prepiSemo. Zatim elementima
drugog retka dodamo elemente prvog retka prethodno pomnozene s —2.
Tako ¢emo dobiti nulu na mjestu (2, 1). Nakon toga elementima treceg retka
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3. Matrice 56

dodamo elemente prvog retka pomnozene s 3. Sada ¢emo i na mjestu (3,1)
imati nulu. Da bismo dobili nulu na mjestu (4,1) dovoljno je elementima
cetvrtog retka dodati elemente prvog retka. Prema tome,

1 -4 —5: 1 1 -4 —5: 1
2 3 1: 2 N<1. 1"edakpomnoZens—2>N 0 11 11: 0

dodamo 2. retku

-3 10 7 :-9 -3 10 7 :-9
-1 7 3:-6 -1 7 3:-6
1 -4 =5: 1

N<1. redakpomnoiensS)N 0 11 11: 0

dodamo 3. retku

0 -2 —8: -6
1 7 3:-6
1 -4 —5: 1
N<1. redak dodamo)N 0 11 11: 0
3. retku 0 -2 8 —6
0 3 —2:-5

Podijelimo elemente drugog retka s 11, te elemente treceg retka s —2.

1 -4 =5: 1 1 -4 =5: 1
0 11 11: 0 o1 1 : 0
0 —2 —8: —6 0 1 4:3
0 3 —2:-5 0 3 —-2:-5

U dobivenoj matrici je element na mjestu (2,2) razli¢it od nule. To nam
omoguc¢uje da pomoc¢u elementarnih transformacija nad retcima ove matrice
u drugom stupcu dobijemo sve nule osim na mjestu (2,2). Ovoga puta drugi
redak prepisujemo. Zatim elementima prvog retka dodamo elemente drugog
retka pomnozene s 4. Tako ¢emo na mjestu (1, 2) dobiti nulu. Nulu na mjestu
(3,2) dobit ¢emo tako da od elemenata treéeg retka oduzmemo elemente
drugog retka. Dodamo li elementima cetvrtog retka elemente drugog retka
pomnozene s —3, dobit ¢éemo nulu i na mjestu (4, 2).
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1 -4 —=5: 1 1 0—-1:1
01 1:0 <2. redak pomnoZens4> 01 1 0
01 4°: 3 dodamo 1. retku 01 4°: 3
0 3 —-2:-5 0 3 -2:-5

10 —-1:1

< od 3. retka > 01 1:0

oduzmemo 2. redak 00 3 3

0 3 —-2:-5
10-1:1

2. redak pomnozen s —3 01 1:0
dodamo 4. retku 00 3: 3

00 -5:-5

Elemente treéeg retka podijelimo s 3, a elemente cetvrtog retka s —5.

10 -1:1 10 -1:1
01150N01150
00 3: 3 00 1:1
00 —5:-5 00 1:1

Uoc¢imo da je u dobivenoj matrici element na mjestu (3, 3) razli¢it od nule.
Stoga 1 u tretem stupcu mozemo dobiti sve nule osim na mjestu (3,3).
To ¢emo posti¢i tako da elemente treceg retka samo prepiSemo, elemen-
tima prvog retka dodamo elemente tre¢eg retka, od elemenata drugog retka
oduzmemo elemente treceg retka, te konacno od elemenata Cetvrtog retka
oduzmemo elemente treéeg retka.
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10-1:1 100:2
01150N< 3. redak >N01120
00 1 :1 dodamo 1. retku 001:1
00 1 :1 001:1

100: 2

N( od 2. retka )N 010: -1

oduzmemo 3. redak 00 1: 1

001: 1

100 2

N( od 4. retka )N 010: -1

oduzmemo 3. redak 001 1

000 0

Cetvrti redak se sastoji iz samih nula, pa ga mozemo ispustiti. Dakle, dobili
smo matricu

100 : 2
010 : —1
00 1 : 1

Primijetimo da je rang matrice koeficijenata ovog sustava jednak rangu
prosirene matrice sustava i u nasem slucaju iznosi tri, pa sustav ima rjeSenje.
Kako se taj broj podudara s brojem nepoznanica sustava, ovaj sustav ima
jedinstveno rjesenje. Iz dobivene matrice lako o¢itamo da je rjeSenje sustava

i) :2, CL‘QZ—l, 1‘3:1.

Primjer 23.

Rijesiti homogeni sustav linearnih jednadzbi:

Il
o

I — T2 — 21‘3
41 4+ 3x9 + a3
Tx1 + Txo 4+ 4dzz3 = 0

I
o
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Rjesenje

Koriste¢i Gaussovu metodu eliminacije odredit ¢emo sva rjeSenja ovog
homogenog sustava. Primjenjujuéi elementarne transformacije samo nad
retcima proSirene matrice sustava, svodimo sustav na njemu ekvivalentni
¢ija rjeSenja mozemo neposredno ocitati.

Prosirena matrica sustava glasi

1 -1 =2 : 0
4 3 1 :0
7 7 4 0

Uoc¢imo da je element na mjestu (1,1) razlicit od nule. Stoga vrseéi ele-
mentarne transformacije nad retcima ove matrice mozemo postié¢i da su svi
elementi prvog stupca, osim onog na mjestu (1,1), jednaki nuli. Prvi re-
dak matrice prepiSemo. Dodamo li zatim elementima drugog retka elemente
prvog retka pomnozene s —4, dobit ¢emo nulu na mjestu (2,1). Isto tako,
ako elementima treceg retka dodamo elemente prvog retka pomnozene s —7,
dobit ¢emo nulu na mjestu (3,1).

1 -1 —2:0 1 -1 =2:0
. 1. redak pomnozen s —4
4 3 1:0 dodamo 2. retku 0 7 9 :0
77 4 :0 T T 4 :0
1 -1 =2:0
- 1. redak pomnozen s —7 - .
dodamo 3. retku 0 7 9 :0
0 14 18:0

Kako je u tako dobivenoj matrici element na mjestu (2, 2) razli¢it od nule,
mozemo pomocu elementarnih transformacija nad retcima posti¢i da i u
drugom stupcu imamo sve nule, osim na mjestu (2,2). Ovoga puta elemente
drugog retka prepisujemo. Dodamo li elemente drugog retka elementima
prvog retka koje smo prethodno pomnozili sa 7, dobit ¢emo nulu na mjestu
(1,2). Zatim ¢emo elementima treeg retka dodati elemente drugog retka
pomnozene s —2 i time dobiti nulu na mjestu (3, 2).
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1 -1 -2:0 70 -5:0
1. retku pomnozenom sa 7

0 7 9 :0 ~ < dodamo 2. redak >N 0 7 9 :0
0 14 18 :0 0 14 18 :0
70 —5:0

2. redak pomnozen s —2 .
dodamo 3. retku 07 9 :0

00 0:0

Kako je element na mjestu (3,3) jednak nuli, a matrica ima tri retka, pos-
tupak je zavrSen. Buduéi da se treéi redak sastoji od samih nula, mozemo
ga ispustiti. Dakle, preostaje nam da iz matrice

70 =5 : 0
07 9 :0

oCitamo rjeSenje sustava.

Najprije primijetimo da je r = r(A) = r(A,) = 2, a broj nepoznanica
n = 3. Stoga ovaj sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja. Pritom je broj
slobodnih parametara jednak k=n—r=3-2=1.

Prvom retku matrice odgovara jednadzba

71‘1 — 51‘3 = 0,
a drugom retku jednadzba
Txo + 9x3 = 0.

Ako za slobodni parametar stavimo x3 = t, (¢t € R), tada se nepoznanice 1
i 9 mogu izraziti preko parametra t. Stoga je rjeSenje sustava

x|, = gt
o7
9
Tr9g = —=t (tER).
7
ry = t
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Primjer 24.

Rijesiti nehomogeni sustav linearnih jednadzbi:

201 4+ 320 — x3 + x4 = 2
3r1 + 2x9 — 3x3 = 4.
51 4+ bdxo — 4dx3 + x4 = 3

Rjesenje

Ovom sustavu odgovara prosirena matrica sustava

2 3 -1 1 : 2
32 -3 0 : 4
5 5 —4 1 : 3

Kako je element na mjestu (1, 1) razli¢it od nule, pomocu elementarnih tran-
sformacija nad retcima ove matrice mozemo postiéi da i na mjestima (2, 1)
i(3,1) imamo nule. Elemente prvog retka prepisemo. Da bismo dobili nulu
na mjestu (2,1), elementima drugog retka pomnozenima s —2 dodat ¢emo
elemente prvog retka pomnozene s 3. Zatim ¢emo elementima treéeg retka
pomnozenima s —2 dodati elemente prvog retka pomnozene s 5 i time dobiti
nulu na mjestu (3,1).

3 2 -3 (0:4 dodamo 2. retku
pomnozenom s —2

2 3-11:2 <1. redakpomnoiens3> 2 3-11:2
5 5 -4 1:3 55 -4 1:3

dodamo 3. retku 05 3 3:-9
pomnozenom s —2 )
05 3 3: 4

<1. redakpomnoiensiﬁ) 2 3-11: 2

Ako sada od elemenata treceg retka oduzmemo elemente drugog retka, ima-

2 3 -1 1: 2 2 3 -1 1: 2
053 3:-2|~]05 3 3: -2
053 3: 4 000 0: 6

Uoc¢imo da tre¢em retku ove matrice odgovara linearna jednadzba

0-214+0-2204+0-234+0 24 =6,
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koja nema rjeSenja, pa stoga ovaj sustav nije rjesiv. (Primijetimo da je

r(A) =2#3=r(4).)

Primjer 25.

Rijesiti nehomogeni sustav linearnih jednadzbi:

201 — x93 — bxg + = = b
41 + x9 — Txg — Tzxy = 1
3rv1 + 29 — bxg — 6xy = 0
201 + x0 — 33 — dry = -1

Rjesenje

2 -1 -5 1:5

4 1 -7 —7° 1 ( (1. redak x(—2)+ 2. redak)— 2. redak )
' ~ | (1. redak x3+ 3. redak x(—2))— 3. redak

3 : (4. redak — 1. redak)— 4. redak

2

2 -1 -5 1:5

o 2. redak/3
0 3 3 909 ~<3. redak /(—5))
0 -5 =5 15 : 15 4. redak /2
0

2 2 —6:-6

(1. redak + 2. redak)— 1. redak
(3. redak — 2. redak)— 3. redak
(4. redak — 2. redak)— 4. redak

2 0 -4 —-2: 2

L0t 33 ~ (1. redak /2)
000 O0:0
000 O0:0
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1 0-2 —1:1
Jo1r 1 -3:-3
000 0:0
000 0:0

Uocimo da je r = r(A) = r(A4,) = 2, pa zaklju¢ujemo da je sustav rjesiv.
Kako je broj nepoznanica n = 4, sustav ima beskonac¢no mnogo rjesenja;

broj slobodnih parametara je k =n —r = 2.
Iz dobivene matrice ocitamo

Ty — 23 — x4 = 1
ro + X3 — 3xy = -3
Stavimo
r3 = t
g = s (t,seR)’
pa je
ry = 2t+s+1
r9g = —t+35—3 '
Primjer 26.

Rijesiti nehomogeni sustav linearnih jednadzbi:

Ty — 4r9 + 223 = 2
207 — 8xy + 3x3 = -—1.
5¢1 + 4dxo 4+ 2x3 = —6
Rjesenje
1 —4 2: 2

. [ (1. redak x(—2)+ 2. redak)— 2. redak
2 =8 3 :-1 (1. redak x(—5)+ 3. redak)— 3. redak

5 4 2:-6
1 -4 2 1 2
~lo 0 —-1: -5 N(
0 24 -8 :-16
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0 3 —-1:-2

Bududi da je element na mjestu (2,2) jednak nuli, te da u drugom stupcu
matrice ispod tog elementa postoji element koji je razli¢it od nule (to je
element 3 na mjestu (3,2)), zamijenit ¢emo drugi i treéi redak matrice.

1 -4 2 @2 1 -4 2 @2
0 0 1 5 |~ (ramjena2.i3. retka)~ | 3 _71 ! _9
0 3 —1:-2 0 0 1 :5

~ ((1.redak x3+ 2. redak x4)— 1. redak)

D=2
1: -2

redak x(—2)+ 1. redak)— 1. redak

(3.
~ ( (2. redak + 3. redak)— 2. redak )

0:—12
. 1. redak/3
~ 0 : “’(2. redak/3>
1 5
1 00:—4
~10 1 0:1
001:5
Zaklju¢ujemo da sustav ima jedinstveno rjesenje
r1=—4, x2=1, x3=0>.
Primjer 27.
Rijesiti nehomogeni sustav linearnih jednadzbi:
T + 3z + 223 — x4 + xm; = 2
—2x1 + 220 + 33 — bSry — 3x5 = 5.

501 + Txes + 3x3 + 2x4 + 6x5 = 4
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Rjesenje

N < (1. redak x2+ 2. redak)— 2. redak
(

2
-2 2 3 =5 -3:5 1. redak x(—5)+ 3. redak)— 3. redak
14

13 2 -1 1 :2
~lo 8 7 -7 -1:9

0 -8 -7 7 1 :-6
~( (2. redak + 3. redak)— 3. redak)

132 -1 1 :2
~l0 8 7 -7 —1:9
000 O 0 :3

Zadnjem retku dobivene matrice odgovara jednadzba
O0-214+0-294+0-234+0-24+0-25=23

koja nema rjeSenja, pa stoga ovaj sustav nije rjesiv.
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4 Funkcije

4.1 Pojam funkcije

Neka su A i B dva neprazna skupa.
Funkcija ili preslikavanje sa skupa A u skup B je pravilo (propis) f po
kojem svakom elementu x € A pridruzujemo to¢no jedan element y € B.
Ako

Slika 10: f: A— B

Element y € B koji je funkcijom f pridruzen elementu x € A zovemo
slikom elementa x ili vrijednoscéu funkcije f na elementu x.

Pisemo f : z — y, odnosno y = f(z).
Kazemo da je x original ili praslika od f(x).

Skup A zove se podrucje definicije ili domena preslikavanja f, a skup B
podrucje vrijednosti ili kodomena preslikavanja f.

Za domenu funkcije f koristimo oznaku D(f).

Prema tome, svaka je funkcija zadana svojom domenom, kodomenom i
pravilom po kojem svakom elementu domene pridruzujemo jedinstveni ele-
ment kodomene.

Za dvije funkcije f : A — Big: C — D kazemo da su jednake (i pisemo
f=g) akoje A=C, B=Di f(z) = g(z) zasve z € A.
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Primjer 1.
@ f : 5 ®) A f B
© r 5 @ A f B

Slika 11: Dijagramima (a) i (c¢) nije dobro zadano f : A — B; dijagramima
(b) i (d) je dobro zadano f: A — B.

Dijagramima (a) i (c) nije dobro definirano preslikavanje sa skupa A u skup
B, dok je dijagramima (b) i (d) dobro zadano preslikavanje f sa skupa A u
B.

Nadalje, za danu funkciju f : A — B i podskup A’ skupa A definiramo
sliku podskupa A’ kao skup

fA) ={f(z) |z € A'}.

Uocimo f(A") C B.
Posebno, skup f(A) = {f(z) | z € A} zovemo slikom funkcije f. Za skup
f(A) koristi se i oznaka Im(f).

Uz funkciju f : A — B i podskup A’ skupa A usko je povezana i funkcija
g : A” — B definirana ovako:

g(z) = f(x) zasve z € A
Tako definiranu funkciju g zovemo restrikcijom ili suZenjem funkcije f na

A’ i oznacavamo jus g = f|ar.
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Dakle, domena funkcije f|a je skup A’ i na tom je skupu funkcija f|a
zadana istim pravilom kao i funkcija f.

Primjer 2.
Neka je A = {a,b,c}, B=1{2,5,7,8} i A" = {b,c}. Neka je f: A — B

funkcija zadana sljede¢im pravilom:
fla) =5, fb)=T7, [flc)=T.
Tada vrijedi:
(a) Im(f) ={f(a), f(b), f(c)} = {5, 7}
(b) f(A") ={f(b), f(c)} ={T}
(¢) flar: A" — B je restrikcija funkcije f na skup A’ definirana s
fla®) =f(b) =7, fla(c)=flc)=T;

(d) funkcije f i f|as nisu jednake buduéi da su im domene razlicite.

Surjektivna, injektivna i bijektivna preslikavanja
Kazemo da je preslikavanje f : A — B surjektivno ili surjekcija ako je
Im(f) = B, tj. ako za svaki y € B postoji € A sa svojstvom f(z) =y.

Preslikavanje f : A — B je injektivno ili injekcija ako razliGite elementa
skupa A preslikava u razlicite elementa skupa B, tj. ako iz z,2’ € A, v # 2/,
slijedi f(x) # f(a).

Preslikavanje f : A — B je bijektivno ili bijekcija ako je f injektivno i
surjektivno preslikavanje.

Primjer 3.

(a)

Slika 12: f: A — B

f + A — B nije niti surjekcija niti injekcija.
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(b)
A f B
Slika 13: f: A— B
frA=
(c)
A f B
Slika 14: f: A— B
frA=
(d)

Slika 15: f: A— B

f A — B je bijekcija.
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Primjer 4.
Neka je A = {-3,0,1,5}, B = {-2,1,4} i A’ = {-3,0,1}. Neka je
f + A — B funkcija zadana sljede¢im pravilom:

f(=3)=4, f(O)=1, fQ)=-2, f(5)=1
Tada vrijedi:
(a) funkcija f je surjekcija, jer je Im(f) = B;
(b) funkcija f nije injekcija, jer je f(0) = f(5);
(c) funkcija f|ar : A" — B je bijekcija.

Kompozicija funkcija
Neka su A, B i C neprazni skupovi, te neka su dane funkcije f : A - B
ig:B— C. Kompozicija funkcija f i g je funkcija go f : A — C definirana
s
(9o f)(x) =g(f(x)) zasvexe A

Za komnaoziciin funkeiia nnotrebliava se i termin sloZena funkcija.

Slika 16: Kompozicija funkcija f i g

Lako se pokaze da je kompozicija funkcija asocijativna operacija, tj. da
za funkcije f: A—> B, g: B— Cih:C — D vrijedi

(hog)of=ho(gof)

Medutim, kompozicija funkcija nije komutativna operacija. Naime, ako je
g o f dobro definirana funkcija, to ne znaci da je i f o g dobro definirana.
Stovise, i u slucaju dobro definiranih funkcija g o f i f o g ne mora biti

gof=1fog
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Inverzna funkcija

Uz svaki neprazni skup S vezano je identicno preslikavanje idg skupa
S na S ili identitet na S koje svakom elementu skupa S pridruzuje taj isti
element.

Dakle, idg : S — S je preslikavanje zadano s

ids(x) =z zasvex € S.

Neka su A i B neprazni skupovi, te f : A — B dana funkcija. Kazemo
da je g : B — A inverzna funkcija od f ako je
gof=idg ifog=idp.
Drugim rije¢ima, mora vrijediti

g/ LN o ma oA e~ A LLA(aNN _ ai e aven e — 3.

Slika 17: ¢ je inverzna funkcija od f

Inverznu funkciju funkcije f ozna¢avamo s f~1.
Dakle, ako je y = f(z), onda je z = f~1(y).

Jasno je da za danu funkciju inverzno preslikavanje opéenito ne mora
postojati.

Ako je f : A — B bijekcija, onda postoji inverzno preslikavanje f=1
B — A i ono je takoder bijektivno.

Stovise, bijekcije su jedina preslikavanja za koja postoje inverzna presli-
kavanja.

Takoder, inverzno preslikavanje (ukoliko postoji) je jedinstveno.

Napomenimo da ukoliko je preslikavanje f : A — B injektivno, tada
je f A — Im(f) bijekcija sa skupa A na skup I'm(f), pa stoga postoji
inverzno preslikavanje f~! : Im(f) — A.

71



4. Funkcije 72

4.2 Svojstva realnih funkcija realne varijable

Funkciju f ¢ija domena i kodomena su podskupovi skupa realnih brojeva
zovemo realnom funkcijom realne varijable.

U daljnjem prouc¢avamo takve funkcije.

Ako je pritom funkcija f zadana analiticki, tj. formulom, tada obi¢no
pisemo f : R — R, ali smatrajué¢i da domena funkcije f ne mora biti cijeli
skup R, nego skup svih € R za koje se danom formulom nakon naznacenih
operacija dobiva realan broj.

Npr, ako je f : R — R zadana s
1
f(z) = =
tada je prirodna domena funkcije f skup D(f) =R\ {0}.

Realne funkcije realne varijable ¢esto prou¢avamo pomocéu njihova grafa.
Pritom pod grafom funkcije f podrazumijevamo skup G(f) C R x R defini-
ran ovako:

G(f) =A{(z, f(z)) [ = € D(f)}-

Crtanjem grafa funkcije dobivamo krivulju u ravnini. Osnovna svojstva
funkcije zadane nekim matematickim izrazom tesko je uvidjeti iz same for-
mule, medutim lako su vidljiva iz njenog grafa.

Na grafu funkcije f znacajne su tocke u kojima graf od f sijece os apscisa.
Takve tocke zovemo nultockama funkcije f.

Dakle, ¢ € D(f) je nultocka funkcije f ako je f(c) = 0.

y

0 /C X

Slika 18: ¢ je nultocka funkcije f.
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Skup svih nultoc¢aka funkcije f oznacavat éemo s N(f).
Uoc¢imo da N(f) moze biti prazan skup.

Ako je f injektivno preslikavanje, tada svaka paralela s osi x sijece G(f)
u najvise jednoj tocki.

Nadalje, u slu¢aju injektivnog preslikavanja f : D(f) — R jasno je
da je preslikavanje f : D(f) — Im(f) bijektivno. Stoga postoji inverzno
preslikavanje f=! : Im(f) — D(f). Uotimo da je D(f~!) = Im(f) i
Im(f~1) = D(f). Osim toga, vrijedi

7 (f@) =2 zasvexeD(f),

f(fYx) =2 zasvexeD(f1).
Ako tocka T'(a,b) pripada grafu funkcije f, tj. ako je b = f(a), tada vrijedi
a = f~1(b) sto znadci da tocka T'(b,a) pripada grafu funkcije f~1!.

Prema tome, graf funkcije f=' simetrican je grafu funkcije f s obzirom
na pravac y = .

Slika 19: Grafovi funkcija fi f~1
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Parnost i neparnost

Kazemo da je funkcija f parna ako iz x € D(f) slijedi —z € D(f), te
vrijedi
f(=z) = f(z) zasvex e D(f).
Funkcija f je neparna ako iz x € D(f) slijedi —z € D(f), te vrijedi

f(=x)=—f(z) zasvez e D(f).

Uoc¢imo da je domena parne, odnosno neparne funkcije simetrican skup
s obzirom na tocku x = 0.

Nadalje, ako je f parna funkcija, tada
T(z, f(z) €G(f) = T'(-= f(z)) € G(f).

Dakle, graf parne funkcije je osno simetricna krivulja s obzirom na o0s y.

Slika 20: Graf parne funkcije
Ako je pak f neparna funkcija, tada
T(z,f(x) € G(f) = T'(-z,—f(x)) € G(f)).

Graf neparne funkcije je centralno simetricna krivulja s obzirom na is-
hodiste koordinatnog sustava.
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T(-x,-f(x))

Slika 21: Graf neparne funkcije

Ako je f neparna funkcija, te ako 0 € D(f), tada je f(0) = 0.

(Zaista, uvrstimo li x = 0 u f(—x) = —f(z) dobit ¢emo f(0) = —f(0).

Odavde je 2f(0) = 0, odnosno f(0) =0.)
Primjer 5.
1.) f(z) = 22 je parna funkcija.
2.) f(x) = cosz je parna funkcija.
3.) f(x) = 23 je neparna funkcija.
4.) fi(z) =sinz, fo(x) =tg x 1 f3(x) = ctg x su neparne funkcije.

5.) Funkcija f(x) = 2z 4 1 nije niti parna niti neparna.
(Naime, —1 = f(—1) # f(1) = 3, pa f nije parna funkcija. Takoder,
f(0) =1+ 0, pa f nije neparna funkcija.)

Periodiénost

Kazemo da je funkcija f periodi¢na ako postoji realan broj T > 0 takav
da ¢im je x € D(f) slijedidasux —T € D(f) iz +T € D(f), te vrijedi

flx+T)= f(zr) =zasvexzeD(f).

Najmanji takav broj T' (ako postoji) zove se temeljni period funkcije f.
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Primjer 6.

1.) fi(z) = sinz i fao(x) = cosz su periodi¢ne funkcije s temeljnim
periodom 27. Dakle,

sin(r 4+ 27) =sinx  zasve x € R,

cos(z +27m) =cosz zasvex € R.

2) filz) = tgz i fa(x) = ctgx su periodicne funkcije s temeljnim
periodom 7. Dakle,

tg (z+m) =tgx zasvexER\{g—ka\keZ},

ctg (x+7m)=ctgxr zasvexeR\{kr|keZ}.

Omedenost

Kazemo da je funkcija f omedena ako postoji realan broj M > 0 tako
da je |f(z)| < M za sve x € D(f).

Geometrijsko znacenje omedenosti funkcije je u tome da se njen graf
nalazi izmedu pravaca y = —M iy = M.

y

Slika 22: Graf omedene funkcije

Primjer 7.

1.) f(x) = sinz je omedena funkcija na R bududi da je | f(z)| = |sinz| <
1 za sve x € R.
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2.) f(x) =2z + 5 nije omedena funkcija na R.

3.) f(z) =2z + 5 je omedena na segmentu [—2, 1].
Naime, |f(z)| = |2z + 5| < 7 za sve x € [-2,1].

Monotonost

Funkcija f : S — R je monotono rastuca na skupu S ako za sve x1,z9 € S
takve da je x1 < xo vrijedi f(z1) < f(x2).

Funkcija f : S — R je monotono padajuca na skupu S ako za sve x1,x2 €
S takve da je x; < xo vrijedi f(z1) > f(x2).

Funkcija f : S — R je monotona na skupu S ako je monotono rastuca
ili monotono padajuéa na S.

Funkcija f : S — R je strogo rastuca na skupu S ako za sve x1,xz9 € S
takve da je x1 < o vrijedi f(z1) < f(x2).

Funkcija f : S — R je strogo padajuéa na skupu S ako za sve x1,z9 € S
takve da je x1 < xo vrijedi f(z1) > f(x2).

Funkcija f : S — R je strogo monotona na skupu S ako je strogo rastuca
ili strogo padajuca na S.

Napomena. Ove pojmove uglavnom ¢emo upotrebljavati kada je S in-
terval.

Primjer 8.
1.) f(z) = 22 je strogo padajuéa na (—oo, 0] i strogo rastuéa na [0, cc).
2.) f(x) = €" je strogo rastuca na R.

T akojer <1
3.) flxy=4¢ 1 ako je 1 <z <2 je monotono rastuc¢a na R.
x—1 akojex >2

T 3

Slika 23: Graf funkcije f
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Uoc¢imo da iz same definicije stroge monotonosti slijedi da su strogo
monotone funkcije injektivne.

Prema tome, ako je f : S — R strogo monotona funkcija, tada je f :
S — Im(f) bijekcija. Stoga postoji inverzno preslikavanje f~1 : Im(f) — S.
Pritom vrijede sljedece tvrdnje.

(a) Ako je funkcija f strogo rastuca na S, tada je funkcija f=! strogo
rastuc¢a na Im(f).

(b) Ako je funkcija f strogo padajuéa na S, tada je funkcija f~1 strogo
padajuca na Im(f).

4.3 Popis elementarnih funkcija i njihovi grafovi

U osnovne elementarne funkcije ubrajamo polinome, racionalne funkcije,
eksponencijalne funkcije, logaritamske funkcije, opée potencije, trigonomet-
rijske funkcije i ciklometrijske funkcije.

Elementarnim funkcijama nazivamo funkcije koje se mogu dobiti iz os-
novnih elementarnih funkcija kona¢nim brojem osnovnih aritmetickih ope-
racija (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje), te kona¢nim brojem
kompozicija osnovnih elementarnih funkcija.

U daljnjem iznosimo osnovna svojstva nekih osnovnih elementarnih fun-
kcija i skiciramo njihove grafove.

Opcéa potencija

Funkciju zadanu formulom f(z) = 2" (r € R) nazivamo opéom potenci-
jom.

Podruéje definicije takve funkcije ovisit ¢e o broju r.

Promotrimo poblize takve funkcije za neke posebne r.

(a)r=1

Funkciju f(z) = x nazivamo identitetom. Njena domena i slika su skup
R realnih brojeva. Funkcija je neparna i strogo rastu¢a na R. Njezin graf je
pravac (simetrala prvog i treceg kvadranta).

(b)y r=2

Domena funkcije f(x) = 22 je skup R, a slika interval [0, 00). Ova funkcija
je parna. Ona je strogo padajuca na intervalu (—oo,0], te strogo rastuca

na intervalu [0,00). Graf kvadratne funkcije f je parabola s tjemenom u
ishodistu i otvorom prema gore.
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(c)r=3
Domena i slika kubne funkcije f(x) = 2% je skup R. Ova funkcija je

neparna i strogo rastué¢a na R.

y
51

44

3
fix)=x

Slika 24: Graf funkcije f(z) = 23
(d)r=-1
1
Domena i slika funkcije f(z) = - je skup R\{0}. Ova funkcija je neparna.

Ona je strogo padajuca na intervalima (—o0,0) i (0, 00).

1
fx)=~

8=

Slika 25: Graf funkcije f(z) =
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(e) r=-2
1

Domena funkcije f(r) = — je skup R\ {0}, a njena slika je interval
x

(0,00). Ova funkcija je parna. Ona je strogo rastu¢a na (—oo,0) i strogo
padajuéa na (0, 00).

Slika 26: Graf funkcije f(z) = ?12

(f)r:%

Restringiramo li funkciju g(z) = 22

na interval [0, c0) dobit ¢emo funk-
ciju glj,00) * [0,00) — [0,00) koja bijektivno preslikava interval [0,00) na
[0, 00).

80



4. Funkcije 81

Stoga gl[o,00) ima inverznu funkciju koju oznacavamo s f(x) = v/z.

Domena i slika funkcije f je interval [0, 00).
Funkcija f ima nultoc¢ku ¢ = 0.

Vrijedi
(f o glp,c0))(x) =7 za sve z € D(gljp,00)) = [0, 00),
(9l0,00) 0 f)(@) =z zasve z € D(f) = [0,00),
odnosno

Va2 =z zasve z € [0,00),
(Vr)? =2 zasverc€|0,00).
Funkcija f je strogo rastuéa na [0,00) jer je to inverzna funkcija strogo
rastuce funkcije g/[,o0)-

Graf funkcije f dobiva se iz grafa funkcije g|g o) simetrijom s obzirom

na pravac y = .

(8) r=3

Funkcija g(z) = 22 je bijekcija sa skupa R na R, pa stoga ima inverznu
funkciju koju oznacavamo s f(z) = .

Domena i slika funkcije f je skup R.
Funkcija f ima nultocku ¢ = 0.

Vrijedi
(fog)(x)=x zasvex € D(g) =R,

gl[O,oo)

Slika 27: Graf funkcije g(x) = 22 na intervalu [0, 00)
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(go f)(z)=x zasvex e D(f)=R,

odnosno

3
23 =2 zasvez€R,

(Jx)> =2 zasvezx €R.

Funkcija f je neparna.

Funkcija f je strogo rastué¢a na R jer je to inverzna funkcija strogo rastuce
funkcije g.

Graf funkcije f dobiva se iz grafa funkcije g simetrijom s obzirom na
pravac y = x.

Polinomi

Funkciju f : R — R oblika

1

f(@) = ana" + an_12" " 4 - + a1z + ap,

gdje je n € NU {0}, te ag,a1,...,a, € R nazivamo polinomom.
Ako je a, # 0, tada je f polinom n-tog stupnja.
Brojeve ag, a1, ..., a, nazivamo koeficijentima polinoma f.

Uocimo da je domena polinoma cijeli skup R.

Promotrimo sada polinome nultog, prvog i drugog stupnja.

y
5.
4
3 f(x)=\x
2.
1.
2 3 2 4 0 i 2 3 4 5 6 7 x
14
2]
-3

Slika 28: Graf funkcije f(z) = /x
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Polinom f(z) = ¢ (¢ € R) nultog stupnja nazivamo konstantnim polino-
mom ili konstantom. Graf polinoma nultog stupnja je pravac paralelan s osi
x.

Polinom f(z) = ax + b (a # 0) prvog stupnja zove se linearna (afina)
funkcija.

Graf polinoma prvog stupnja je pravac. Pritom, ako je a > 0, funkcija
f je strogo rastuca na R, dok je za a < 0 funkcija f strogo padajuéa na R.

Polinom f(z) = ax? + bx + ¢ (a # 0) drugog stupnja zove se kvadratna
funkcija.

Graf ovog polinoma je parabola s tjemenom T(—%, 4“22172 ).

Ako je a > 0 parabola ima otvor prema gore, pa je Im(f) = [4“i;b2 ,00).
Tada je funkcija f strogo padajuéa na (—oo, —%] i strogo rastuc¢a na [—%, 00).

Ako je a < 0 parabola ima otvor prema dolje, pa je Im(f) = (—oo, 4“25172].
Tada je funkcija f strogo rastuéa na (—oo, —%] i strogo padajuéa na [—%, 00).

Ako je b® —4ac > 0, tada funkcija f ima dvije nultocke: ¢ = =V —dac ”21;2_4‘16
icg = ;biw.

Ako je b? — 4ac = 0, tada funkcija f ima jednu nultocku ¢ = — 2ba.

U slucaju b? — 4ac < 0 funkcija f nema nultocaka.

Slika 29: Graf funkcije f(z) = J/x
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Eksponencijalna funkcija

Eksponencijalna funkcija je funkcija oblika
f(x)=a" (a>0,a#1).

Domena eksponencijalne funkcije je skup R, a slika interval (0, 00).
Eksponencijalna funkcija nema nultocaka.

fix)=ax+b (a>0) fix)=ax+b (a<0)

Slika 30: Graf funkcije f(z) = ax +b

b 4ac-b2
“2a' 4a 2
fix)=ax +bx+c
(a<0)

2
f(x)=ax +bx+c
(a>0)
2
b 4ac-b
(20 22

Slika 31: Graf funkcije f(r) = ax? + bz +c
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Ako je a > 1, onda je f strogo rastuca funkcija na R.
Ako je 0 < a < 1, onda je f strogo padajuéa funkcija na R.

X X
fix)=a (0<a<1) fix)=a (a>1)

Slika 32: Graf funkcije f(z) = a”
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Posebno, za a = e graf funkcije f(z) = e” izgleda ovako:

(In*<

X
fix)=¢

Slika 33: Graf funkcije f(z) = e”

Logaritamska funkcija

Uo¢imo da je eksponencijalna funkcija g(z) = a® bijektivno preslikavanje
sa skupa R na interval (0,00). Stoga za nju postoji inverzno preslikavanje

koje nazivamo logaritamskom funkcijom i oznacavamo s

f(z) =log,

(a>0,a#1).

Domena logaritamske funkcije je interval (0,00), a njena slika je cijeli skup

R. Ova funkcija ima nultocku ¢ = 1.

Vrijedi

(fog)(x)=x zasvex e D(g)
(go f)(x)=x zasvex e D(f)

odnosno

log,a® =x zasvex eR,
al%8® =z za sve z € (0,00).

Ako je a >,1 onda je f strogo rastuca funkcija na (0, 00).
Ako je 0 < a < 1, onda je f strogo padajuéa funkcija na (0, c0).

R,
(0, 00),

Graf funkcije f dobiva se iz grafa funkcije g simetrijom s obzirom na

pravac y = I.

86



4. Funkcije 87

f(x)= log_ x (a>1)

f(x)=log,x (0<a<1)

Slika 34: Graf funkcije f(z) = log,

Posebno, ako je a = e uvodimo oznaku In x = log, = i funkciju f(z) = Inz
nazivamo prirodnim logaritmom.
Graf funkcije f(x) = Inx izgleda ovako:

y
5-

4

fix)=Inx

-34
Slika 35: Graf funkcije f(z) = Inz

Trigonometrijske funkcije
(a) Funkcija sinus f(x) =sinx

Domena funkcije sinus je skup R, a slika segment [—1, 1].
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N(f)={kr | keZ}.
Funkcija f je neparna.
Funkcija f je periodi¢na s temeljnim periodom T = 2.

Slika 36: Graf funkcije f(z) = sinz

(b) Funkcija kosinus f(x) = cosx

Domena funkcije kosinus je skup R, a slika segment [—1, 1].
N(f)={5 +kn|kecZ}.

Funkcija f je parna.

Funkcija f je periodi¢na s temeljnim periodom T = 2.

Slika 37: Graf funkcije f(z) = cosx
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4. Funkcije 89

(c) Funkcija tangens f(x) = tgx definira se formulom

sin x

tg x = .
cos T
Funkcija tangens dobro je definirana za sve z € R za koje je cosz # 0.
Stoga je njena domena skup R\ {§ + km | k € Z}. Slika funkcije tangens je
skup R.
Funkcija tangens ima nultocke u tockama = € R za koje je sinxz = 0.
Dakle, N(f) ={kn | k € Z}.
Funkcija f je neparna.
Funkcija f je periodi¢na s temeljnim periodom T = .

y

3

f(x)=tgx

2

1 /
2 3m m o hu m 3w /om X

T2 2 2 2

-1

-2

-4

Slika 38: Graf funkcije f(z) =tgx

(d) Funkcija kotangens f(z) = ctgz definira se formulom

Funkcija kotangens dobro je definirana za sve x € R za koje je sinz # 0.

Stoga je njena domena skup R\ {k7 | k € Z}. Slika funkcije kotangens je
skup R.

Funkcija kotangens ima nultocke u tockama x € R za koje je cosx = 0.
Dakle, N(f) = {5 + kr | k € Z}.

Funkcija f je neparna.

Funkcija f je periodi¢na s temeljnim periodom T = .
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4. Funkcije 920

v
3
f(x)=ctgx
2
1
=21 _3_ Tr L) 0 i) il 3 2T X
2 T2 2 2
-1
2

Slika 39: Graf funkcije f(z) = ctgx

Ciklometrijske funkcije (arkus funkcije)

(a) Funkcija arkus-sinus f(z) = arcsinx

Restringiramo li funkciju & + sinx na interval [—7, 5] dobit ¢emo funk-
-

ciju koja bijektivno preslikava interval [-7, 7] na [-1,1

y

NS

Slika 40: Graf funkcije sinus na segmentu [—3, 7]
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4. Funkcije 91

Stoga sin ‘[f%,%] ima inverznu funkciju koju oznacavamo s f(x) = arcsin .
Domena funkcije arkus-sinus je segment [—1, 1], a njena slika je segment
[—5, 5]. Funkcija arkus-sinus ima nultocku ¢ = 0.
Vrijedi
arcsin(sinz) =z zasve x € [-F, §],
sin(arcsinz) =z za sve z € [—1,1].

Funkcija f je neparna.

Funkcija f je strogo rastuéa na [—1, 1] jer je to inverzna funkcija strogo
rastuce funkcije sin|[_z =.

Graf funkcije f dobiva se iz grafa funkcije sin \[,%7%} simetrijom s obzirom
na pravac y = .

ME]

f(x)=arcsinx

Slika 41: Graf funkcije f(z) = arcsinx

(b) Funkcija arkus-kosinus f(x) = arccos x

Restringiramo li funkciju z — cos z na interval [0, 7] dobit ¢emo funkciju
koja bijektivno preslikava interval [0, 7] na [—1, 1].
Stoga cos |[077r] ima inverznu funkciju koju oznacavamo s f(z) = arccos .
Domena funkcije arkus-kosinus je segment [—1,1], a njena slika je seg-
ment [0, 7]. Funkcija arkus-kosinus ima nultocku ¢ = 1.
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4. Funkcije 92

cosl[o’ﬂl

Slika 42: Graf funkcije kosinus na segmentu [0, 7]

Vrijedi
arccos(cosx) =x zasve x € [0, 7],

cos(arccosx) = x zasve x € [—1,1].
Funkcija f je strogo padajuéa na [—1, 1] jer je to inverzna funkcija strogo
padajuce funkcije cos (g, 7).
Graf funkcije f dobiva se iz grafa funkcije cos | r simetrijom s obzirom
na pravac y = .

f(x)=arccos x

Slika 43: Graf funkcije f(z) = arccosz
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4. Funkcije 93

Funkcije arkus-sinus i arkus-kosinus vezane su relacijom

. ™
arcsin x + arccos r = 5 7 € [-1,1].

(c) Funkcija arkus-tanges f(x) = arctg x
Restringiramo li funkciju = + tg = na interval (-7, §) dobit ¢emo funk-
ciju koja bijektivno preslikava interval (—7, ) na R.

Y
3
(] -

2 (-3.3)

1
Ll o X
"2 2

-1

-2

-3

Slika 44: Graf funkcije tangens na intervalu (-3, 3)

Stoga tg |(_%,%) ima inverznu funkciju koju oznacavamo s f(z) = arctg z.
Domena funkcije arkus-tangens je skup R, a njena slika je interval (—7, 5 ).
Funkcija arkus-tangens ima nultocku ¢ = 0.
Vrijedi
arctg (tg x) =z zasvex € (=5, %),
tg (arctg x) =z zasve x € R.
Funkcija f je neparna.
Funkcija f je strogo rastuca na R jer je to inverzna funkcija strogo rastuce
funkcije tg ‘(—%%)'
Graf funkcije f dobiva se iz grafa funkcije tg ‘(*%%) simetrijom s obzirom

na pravac y = .
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y
I
2| f(x)=arctgx
6 4 2 0 2 4 6 X
I
"2

Slika 45: Graf funkcije f(z) = arctg =

(d) Funkcija arkus-kotanges f(z) = arcctg x
Restringiramo li funkciju  — ctg z na interval (0, ) dobit ¢emo funkciju

koja bijektivno preslikava interval (0, 7) na R.

y
ctg |(0’TT)

N

Slika 46: Graf funkcije kotanges na intervalu (0, )

Stoga ctg |(o,r) ima inverznu funkciju koju oznacavamo s f(z) = arcctg .

Domena funkcije arkus-kotanges je skup R, a njena slika je interval (0, 7).
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Ova funkcija nema nultocaka.
Vrijedi
arcctg (ctg x) =z zasve z € (0,7),
ctg (arcctg ) =z zasve x € R.
Funkcija f je strogo padajuéa na R jer je to inverzna funkcija strogo
padajuce funkcije ctg | (g x)-
Graf funkcije f dobiva se iz grafa funkcije ctg |(o r) simetrijom s obzirom

na pravac y = .

=1

N |

f(x)= arcctg x

Slika 47: Graf funkcije f(z) = arcctg x

Funkcije arkus-tangens i arkus-kotangens vezane su relacijom

T
arctg x 4 arcctg r = 5 z € R.
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5. Limes funkcije 96

5 Limes funkcije

5.1 Pojam limesa

Neka je f realna funkcija realne varijable. Zelimo prouéiti ponasanje funkcije
f u okolini neke tocke ¢ € R za koju vrijedi sljedeée: postoji realan brojd > 0
takav da je (¢ —d,c+9) \ {c} C D(f). Prema tome, funkcija f je definirana
u svakoj tocki intervala (¢ — d, ¢+ §), osim mozda u tocki c.

Zanima nas $to mozemo reéi o vrijednostima f(z) koje funkcija f po-
prima na skupu (¢ — d,c+9) \ {c} kada je 6 "mali” broj, odnosno kada se
varijabla z " priblizava” broju c. Ako vrijednosti funkcije f(z) pripadaju pro-
izvoljno maloj okolini broja L € R ¢im su vrijednosti argumenta x dovoljno
blizu broju ¢, tada kazemo da funkcija f ima limes L u tocki c.

Preciznije, pojam limesa definira se ovako.

Za realan broj L kazemo da je limes funkcije f u tocki ¢ € R ako za
svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da je (¢ — d,c+ )\ {¢} C D(f), te da iz
x € (c—0,c40)\ {c} slijedi f(z) € (L—¢,L+e¢).

Tada pisemo L = lim f(z) (ili f(z) — L kada = — ¢) i kazemo da f(z)
tezi (konvergira) prerrfz: 2 kada z tezi prema c.

Ako funkcija f ima limes u tocki c € R, tada je on jedinstven.

Primjer 1.

1) f(x) =a?

Slika 48: Limes funkcije f u tocki ¢ =2
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Tada je lim f(x) = 4.
T2
Uocimo da je lim f(z) = f(2).
T—2

| 1 akojex#5,
2) f(a:)—{ 3 ako jex =5.

Tada je lim f(z) = lim 1 = 1.
T—5

r—5

Uocimo da je ;}clgé f(z) # f(5).

y

) .

4 5 f

0 5 X

Slika 49: Limes funkcije f u tocki ¢ =5

z2 -4
3) =12,
Uocimo da 2 ¢ D(f), te da je
2’ =4 (z-2)(xz+2)
f(x)—x_2— p— =z+2, x#2

Tada je lim f(z) = lim (z +2) = 4.
T—2 T—2
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Slika 50: Limes funkcije f u tocki ¢ =2

r akojex <1,
2 ako jex > 1.

1) 7 ={

Tada ne postoji lim f(z).
z—1

Slika 51: Ne postoji limes funkcije f u tocki ¢ = 1.

Limes u beskonacnosti i beskonaéni limes

Dodamo li skupu R dva istaknuta elementa —oo i 0o, tj. uvedemo li skup
R = R U {—00,00}, dobivamo niz moguénosti za poopéenje pojma limesa
funkcije.
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Limes u beskonacnosti

Za realan broj L kazemo da je limes ili graniéna vrijednost funkcije f u
tocki oo ako za svaki € > 0 postoji M > 0 tako da je (M,00) C D(f), te da
iz x > M slijedi f(x) € (L —¢,L+¢).

Pisemo L = ILm f(x) (ili f(z) — L kada x — 00).

Drugim rije¢ima, L € R je limes funkcije f u toc¢ki oo ako vrijednosti
funkcije f(x) pripadaju proizvoljno maloj okolini broja L ¢im su vrijednosti
argumenta x dovoljno velike.

Primjer 2.
1
1. = -
) @) =~
Tada je li_}In f(z)=0.
y
f
0 X

Slika 52: Limes funkcije f u tocki ¢ = oo

N

Slika 53: Limes funkcije f u tocki ¢ = oo
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Tada je lim f(x)=2.
T—00

Sliéno se definira limes funkcije f u tocki —oo.

Realan broj L je limes funkcije f u tocki —oo ako za svaki € > 0 postoji
m < 0 tako da je (—oo,m) C D(f), tedaiz x < mslijedi f(z) € (L—e, L+e¢).
Pisemo: L = lim f(x) (ili f(z) — L kada x — —o0).
Tr—r—00

Primjer 3.

1) f(z)=¢€"
Tada je xEIPoof(x) = 0.

Slika 54: Limes funkcije f u tocki ¢ = —o0

2.) f(x) = arctg x

- T
Tada je xll)r_noof(x) =3
y
n
2l g
0 X
il
"2

Slika 55: Limes funkcije f u tocki ¢ = —o0
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Beskonacni limes

Kazemo da funkcija f ima beskonacni limes oo u tocki ¢ € R ako za
svaki M > 0 postoji § > 0 tako da je (¢ — d,¢+ ) \ {c} C D(f), te da iz
x € (c—0,c+0)\ {c} slijedi f(xz) > M.

Pisemo: ligl f(x) =00 (ili f(z) — oo kada z — ¢).

Primjer 4.
1
f(z) = 22

Tada je lim f(z) = oc.
z—0

Slika 56: Limes funkcije f u toc¢ki ¢ =0

Kazemo da funkcija f ima beskonacni limes —oo u tocki ¢ € R ako za
svaki m < 0 postoji § > 0 tako da je (¢ — d,c+ ) \ {c} C D(f), te da iz
x € (c—0d,c+6)\ {c} slijedi f(z) <m.

Pisemo: ligl f(z) = —o0 (ili f(z) — —oo kada z — ¢).
Primjer 5.
1
f(x)__(m_g)g
Tada je lim f(z) = —o0.
z—3
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Slika 57: Limes funkcije f u tocki ¢ = 3

Analogno bismo uveli sljedeée beskonacne limese u beskonacnosti:

lim f(z) = oo, lim f(z) = —oc,

lim f(z) =00, lim f(z)=—c0.

T—r—00 T—r—00

Primjer 6.
1) f(z) =z

Tada je lim f(z) = oo.
T—00

7 X

Slika 58: Limes funkcije f u tocki ¢ = oo
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2.) f(z) = —a?
Tada je lim f(x) = —o00, lim f(z)= —o0.
T—00 T—r—00
y
0 X

Slika 59: Limes funkcije f u tocki ¢ = o0

3.) f(z) =a*
Tada je lim f(z) =00, lim f(x) = oc.
Tr—r00 T——00
y
f
0 X

Slika 60: Limes funkcije f u tocki ¢ = 00

Svojstva limesa
(a) Neka je lim f(z) = L1 € R i lim g(z) = Ly € R, gdje je c € R. Tada
Tr—cC Tr—cC
vrijedi:
lim (f(x) + g(z)) = L1 + Lo,

Tr—C
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104

lim (f(z) - g(@)) = L1 - Lo,
lim (£ (x)g(x)) = LLs.
. (fc) L .
l — k L 0
hm(f(a:)g ) L{”, ako je Ly > 0.
(b) Neka je liin fle) =L eRi liing(a:) = o0, gdje je ¢ € R. Tada
vrijedi:
lim (f(z) + g(2) = o,
lim (/(2) — g()) = —oc,
lim (f(z)g(x)) = o0,  ako je L >0,
lim(f(x)g(x)) = —o0, ako je L <0,
tim L) _ g,
a—c g(x)
liin(f(a:)g(‘x)) =0, «akoje|L| <1,
liin(f(x)g(x)) =o00, akojeL >1,
liin(g(a:)f(“”)) =o00, akojeL >0,
liin(g(:r)f(x)) =0, akojeL <O.
(c) Neka je liLn flx)=001 liLn g(z) = 0o, gdje je c € R. Tada vrijedi:
lim (f(z) + g(z)) = o0,
lim (£(2)g(2)) = ox.

lim (f(2)Y®)) = co.

Tr—cC

Tvrdnje navedene pod (b) i

L+ 0o = o0,
L —00=—0,
L - o0 =00,

(c) simbolicki redom zapisujemo ovako:

ako je L € R,
ako je L € R,
ako je L > 0,
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L-oco=—00, akojelL <0,
L
— =0, akojelL eR,

00
L>* =0, akoje|L|<1,
L>® =00, akojelL >1,
ool =00, akoje L >0,
ool =0, akojeL <0,
00 + 00 = 00,

00+ 00 = 00,

00> = 0.

(d) Neka je liin f(z) =L >0, gdje je c € R. Neka postoji § > 0 tako da
je g(z) >0 za sve x € (¢ —0,¢+6) \ {c}, te neka je lil)n g(x) = 0. Tada je
f(x)

lim —% = o0
T—C g(aj)

(e) Neka je liLn f(x) =0, gdje je c € R. Neka postoji 6 > 0 tako da je g
omedena na skupu (¢ — 0,c¢+6) \ {c}. Tada je

lim f(x)g(x) = 0.

Tvrdnje (d) i (e) mogu se iskazati i u slu¢aju kada je ¢ = oo ili ¢ = —o0.

Primjer 7.
Koristec¢i svojstva limesa izracunati sljedec¢e limese:
2 2
-1 (=3)°—1 8
1.) 1 = =—
e S 5

2) lim(« +5)va = (2 +5)V2="7V2

3.) lim =
=4 X 4
4.) lim (23:3—4332—73:—{—6) — lim 23;3(1_ 2_L+i)
TS T—00 r 222 23

= 00-(1-0-0+0)
= oo-1=0o
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2
5.) lim (2:E3—4:E2—7l‘—|—6) —  lim 2553(1_*_L+i>

T——00 T——00 T 2712 3
— 00 (14+0-0-0)
= —00-1=—-00

i 1
6.) lim 2T~ lim <f : sinx) = (0 - omedeno) = 0

r—00 T T—00 \T
7.) lim (37 % cosz) = (0 - omedeno) = 0
T—00
Oblici 0
@’ —, oco—o00, 0-00, 1%, 0° oo
oo 0

su neodredeni.

Vazno je zapamtiti sljedeée limese:

1.) lim 22 — 1,
z—0 T

2.) lim (1 + k
x

T—00

T

= (keR),

T—r—00

3.) lim <1+ >x:ek (k € R),

gl 83 N

4.) lim(1 + k)= =eF (k€ R).

z—0

Neodredeni oblik S
00

Limes racionalne funkcije

lim P(z)
r—+o00 Q (x)

oblika 2> racunamo tako da brojnik i nazivnik podijelimo s najvecom po-
tencijom polinoma u brojniku ili nazivniku.

Primjer 8.
bt —4x3 —Tr+6 00
1.) lim = (—)
z—o0 x4 + T3 — 22 + 1 00

= (dijelimo brojnik i nazivnik s )

4 7 6
_ g STETEE O
Myt
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. =322 46x—2 00
2) g ST o0y
z—oo 3 — 422 + b 00

= (dijelimo brojnik i nazivnik s 2?)
34 6_2
— lim ot :(—3):0

T—00 x—4+g o0
. oad 222 2247 00
3.) lim 3 = (—)
z——oo  2x° —6x — 1 00

= (dijelimo brojnik i nazivnik s 23)
222 41

Primjer 9.
2/x — 1
1.) lim M = (f)
z—oo  \/x —10 00
= (dijelimo brojnik i nazivnik s /)
1 1
2=t E 2-040

= Jm - T -0 =2
Va3 — b + 2
2y tim YEBTEZ ()
T—00 dr +1 00
= (dijelimo brojnik i nazivnik s x)
= lim 3‘ 1_%—}_% _V1-0+0 _1
Primjer 10.
47 — 1
1.) lim = (§>
z—o0 9T 4- 2% 00
= (dijelimo brojnik i nazivnik s 9%)
AT
= o = =
. 6-5"+3"+2 00
o) i OFEF 2 o0y
r—oo 35T 4 2% o0

= (dijelimo brojnik i nazivnik s 5%)

6+(2)°+& _6+0+0_,

= 3+ (2)° 340
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Neodredeni oblik %

Limes racionalne funkcije

P
lim (2)
T—C Q(x)
oblika % racunamo tako da razlomak skratimo.
Primjer 11.
2 _x-2 —1 2
Wi 2 (), DB )
a—1 x?2—1 0 a—1 (z—1)(z+1)
. 3x+2 5
= lim = —
z—1 x+1 2
2 —6 0 -2 3
2) lim TP 0 (7) _ iy E 2@ +3)
=2 13— 8 0 =2 (z — 2)(22 + 2z + 4)
. z+3 5
= lim ——"-—7-—=—
232 4+2x+4 12
Primjer 12.
-2 -2 2
1) tim YEZ2 (9):lim\f VT
z—4 x —4 0 z—=4 x —4 \/5—|—2

r—4 1

= lim

1

ioh (z—4)(JT+2) aoiyz+2 4

2.) lim - _.(9>_hm_ x 3+vVz+9
Yas03—vVr+9  \0/ 2503—v2+9 3+Vr+9
. z(B+vVz+9) . z(B3+Vz+9)
= lim —F—% = lim ——————=

z—0 9 — (:E —+ 9) z—0
= —lm(@B+Va+9)=6
T—

Limese u sljede¢em primjeru rijeSavamo koristeé¢i poznati limes

lim 22T q
z—0 X
Primjer 13.
1) lim sin (3x) _ (9) — lim (Sln (3x) _3)
z—0 x 0 z—0 3z
L1 GO
z—0 3z
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2.) lim 22 (2z) _ (Q> lm (Sin (2z) 5w i)

2—0 sin (5x) 0 z—0 2x sin (5x)
L G L IS
52—0 2z 2—0sin(b5z) 5 5
(2 -2
3) lim l—cosx (9) — lim 2sin°(5) — fim 2sin°(§)
z—0 2 0 z—0 2 z—0 (%)2 .4
1 in(£)\?
2 20 % 2 2
1)ty A0y
z—0 T +sinx 0
= (dijelimo brojnik i nazivnik s z)
48z 4
2s0] 4802 141 2
Neodredeni oblik co — oo
Primjer 14.
r+3+ ﬁ)
1.) lim (Vz+3—+x) = lim T+3—Vr) —V—m—=0——=
f (3= 5) = i (3 - VR
I (r+3)—=x
z—00 v/ + g + \/E

= lim ———==0
=00 \/x + 3+ \/x
2.) ILm (VAz? + 2 —22) = (00 — 00)
Vdz? 2
= lim ((\/4:v2+x—2$) ATt x)

T—500 Viz? tz 422
(42% + x) — 42

= lim
z—oo /42 + 1 + 21
- lm —
z—00 /42 + 1 + 2z
= (dijelimo brojnik i nazivnik s z)
1
= lim = -
T—00 4
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, x? 72
3')x1520<x—1_x+1> = (00—c)
— 22(x+1) —2%(x - 1)
z—oo  (z—1)(z+1)
222

Neodredeni oblik 1°°

(dijelimo brojnik i nazivnik s x2)
lim T =2
rz—o00 | — ol

Limese u sljede¢em primjeru ra¢unamo koristeéi poznati limes

lim
Tr—r00

Primjer 15.

1.) lim <x+3) -
z—=oo \ . — 1

<1+i>x:e’“ (k € R).

(1) =

3x+1
1 -1
< +5x+2 >

< 5¢ — (5x + 2))3“1
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3z+1

(52+2)- 57
= lim (1 2 > o

T—00 N 5z +2
3z+1

92 52427 505
= lim 1-—
T—00 S +2
1

92 >5m+2:| limgz o0 ;i%

= lim (1—
T—00 br + 2
. 3+1
5x+27 limg 00 5
= [lim (1— 2 > ] Mk
T—r00

= (e7?)
Jednostrani limesi
Neka je
D(f) = (al’ bl) U (CLQ’ b2) u---u (am bn)7

pri ¢emu su intervali (a;, b;) medusobno disjunktni. Tada tocke a;,b; (i =
1,...,n) zovemo rubnim tockama domene funkcije f.

Da bismo proucili ponasanje funkcije blizu rubnih to¢aka njene domene,
uvodimo pojam jednostranih limesa.

Za realan broj L kazemo da je desni limes funkcije f u tocki ¢ € R ako
za svaki e > 0 postoji d > 0 tako da je (¢,c+0) C D(f), tedaiz x € (¢,c+0)
slijedi f(z) € (L —e,L +¢).

U tom slu¢aju pisemo L = limJr f(z) i kazemo da f(z) tezi (konvergira)

T—rC
prema L kada x tezi zdesna prema c.

Za realan broj L kazemo da je lijevi limes funkcije f u tocki ¢ € R ako
za svaki € > 0 postoji ¢ > 0 tako da je (c—d,¢) CD(f),tedaizz € (c—4,c)
slijedi f(z) € (L —¢e,L +¢).

U tom sluéaju pisemo L = lim f(x) i kazemo da f(x) tezi (konvergira)
T—rc—

prema L kada x tezi slijeva prema c.

Primjer 16.

Uocimo da je D(f) = (—o0,0) U (0,00). Stoga je 0 rubna tocka domene
funkcije f. Vrijedi

X X
li = lim — = lim — = 1i —1)=-1
S fle) = lim o= lim == lm (-1) = -1,
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x x
lim f(z)= lim — = lim — = lim 1=1.
z—0+ z—0+ ]x\ z—0+ T z—0+

2.) f(x) = arctg ﬁ

Ovdje je D(f) = (—00,1) U (1,00), pa je 1 rubna toctka domene funkcije
f. Vrijedi

1 1
lim f(z) = lim arctg e arctg — = arctg (—o0) = —g,
x J—

z—1— z—1— 0—
lim f(z)= I tg tg ¢ u
1m = 11m I — = ar — = ar = —.
z—1+ v x—>1+acga:—1 anO+ arets oo 2
1
3.) fla)=e 2

Kako je D(f) = (—00,0) U (0,00), to je 0 rubna tocka domene funkcije
£. Vrijedi

w""
I
8

A )= g e =T =0
1
lim f(z)= lim e =2 =e > =0

z—0+ z—0+

Prethodni primjeri nam pokazuju da (ukoliko postoje) lijevi i desni limes
op¢enito ne moraju biti jednaki. Medutim, vrijede sljedeée tvrdnje.

Ako za funkciju f postoje lijevi © desni limes u tocki ¢ € R i ako su oni
jednaki, tj.
lim f(z) = lim f(x),

Tr—rCc— T—Cc+

tada funkcija f ima limes u tocki c, te vrijedi

lim f(z) = lim f(z)= lim f(x).

T—cC T—Cc— T—rc+

Obratno, ako funkcija f ima limes u toc¢ki ¢ € R, tada postoje i jednostrani
limesi lim f(x) i lim f(z), te vrijeds
r—c— r—rc+

lim f(x) = lim f(z)= lim f(x).

T—C T—C— Tr—rCc+

Uoc¢imo da za funkciju f(z) = % iz prethodnog primjera ne postoji
x
1
lim f(z); za funkciju f(x) = arctg <71) ne postoji lim1 f(x), dok za
X T—

x—0

1
funkciju f(x) = e 22 postoji limes u tocki x = 0 i vrijedi lin%)f(ar:) =
Tr—r

_1 . _1
lim e 22 = lim e <2 = 0.
z—0— z—0+
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Beskonag¢ni lijevi i desni limes definiramo ovako:

Kazemo da funkcija f ima lijevi limes oo u tocki ¢ € R ako za svaki
M > 0 postoji § > 0 tako da je (c—6,¢) C D(f), tedaiz x € (¢—9J,c) slijedi
f(x) > M.

Pisemo lim f(z) = co.
Tr—Cc—

Kazemo da funkcija f ima desni limes oo u tocki ¢ € R ako za svaki
M > 0 postoji 6 > 0 tako da je (¢,c+0) C D(f), te da iz x € (¢,c+ 0)
slijedi f(z) > M.

Pisemo mli>r£1+ f(z) = oo.

Kazemo da funkcija f ima lijevi limes —oo u tocki ¢ € R ako za svaki
m < 0 postoji 6 > 0 tako da je (c—d,c) C D(f), te daiz x € (¢— 0, c) slijedi
f(z) <m.

Pisemo lim f(z) = —ooc.
T—rc—

Kazemo da funkcija f ima desni limes —oo u tocki ¢ € R ako za svaki
m < 0 postoji 0 > 0 tako da je (¢,c+0) C D(f), te daiz x € (¢,c+9) slijedi
f(z) <m.

Pisemo mli>r£1+ f(z) = —o0.

Primjer 17.

1.) f(z) =Inx
Kako je D(f) = (0,00), to je 0 rubna tocka domene funkcije f. Vrijedi

wli%lJr f(.’ﬁ) - :EliglJr Iz = —oc.

Uoc¢imo da ne postoji lir(r)1 f(x) buduéi da funkcija f nije definirana za
z—0—

x < 0.
y

0 / X
Slika 61: Desni limes funkcije f u tocki ¢ =0
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Ovdje je D(f) = (—00,0) U (0,00), pa je 0 rubna toctka domene funkcije
f- Vrijedi

lim z)= lim — = —00
z—0— f( ) r—0— ’
1

lim f(z)= lim — = oo.
x—>0+f( ) z—0+ X

y

f
0 X

Slika 62: Lijevi i desni limes funkcije f u tocki ¢ =0

3) (@) = g

Kako je D(f) = (—00,2) U (2,00), to je 2 rubna tocka domene funkcije
£. Vrijedi

1
I = lim - =
AT = g g =eo

1
I = lim — = oco.

y
f
—‘/0 2 X

Slika 63: Lijevi i desni limes funkcije f u tocki ¢ = 2

114



5. Limes funkcije 115

4) f(x)=tgx

Kako je D(f) = R\{§ +kn | k € Z} = Upez(—5 + km, 5 + kn), to su
T 4+ km, k € Z, rubne tocke domene funkcije f. Vrijedi

lim f(z)= lim tgx = oo,
5= =T —

T—r 2
lim f(z)= lim tgx = —o0c.
g+ 2
y
f
21y 3m o m 3m 2mx
) 2 2 2

Slika 64: Lijevi i desni limes funkcije f u tocki ¢ = 5

5.2 Neprekidne funkcije

Neka je f : (a,b) — R realna funkcija realne varijable, te neka je ¢ € (a,b).

Kazemo da je funkcija f neprekidna u tocki c ako za svaki ¢ > 0 postoji
0 > 0 tako da za svaki x € (a,b), iz |x — ¢| < § slijedi |f(z) — f(c)| < e.

Iz definicije neprekidnosti slijedi da funkcija moze biti neprekidna samo
u tockama svoje domene.

Ako funkcija f nije neprekidna u tocki ¢, tada kazemo da f ima prekid
u tocki c.

Pojam neprekidnosti moze se opisati pomoc¢u limesa, o ¢emu govori
sljededi rezultat.

Funkcija f je neprekidna u tocki ¢ ako i samo ako ima limes u tocki c,
te vrijeds

lim f(z) = f(0).

Tr—cC
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Ako funkcija f ima prekid u tocki ¢, tada razlikujemo sljede¢e mogucé-
nosti prekida.

(a) Ako je xlii?_ f(z) € R, xligl_i_f(z:) € R, te vrijedi
Jim f(z) # lim f(z),
ili
Tim fa)= lim f(z) # (o),

tada kazemo da funkcija f u tocki ¢ ima prekid prve vrste.

Pritom, ako je lim f(x) = lim f(x) # f(c), tj. ako postoji lim f(z),

r—Cc— r—ct+ r—c
ali je lim f(x) # f(c), kazemo da je prekid u tocki ¢ uklongiv.
T—rC

Naime, u tom slu¢aju mozemo predefinirati vrijednost funkcije u tocki

¢, tj. staviti f(c¢) := lim f(z) i dobiti neprekidnu funkciju u tocki c.
Tr—rC

(b) Sve tocke prekida funkcije koje nisu tocke prekida prve vrste nazi-

vamo tockama prekida druge vrste.

Napomenimo da u slu¢aju kada je D(f) = [a, b], neprekidnost funkcije u
rubnim tockama a i b ispitujemo racunajuéi desni limes u tocki a, odnosno
lijevi limes u tocki b.

Ako je xl_1>r51+ f(z) = f(a), reéi éemo da je f zdesna neprekidna u tocki a.

Ako je liril f(z) = f(b), reéi ¢emo da je f slijeva neprekidna u tocki b.
x—b—
Sliéno postupamo i u sluc¢aju da je D(f) = [a,b) ili D(f) = (a, b].

Kazemo da je funkcija f neprekidna na skupu S C D(f), gdje je S
interval ili unija intervala, ako je ona neprekidna u svakoj tocki skupa S.

Odnos neprekidnosti prema algebarskim operacijama, te prema kompo-
ziciji dan je sljede¢im rezultatom.

(a) Ako su funkcije f i g neprekidne u tocki c, tada je
funkcija f + g neprekidna u tocki c,
funkcija f — g neprekidna u tocki c,
funkcija f - g neprekidna u tocki c,

funkcija S neprekidna u tocki ¢,  (uz wvjet da je g(c) # 0).
g

(b) Neka su f i g funkcije za koje je Im(f) C D(g). Ako je funkcija f
neprekidna u tocki ¢, a funkcija g neprekidna u tocki f(c), tada je funkcija
go f neprekidna u tocki c.
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To zapravo znaci da postoji lim (g o f)(z), te vrijedi
r—cC

lim(go f)(x) = (go f)(c),

r—C

odnosno

lim (g(f(x)) = g(lim f(z)).

Tr—C r—c

(Kazemo da limes i neprekidna funkcija g mogu zamijeniti mgesta.)

Istaknimo da su sve elementarne funkcije neprekidne na svojim domena-
ma.

Primjer 18.

Sz ako je x # 0,
1 ako je x = 0.

Uoc¢imo da je D(f) = R i da je f neprekidna na R\ {0}. Ispitajmo
neprekidnost funkcije f u toc¢ki x = 0. U tu svrhu racunamo

lim f(z) = lim T gy M -1,
z—0— z—0— |;E| z—0—- —I

o .
lim f(z) = lim MRT g 2T
x—0+ x—0+ |SU‘ z—0+ X

Dakle, funkcija f ima u x = 0 prekid prve vrste.

x akojex #7,
5 akojex=T.

2) £ = {

D(f) = R i ocito je f neprekidna na R\ {7}. Ispitajmo neprekidnost
funkcije f u tocki x = 7. Ra¢unamo

lim f(z)= lim =z =71,
T—T7—

v :

Stoga postoji hII% f(x) i vrijedi lim7 flxe)=T#5= f(7).
— z—
Dakle, funkcija f ima u tocki z = 7 prekid prve vrste, i to uklonjiv.
Mozemo predefinirati vrijednost funkcije f u tocki 7 tako da stavimo
f(7) = lim7 f(x) =7 i dobiti neprekidnu funkciju na R.
r—

1 .
_ | wsin; ako je x #0,
3) flx) = { 0 ako je x = 0.
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Jasno je da je D(f) = R i da je f neprekidna na R\ {0}. Da bismo
ispitali neprekidnost funkcije f u tocki x = 0 racunamo

. . 1
Mg ()= T weing =0

lim f(z)= lim xsin— =0.
z—0+ z—0+4 T
Dakle, postoji lim f(x) i vrijedi lim f(z) = 0 = f(0). Stoga je funkcija f
z—0 z—0
neprekidna i u tocki z = 0.
Prema tome, funkcija f je neprekidna na R.

1 .
| = akojex #2,
4) fl@) = { 0 ako je r = 2.

D(f) = R i ocito je f neprekidna na R\ {2}. Ispitajmo neprekidnost
funkcije f u tocki x = 2. Ra¢unamo

A=l g = e
1
lim f(z) = lim =00

T2+ T2+ T — 2
Stoga funkcija f ima u tocki x = 2 prekid druge vrste.

5.) Odredimo a € R tako da funkcija

et akojex <1,
f@) =19 e

ako je x > 1,

z—1

bude neprekidna na R.

Uoc¢imo da je funkcija f neprekidna na R\ {1}. Da bi f bila neprekidna
u tocki z = 1 mora vrijediti ﬁr{l f(z) = lir{lJrf(a:) = f(1). Ra¢unamo
z—1— z—

li - atz _ ,a+l
A )= A =
-1 -1
lm f(2) = fim 2 T 121,
T—1+ =1+ x—1 a1+ —1 =1+
f(l) = eatl,
Dakle, mora biti ispunjeno et =1, pa je a = —1.

Svojstva neprekidnih funkcija
Istaknimo neka znacajna svojstva neprekidnih funkcija na segmentu.

(a) Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na segmentu [a,b] i ako f
nije konstanta na [a,b], tada je Im(f) = [c,d], tj. slika funkcije f je takoder
segment.
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(b) Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na segmentu [a,b], tada
je f omedena na [a,b], tj. postoji M > 0 takav da je |f(z)] < M za sve
x € [a,b].

(c) Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na segmentu [a,b], tada ona
dostize minimalnu 1 maksimalnu vrijednost na tom segmentu, tj. postoje
Tm, Tr € [a,b] takvi da je f(xm) < f(x) i f(zam) > f(z) za sve x € [a,b].

(d) Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na segmentu [a,b], tada f
na tom segmentu poprima sve vrijednosti izmedu svoje najmange i najvece
vrijednosti.

(e) Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na segmentu [a,b] i ako je
f(a)f(b) <0, tada postoji c € (a,b) tako da je f(c) = 0.
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6 Derivacija funkcije

6.1 Pojam derivacije

Neka je zadana funkcija f : (a,b) — R, te neka je ¢ € (a,b). Ako postoji

o £+ 1) = F(©)
h—0 h

)

onda taj broj zovemo derivacijom funkcije f u tocki c i oznacavamo s f'(c).

Dakle,
Osim f’(c) koristi se i oznaka d};(;)

f(c+h)

Af(c)=f(c+h)-f(c)

f(c)

Slika 65: Derivacija funkcije f u tocki ¢

Vrijednost Az = h zovemo prirastom varijable, a vrijednost Af(c) =
fle+ Ax) — f(c) prirastom funkcije f u tocki c.
Stoga formulu za derivaciju mozemo pisati i u obliku

f'(c) = lim Af(e)

o0 Az

Ako funkcija f ima derivaciju u toc¢ki ¢, tada kazemo da je f derivabilna ili
diferencijabilna u tocki c.
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Operaciju kojom odredujemo derivaciju zovemo deriviranjem ili diferen-
ciranjem.

Ako funkcija f ima derivaciju u svakoj tocki intervala (a,b), kazemo da
je f derivabilna ili diferencijabilna na tom intervalu. Tada je s z — f'(x)
definirana nova funkcija na (a, b) koju oznacavamo s f’ i zovemo derivacijom
funkcije f na intervalu (a,b).

Moguce je definirati i pojam lijeve, odnosno desne derivacije funkcije f
u nekoj tocki, pri ¢emu limes funkcije iz definicije derivacije zamijenimo s
lijevim, odnosno desnim limesom.

Izracunajmo sada derivacije nekih funkcija.

Primjer 1.
1.) f(x)=¢c,ceR
Rjesenje
) +h) — f(z) . c—c .0
(&) = lim 7% — — lim - =
) h0 h hso  h hso h 0
Prema tome, ¢’ = 0.
2) fl@) =2
Rjesenje
o f@th) - f@)  ath-a
) = Jim h = T im =
Dakle, 2/ = 1.
3.) flx) =22
Rjesenje
_flet+h) — fl@) . (z+h)? —a?
/ = ] = lim — % %
Jz) hs0 h B0 x?
249 2 _ .2
_ i C R T o h) = 2
h—0 h h—0

Dakle, (2)" = 2z.
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4) f(x) = vz, x€(0,00)
Rjesenje

h—0 h h%O h
_ lim Ve+h—Vz Vz+h+Va — fim r+h—u
h—0 h \/ﬁ +vr  h=0h(Vz +h+/2)

a fHO\/ﬁJrf 2x/5

Dakle, () = 2\1/5

5.) f(x) =sinzx

Rjesenje
Da bismo izra¢unali derivaciju funkcije f koristimo formulu za razliku
sinusa:
. . T+Y\ . [(T—Y
sinx — siny = 2 cos <7>sm( )
2 2
Rac¢unamo
. fle+h)—f(z) . sin(zx+h)—sinz
/ = 1 == 1
(@) hli% h hli% h
r+h+x . /x+h—=x
2cos () sin ()
= 1
hli% h
h h
2 cos (:U + ) - sin (—)
= lim 2 2
h—0 h
. /h
N0
= lim cos (a:+—) . =coszx
h—0 2

Prema tome, (sinz)’ = cosx.
6.) f(x) =coszx
Rjesenje
Da bismo izra¢unali derivaciju funkcije f koristimo formulu za razliku

kosinusa:
+ y) . (ZL‘ — y)
sin .
2

COST — COSY = —2sin(
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Rac¢unamo
. flx+h)—f(x) . cos(x+h)—cosz
! _ J—
fla) =l h = fin h
r+h+x . /(T+h—=
—25n<72 ) - sin <72 )
= 1
hl—ri% h
. . rh
—2sin (x + 7) - sin (5)
- 1
hlg% h
sin <ﬁ>
= —limsm<x+ﬁ)- 2 = —sinx.
h—0 2 E
2
Prema tome, (cosz)’ = —sinz.

7.) f(z)=lnz, x€(0,00)

Rjesenje
In(1
Pokazimo najprije da je lim M =1
z—0 X
Naime,
In(1 1
im 2D L 4 2) = lim n(1 4 2)
x—0 x z—0 X z—0

1
n(lim(1+2)7) = Ine

(Ovdje smo koristili neprekidnost funkcije 2 — Inz, zbog ¢ega su lim i In
mogli zamijeniti mjesta.)

Rac¢unamo
. flx+h)— f(z) In(x +h) —Inz
/ _
fla) = lim h = fim h
1n(x+h> 1n<1+—) ln<1+ﬁ>
= lim 24 = lim L2 — lim z
h—0 h h—0 h h—0 ﬁ o
T
h
m(1+2)
= lim — L2 —
h—0 X ﬁ X
x
, 1
Dakle, (Inz)" = —.
x
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6.2 Derivacija i neprekidnost

Ako je funkcija f derivabilna u tocki c, tada je f neprekidna u tocki c.
Sljedeéi primjer nam pokazuje da obrat ne vrijedi, tj. da neprekidnost funk-

cije u tocki ¢ ne povlaci derivabilnost u tocki c.

Primjer 2.

f(z) = |z|
Jasno je da je funkcija f neprekidna na R. Pokazimo da f nije derivabilna
u nuli. U tu svrhu ra¢unamo

g LOERN SO R0 T
h—0~ h h—0—- h h—0- h

lim FO+R) = 1O _ lim |h|70:limﬁ:1.
h—0+ h h—0+ h h—0+ h

buduéi da su lijevi i desni

f(O+h)—£(0)
h

Odavde slijedi da ne postoji }llin%)
_>.
limes razliciti. Dakle, ne postoji f/(0).

Moze se pokazati da je u svim drugim tockama funkcija f derivabilna,
te vrijedi

f’(x)—{ 1 akojex >0,

—1 akojez <0.

Slika 66: Graf funkcije f(z) = |z
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6.3 Pravila deriviranja

Neka su funkcije f i g derivabilne u tocki c. Tada vrijedi:
(a) (f(e)+g(c)) = f'(c) + 4'(c),
(b) (f(c) = g(e)) = f'(c) — g'(c),
(©) (k-f(e)) =k-f(c), keR,
(d) (f(e)-g(e)) = f'(c) - gle) + f(c) - g'(c),
© (f(c))’ f'(e) - g(c) = f(c) - g'(c)

= ()2 (uz uvjet g(c) # 0).

Primjer 3.

1.) Naéi derivaciju funkcije x — tg .

Rjesenje
, sinz\/ (sinz) -cosz —sinz - (cosz)
(tg .ZL') - - 2
cos cos? x
cosx-cosx —sinx - (—sinz)  cos’z +sin’x 1
cos? x cos? cos?

2.) Nadi derivaciju funkcije = — ctg .

Rjesenje
, cosz\’ (cosz) -sinxz — cosx - (sinz)’
(ctg z) = . = 5
sin x sin® x
—sinz-sinx —cosz-cosz  —(sin®z + cos® x)
sin? x sin? x
sin? x

3.) Nadi derivaciju funkcije x — log, .

Rjesenje
Inz\’ 1 / 1 1 1
et = (22) = () =y oy L L
(log, ) Ina Ina n Ina (Inz) Ina =z
B 1
~ zlna
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Primjer 4.
Nagéi derivaciju sljede¢ih funkcija.
1.) f(z) = 52% +sinz + 1
Rjesenje
fl(x) = (52%) + (sinz) +1 =5 (2?)' + (sinx)’ + 1/
= 5-2x4cosxz+0=10x 4 cosz
2.) f(x)=zlnz
Rjesenje
flx)=2" -lnx+z- -(Inz) = 1olnx+x-%:lnx—l—1

2

x
Rjesenge
ra@ = ( o )/+(tg 1) = (x2)/'smx._2x2'(smx)/ +0
sin x sin® x
B 2xsinx — z? cosx
N sin®

6.4 Derivacija slozene funkcije

Neka su f i g funkcije za koje je Im(f) C D(g). Ako je funkcija f deriva-
bilna u tocki ¢, a funkcija g derivabilna u tocki f(c), tada je funkcija g o f
derivabilna u tocki ¢, te vrijedi

(gof)(c)=4d'(f(c)) (o).

Primjer 5.
1.) Naéi derivaciju funkcije  — sin(z?).
Rjesenje
Stavimo f(z) = 22, g(x) = sinx. Tada je f'(z) = 2z, ¢’(z) = cosz. Kako je
(90 f)(z) = g(f(x)) = g(a?) = sin(a?),

to je prema formuli za derivaciju slozene funkcije

(sin(z?)) = (gof)(x) =g (f(x) f'(2) =g'(=?) f'(z)

= cos(2?) - 2z = 2x cos(z?)
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2.) Nadi derivaciju funkcije « — /cos .
Rjesenje
Stavimo f(z) = cosz, g(x) = y/z. Tada je f'(z) = —sinz, ¢'(z) = ——.

Kako je
(g0 f)(@) =g(f(x)) = g(cosz) = V/cosz,

to je prema formuli za derivaciju slozene funkcije

(Veosz) = (go f)(z) =g (f(x)) f(x) =g (cosz) - f'(x)

1 ( . ) sin x
= -(—sinx) = — .
2 /cosx 2 /cosx

Primjer 6.
Nadi derivacije sljedec¢ih funkcija:

1) f(z) = {/(x?2 =22 — 1)

2) flx) = arctg(%)
3.) f(z)=5%"
1) f(z) = eherr
5.) f(z) = In(1 + sin(3/z))
6.) f(z) =1n*2—2)
7.) f(z) = x - arcsin(2zx + 1)
8) f(z) = (@2 +1) - ¢
cos?
0) Ja) = L
10) f) = 2
Rjesenje
/ _ 1x2_ T — 7%‘ T — _ 2(1:*1)
1) 1@ = gty = o 2D
, _ 1 -1 1
2) '@ = e e T e
3) fe) = 5% -5
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(o) = AT Ay 3y
4) fl(z) = e Az 1 7)? = (4$+7)26
/ i 1 1

5) fl(z) = T+simn(3ya) cos(3v/x) - 3 - OV

_ 3 cos(3v/x)

RPN (EEEN )
6.) f'(x) = 3In*2—z)- 5 i — (=)= 31“;(_2?)
7.) f'(x) = arcsin(2e+1)+x- T (;x 1) -2

= arcsin(2z + 1) + \/ﬁW
8) fllx) = 2z (22 +1)-3 -3 =32 420 +3)- >
9.) fllz) = 2cosx - (— sin(a;)x-_(92x)2— 2) — 9cos? x

(2 —9z)sin (2z) — 9cos®

(9 — 2)2
, %3272z —In(2®) 3 —In(a?

10) fa) - - S

6.5 Derivacija inverzne funkcije
Ako je f~! inverzna funkcija funkcije f, tada je
(fof Ny) =y zasve yeD(f).
Odavde, prema pravilu za derivaciju slozene funkcije slijedi
PO - () =1
Uocimo da iz f(z) = y slijedi f~'(y) =, pa je
fla)- (F)'(y) =1.

Prema tome, .
=N

(uz uvjet da je funkcija f derivabilna u tocki x i da je f'(x) # 0).
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Primjer 7.

Nadéi derivaciju inverznih funkcija sljedeé¢ih funkcija.
1.) f(x) =log,z, =€ (0,00)

Rjesenje

Ovdje je z = f~(y) = a¥, pa je

@) = (7)) = Jrizg = —— = oha=a'lne.
zlna

Ovu formulu mozemo pisati u obliku
(@®) =a®”lna, z€R.
Stavimo li a := e, imamo

() =e*lne=¢", x€R.

2.) f(z) =sinz, xe€ (—g z)
Rjesenje
Ovdje je f~1(y) = arcsiny, pa je

1 1 1 1

arcsiny)’ = (f~4 = = = = .
( =TT = 56y = cosa V1—sin®z  /1—y?

Dakle,
1

arcsinz) = ——, x € (-1,1).

(aresing) = =2y 7€ (LD
3.) f(z) =cosz, z€(0,m)
Rjesenje
Ovdje je f~1(y) = arccosy, pa je

1 1 -1 1

(arCCOS y)’ = (f_l)/(y) = f/(x) - —sinz m B 1-— yz.

Dakle,

(arccosx) = —
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4.) f(x)=tgx, =x€ (— g,g)

Rjesenge
Ovdje je £ (y) = arctg y, pa jo
1 1 1 1
(arcte ) = (7)) = gy = — 17— =0 = e = 1
cos? x
Dakle,
1
(arctg SU), = m, T € R

5.) f(z) =ctgx, z€(0,m)
Rjesenje
Ovdje je f~1(y) = arcctg y, pa je

(arctg y)' = (f‘l)’(y)Zf,zx)= 11 = —sin’z
1 1_sin2;1:

Cl4ctg 2z 1492

Dakle,
1

(arcctg z)' =

Primjer 8.

Naéi derivaciju opcée potencije x — z¢, ¢ € R, za x > 0.

Rjesenje

Kako je 2¢ = (e"*)¢ = ¢I" 0 je prema pravilu za derivaciju slozene
funkcije

1 1
(2¢) = (e%) = eIn% . (¢lnz) =M% .¢. = =2 c- — =cx
T T

Napomenimo da je ova formula valjana i za x < 0 ako je x¢ definirano.
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Tablica derivacija osnovnih elementarnih funkcija

1.) ¢ =0 (c=konst.)

2.) (z¢) = cx¢"!  (c = konst.)
3.) (a®) =a*lna (a=konst., a >0, a#1)
4.) (e*) =e*
1
(1 "= =k . 1
5.) (log,x) g (a =konst., a >0, a#1)
1
6.) (Inz) = =
) (nzy =1
7.) (sinz) = cosz
8.) (cosz) = —sinx
1
9.) (tg )’ =
) (tg2)' = —5—
1
10.) (ctg z) = ——
sin®
1
11.) (arcsinz) = ———
1
12.) (arccosz) = ———-
1
13. t = ——
) (aretg ) = -
1
14. t g
) (arcctg x) 22

6.6 Logaritamsko deriviranje

Neka je funkcija h dana formulom h(x) = f(z)9%). Izra¢unajmo derivaciju
funkcije h.

Logaritmiranjem funkcije A dobivamo

In(h(z)) = In(f(x)**)) = g(x) In f(=).
Odavde je
(In(h(2)))" = (g(z)In f(2))’,
pa po pravilu o derivaciji slozene funkcije imamo

1 , L
@) = ¢ @) (@) + 9(e) - 75 S,
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t].
W) = b)) W(f) + gl) ?fff)
= F@@ (g/(@) (/@) + gla) - J;g)))‘

Opisani postupak nazivamo logaritamskim deriviranjem.

Primjer 9.
Naéi derivaciju funkcije f(z) = 252,
Rjesenje

Kako je In(f(z)) = In(z5"?) = sinz Inx, to je

(In(f(z)) = (sinzlnz)’,

tj.
1 1
- f'(x) =cosz-Ilnxz +sinx - —.
O :
Dakle, .
fl(x) = f(a:)(cosa:-lnx—ksmx
x
= azsma’(cosx‘lnx—i- ST
x

Primjer 10.

Naéi derivaciju funkcije f(x) = (arctg a:)xQH.
Rjesenje

Logaritmiranjem funkcije f dobije se

In(f(x)) = In ((arctg :E)IQH) = (2% 4 1) In(arctg ).

Sada deriviranjem obiju strana ovog identiteta imamo

1, ) 1 1
. — 9221 t 1) - )
o) f(x) x - In(arctg ) + (z“ + 1) arctgz 2211
1 .
= 2z -In(arctg x) +
arctg x
Odavde je

/ _ 2241 i .
f(xz) = (arctg x) (2:0 In(arctg ) + arcte $>
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6.7 Derivacije viSeg reda

Neka za funkciju f : (a,b) — R postoji funkcija [’ : (a,b) — R. Ako je
funkcija f’ derivabilna na intervalu (a,b), tada funkciju (f’)" oznac¢avamo s
f" i zovemo drugom derivacijom funkcije f. Dakle,

f//(x) = (f/(x))la z € (a, b)'

Analogno se definira
@)= ("), ) = ("),
Za derivaciju n-tog reda funkcije f (n € N) koristimo oznaku f () jli -

Primjer 11.
Naéi drugu derivaciju funkcije f(z) = 22 + sinz.
Rjesenje
f'(x) = 2x+cosuz,
f"(x) = (f'(x)) =2z +cosz) =2 —sinzx.
Primjer 12.
5
Naéi treéu derivaciju funkcije f(z) = 2In®z 4+ = — 7.
x
Rjesenje
1 5 Inxz 5
/ = 4lnxr- - - — =4/~ _ =
f'(x) ng: - = — el

1
~.x—Inx 10 1—-Inxz 10
[ (@) T3 =t 3

x
—1.22 - (1-Inz)-2z 30
@) = 4 - -2
—x—(1—1Inz)-2z 30 —1-2(1—-Inx) 30
=4 x? _g:4 a3 st
2lnz -3 30
B R

6.8 Derivacija implicitno zadane funkcije

Krivulje u ravnini kao sto su kruznica, elipsa, hiperbola itd. mozemo zadati
jednadzbom F(z,y) = 0. Primjerice, s F(z,y) = 2% + y> — r? = 0 odredena
je jednadzba kruznice. Nadalje, s F(z,y) = i—; + g—j — 1 = 0 odredena je
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jednadzba elipse, dok je s F(z,y) = ;E—; — z—j — 1 = 0 odredena jednadzba
hiperbole.

Promotrimo poblize jednadzbu F(x,y) = 22 + y?> — 1 = 0 koja odreduje
kruznicu polumjera 1 sa sredistem u ishodistu.

Iz 22 +y?> — 1 = 0 slijedi y> = 1 — 22, odakle je y = V1 — 22 ili y =
—v/1 — 22. To nam govori da su jednadzbom F'(z,y) = 0 implicitno zadane

funkcije
fl(l') =+1- 2 i fg(l’) = -V 1— 22

Dakle, vrijedi F(z, f1(xz)) =01 F(z, fa(z)) = 0.

y=1,(x)

y=t)(x)

Slika 67: Grafovi funkcija y = fi(x) i y = fa(x)

Prema tome, funkcijom y = fi(z), € [—1, 1], odredena je gornja polukruz-
nica, dok je funkcijom y = fa(x), = € [—1, 1], odredena donja polukruznica.

Uocimo da kruznica nije graf niti jedne funkcije, buduéi da su svakoj tocki
x € (—1,1) pridruzene dvije razlicite tocke y; i yo takve da je 22 +y? =11
22 +y2 = 1. Nadalje, funkcije f1 i f2 nisu jedine funkcije koje su jednadzbom
F(xz,y) = 0 zadane implicitno. Takvih funkcija ima beskona¢no mnogo.
Primjerice, s

fa(a) = V1—22 ako je z € [-1,0),
S —VI—2? akojex € [0,1]

zadana je jo$ jedna funkcija za koju je F(z, f3(x)) = 0.
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y=fy(x)

Slika 68: Graf funkcije y = f3(x)

Pokazimo sada kako izra¢unati derivaciju bilo koje funkcije koja je s
F(z,y) = 22 +3? — 1 = 0 zadana implicitno.

U tu svrhu najprije uvrstimo y = f(x) u jednadzbu F(z,y) = 0. Kako je
F(z, f(x)) = 0, to u nagem sluéaju imamo 22 + f%(z) — 1 = 0. Koristenjem
formule za derivaciju slozene funkcije imamo

2z +2f(z) - f'(x) —0=0,

odakle je x + f(z) - f’(z) = 0. Dakle,

x
fl(z) = ———.
=T
Ako sada za f stavimo funkciju fi dobit ¢emo
x x

f{(l’) = _fl(w) = - /71_332‘

Stavimo li pak f = fy imamo
x x x

fa@) = TR VT2 V1-a%

Uoc¢imo da bismo iste formule dobili da smo derivirali eksplicitno zadane
funkcije f1(z) = V1 — 221 fa(x) = —v1 — 22. Medutim, nije uvijek moguce
funkciju koja je jednadzbom F'(z,y) = 0 zadana implicitno napisati u eks-
plicitnom obliku. Stoga takve funkcije deriviramo na gore opisani nacin.

Primjer 13.

Naéi derivaciju funkcije y = f(z) zadane implicitno jednadzbom e¥ +z +
y+ 1 =0 u tocki T'(—2,0).
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Rjesenje
Uo¢imo da funkciju y = f(x) koja je jednadzbom
Fz,y)=e+2+y+1=0

zadana implicitno ne mozemo napisati u eksplicitnom obliku. Ipak, derivi-
ranjem implicitno zadane funkcije

SO Lt f@)+1=0
dobivamo
T @ f(x) +1+ f'(z) = 0.
Odavde je f'(z)(ef/®) +1) = 1, pa je
1

! e —
f(x) - ef(m)_'_l'

Uoc¢imo da tocka T'(—2,0) pripada krivulji zadanoj s F(x,y) = 0, jer je
F(-2,00=¢"—24+0+1=0.
Derivacija funkcije y = f(x) u tocki T(—2,0) prema gornjoj formuli

iznosi
1 1

/— = - =
F(=2) ef(=2) 41 eV +1 2

Primjer 14.
Nadéi derivaciju funkcije y = f(x) zadane implicitno jednadzbom arctg y =
In(z? + y?) + 5 u tocki T'(0, 1).
Rjesenje
Deriviranjem implicitno zadane funkcije
arctg(f(z)) = In(z® + f(2)?) + Z
dobije se
1 , 1 9 ,
T f@e fi(z) = T (327 + 2f (2) ().
Tocka T'(0,1) pripada danoj krivulji, pa uvrstavanjem njenih koordinata u
gornji izraz imamo
o 1

:m'(3‘02+2'1‘f/(0))7

tj.

odakle slijedi f/(0) = 0.
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6.9 Derivacija parametarski zadane funkcije

Neka je I C R interval, te neka su zadane funkcije

x=f(t), y=gt), tel.

Tada svakom ¢t € I odgovara tocka ravnine T'(f(t),g(t)). Kada varijabla ¢
prolazi intervalom I tada tocka T'(f(t), g(t)) opisuje neku ravninsku krivulju.
Formule

r = f(t)
y=g(t), tel

zovemo parametarskim jednadzbama te krivulje.

Primjer 15.

1.) = =rcost
y=rsint, te€[0,2w), r >0 danibroj.

Uoc¢imo da je

2 2

2?4+ % =r?cos® t + r?sin’t = r?,

pa su stoga x = rcost, y = rsint parametarske jednadzbe kruznice.

2.) © =acost
y=bsint, te0,2m), a,b>0 dani brojevi.

Kako je

.TZ 2

?—l—%ZCOSQt—i—sith:l,

to su x = acost, y = bsint parametarske jednadzbe elipse.
3)xz=t+2
y=>5Ht—1, teR.

Uvrstimo li ¢ = 2 —2 iz prve u drugu jednadzbu dobivamo y = 5(z —2)—1 =
5z — 11. Dakle, x =t + 2, y = 5t — 1 su parametarske jednadzbe pravca.

Uoc¢imo da smo u prethodnim primjerima iz parametarskih jednadzbi
krivulje eliminirali parametar ¢, te jednadzbu dane krivulje napisali bilo u
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implicitnom ili eksplicitnom obliku. Napomenimo da eliminacija parametra
t nije uvijek moguca.

Neka je sada funkcija y = y(z) zadana parametarskim jednadzbama
x:f(t),y:g(t),tef.

Pokazat ¢emo da je uz izvjesne pretpostavke na funkcije f i g moguce
izracunati derivaciju y/(z) direktno iz parametarskog zapisa (dakle, bez pri-
jelaza na implicitni ili eksplicitni zapis).

Pretpostavimo da su funkcije f i g derivabilne na intervalu I, te neka
funcija f ima inverznu funkciju f=! : Im(f) — I. Tada iz x = f(¢) imamo

= fﬁl(aﬂv pa je
y=9t)=9(f (@) = (go [7)(@).
Prema formuli za derivaciju slozene funkcije je
y'(z) = (gof1)(x) =g (f (@) (f)(x)

0 1 _gl(t)
= 90 F T F

uz uvjet da je f'(t) # 0. Koristeéi oznake

dy(x) df (t) dg(t)
/ _ () — () —
v =2 =20 g =
prethodnu formulu zapisujemo u obliku
dg(t)
dy(z) _ gt
dx af(t)
dt

Uobicajeno je umjesto x = f(t), y = g(t) pisati = = z(t), y = y(t), pa
formula za derivaciju funkcije poprima oblik

dy(t)
dy(z) _ gt
dx dx(t)”
dt

Napomena

d d
x, Y= % Ove oznake

Za derivacije po parametru koriste se i oznake © = i 7

su uobicajene u mehanici.
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Primjer 16.

Naéi prvu derivaciju u tocki kruznice

x(t) = cost
y(t) =sint, te€[0,2m)

za koju je t = %.

Rjesenje
zo = 2(3) = cos(3) = .
yo = y(5) =sin(§) = 5
Dakle, trazimo prvu derivaciju u tocki T(%, @) dane kruznice. Vrijedi
(@) dy(t)
, y(x dt cost
y(@) dx dz(t)  —sint et
dt
pa je
() -e (5) -4
Y\g) =7 \3) T 5
Primjer 17.

Naéi prvu derivaciju u tocki T'(wa,2a) krivulje zadane parametarskim
jednadzbama
x(t) = a(t — sint)
y(t) = a(l —cost), teR.

Rjesenje
Krivulju zadanu ovim parametarskim jednadzbama nazivamo cikloidom.

Kako je
xo = z(to) = a(ty — sinty) = 7a,
yo = y(to) = a(l — costy) = 2a,

slijedi tg = 7. Prema tome, iz

dy(t)
) = dy(z) ¢ asint ~ sint
YW= T dz(t)  a(l —cost) 1—cost
dt
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slijedi

0 2ma X

Slika 69: Cikloida

6.10 Fizikalno znacenje prve derivacije u tocki

Prakti¢na potreba za proucavanjem brzine gibanja tijela dovela je I. Newtona
I do otkri¢a diferencijalnog ra¢una.

Promotrimo gibanje materijalne tocke T" po pravcu. Bududéi da duljina
prevaljenog puta ovisi o trajanju gibanja, kazemo da je put funkcija vremena
i pisemo s = s(t). Dakle, s(t) je put koji je materijalna tocka prevalila do
trenutka ¢.

Oznacimo li sada s ty Cvrsti trenutak, tada je tocka T gibajuéi se u
vremenskom intervalu [to,to + At] presla put s(to + At) — s(tp). Stoga je
prosjecna (srednja) brzina gibanja tocke T' tijekom vremena (to+ At) —tg =
At jednaka

- S(to + At) — S(to)
sr T At .
Smanjujemo li duljinu vremenskog intervala At, srednja brzina vs, se sve
manje razlikuje od prave brzine v(tg) koju bi tocka T' imala u trenutku ¢g.
Stoga je trenutnu brzinu v(tg) tocke T u trenutku ¢y prirodno definirati kao
veli¢inu kojoj tezi srednja brzina v, kada At tezi prema nuli. Dakle,

. s(to + At) — s(to)
o) = g, 25

lengleski matematicar, fizicar i astronom (1643-1727)
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Prema tome, v(tg) = s'(to), tj. brzina u trenutku ¢¢ je prva derivacija puta
po vremenu u trenutku £g.
6.11 Geometrijsko znacenje prve derivacije u tocki

G. W. Leibniz 2 je dosao do otkri¢a diferencijalnog racuna rjesavajuéi pro-
blem konstrukcije tangente na zadanu krivulju.

Neka je f : (a,b) = R zadana funkcija, te ¢ € (a,b). Neka su Ty(c, f(c))
i T'(z, f(x)) dvije tocke na grafu funkcije f.

y

f(x)

Slika 70: Sekanta kroz tocke Ty i T’ na grafu funkcije f

Povucimo pravac kroz tocke Ty i T. Taj pravac nazivamo sekantom.
Oznacimo s ¢ kut kojeg sekanta zatvara s pozitivnim dijelom osi z. Tada

koeficijent smjera sekante kg iznosi

fx) = fle)

r —cC

kser = tg p =

Uzmimo sada da je tocka Ty ¢vrsta, te pustimo da se tocka T po grafu
funkcije f sve viSe priblizava tocki Ty. Kada T' — Ty (odnosno x — ¢) tada
sekanta kroz tocke Ty i T ”postaje” pravac koji zovemo tangentom na graf
funkcije f u tocki Tp. Dakle, kada x — ¢ tada tg ¢ — tg 7, gdje je 7 kut
koji tangenta na graf funkcije f u tocki Ty zatvara s pozitivnim dijelom osi
x.

2njemacki matematicar i filozof (1646-1716)
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Slika 71: Tangenta na graf funkcije f u tocki Ty(c, f(c))

Stoga se koeficijent smjera tangente k4, na graf funkcije f u tocki T'(c, f(c))
definira kao
kian = tg 7 = lim 7f(x) — )
T—cC T —c

(pod uvjetom da taj limes postoji).
Stavimo li h := = — ¢, tada prethodnu formulu piSemo u obliku

flet+h) = fle)
h

ktan = lim
h—0

odakle slijedi ktqn = f'(c).

Dakle, f'(c) je koeficijent smjera tangente na graf funkcije f u tocki
To(c, f(c)).

Jednadzba tangente na graf funkcije f u tocki Ty(c, f(c)) glasi

y = fle) = f(c)(x—c).

Normala na graf funkcije f u tocki Ty(c, f(c)) je pravac okomit na tan-
gentu. Stoga je koeficijent smjera normale k,,, jednak

1 1

knor = 7 = y
ktan f/(C)
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pa jednadzba normale glasi

1
NG
Ako je pak f'(¢) = 0, tada je tangenta paralelna s osi z i ima jednadzbu
y — f(c) =0, dok je normala okomita na os x i ima jednadzbu z — ¢ = 0.

y—flc)=

(x —¢).

Primjer 18.

Naéi jednadzbu tangente i normale na krivulju f(z) = %:1:3 u tocki
T(2,4).

Rjesenje

Kako je f(2) = % .23 =4, to tocka T pripada grafu funkcije f.

Za funkciju f je f'(z) = %:L’2, pa koeficijent smjera tangente u tocki

T(2,4) iznosi

[\CR GV

ktan = f,(2) = : 22 = 6.

Stoga jednadzba tangente glasi y — 4 = 6(z — 2), tj. y = 6z — 8.
Koeficijent smjera normale iznosi

1 1
k = — = ——
nor kta,n 6 b
pa jednadzba normale glasi y — 4 = —%(w —2), odnosno y = —%CL‘ + %

Primjer 19.

Nadi tocke u kojima su tangente na krivulju f(z) = (23+22%)e® paralelne
osi apscisa.

Rjesenje

Trazimo one tocke T'(zg, o) dane krivulje u kojima je

ktan - f/(xO) =0.
Deriviranjem funkcije f dobije se
f'(z) = (322 + 4z)e” + (23 + 22%)e” = (23 + 5a? + 4x)e”.
Nultocke prve derivacije funkcije f su rjeSenja jednadzbe
23 + 5% + 42 = 0.
Kako je
234522 +dr = x(x + 1) (z + 4),
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slijedi da ova jednadzba ima tri realna rjesenja:
Tl = —4, xTro = —1, xr3 = 0.
Kako je f(—4) = —32e™4, f(—=1) = e~ !, te f(0) = 0, trazene tocke su

Ti(—4,-32¢7Y), Th(—1,e71), T3(0,0).

Primjer 20.

Nadéi tocke u kojima su tangente na krivulju f(z) = +z — % okomite na

pravac y = —%l’ + 1.
Rjesenje
Koeficijent smjera danog pravca je —%, pa trazimo tocke na grafu funkcije
f za koje je
Fan = f'(20) = .

Kako je f'(z) = % + x%, apscise trazenih tocaka su rjeSenja jednadzbe

1 1 3

SRR
atosuz; =—21mze =2 Vrijedi f(—2) = —1, f(2) = %, pa tocke u kojima

su tangente na danu krivulju okomite na pravac y = —%x + 1 glase

1 1
T<—2,—7), T<2,7).
! 2 AN

Primjer 21.

Naéi jednadzbu tangente na kruznicu
x(t) = cost
y(t) =sint, t€[0,2m)

u tocki T(%2, ¥2).
Rjesenje

Iz g = costy i 72 = sint slijedi tg = F. Izracunajmo derivaciju y'(x).

ay(@) dy(t)

, ay(x) o cost _

yiw) = de  dx(t) —sint cte
dt
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pa je

() = (5) =

Odavde slijedi da je koeficijent smjera tangente kg, = y’(72) = —1. Jed-
nadzba tangente na kruznicu u tocki T’ (@ ﬁ) glasi

272
V2 V2
5GP
tj. y = —x 4+ V2.
y

Slika 72: Tangenta na kruznicu u tocki T'( 72,

HfS)

)

Primjer 22.

Naéi jednadzbu normale na krivulju vz +1 + /(z + 1)y = 3 u tocki
T(0,4).

Rjesenje
Bududéi da je koeficijent smjera normale

1 1

_ktan f/(O) '

potrebno je najprije derivirati funkciju y = f(x) zadanu implicitno jedna-
dzbom

knor =

Ve+1++/(z+1)f(z)=3.

Deriviranjem se dobije

1 1
N ES (z+1)f(z)

(f(x) + (z+ 1) f'(x)) = 0.

145



6. Derivacija funkcije 146

Uvrstimo li u gornji izraz koordinate tocke 7°(0,4) imamo

1 1
+ 4+ (0+1)f(0)) =0,
WO i1 ool T OHNA0)
odakle se lako izracuna f’(0) = —6.

Prema tome, ko = %. Jednadzba normale na danu krivulju u tocki 7°(0,4)
glasi

tj. y =tz +4.

6.12 Kut izmedu krivulja

Kut pod kojim se sijeku dvije krivulje zadane jednadzbama y = fi(z) i
y = fa(zx) definira se kao kut izmedu njihovih tangenata u sjecistu.

0 / ;(O X

Slika 73: Kut izmedu krivulja y = f1(z) i y = fa(x)

Oznacimo li s T'(zg, yo) tocku u kojoj se sijeku grafovi funkcija f; i f2, onda
koeficijenti smjerova tangenata na grafove funkcija f1 1 fo u tocki T'(xq,yo)
iznose redom ki = f{(xo) i k2 = fi(xo).

Stoga se kut ¢ izmedu tih tangenata ra¢una pomocéu formule (za kut
izmedu dvaju pravaca)

ko — k1
1+ k1ko

_ ‘ fa(xo) = fi(xo)

%Y= ‘ 1+ f](z0) - fo(wo) |
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Primjer 23.

Naéi kut pod kojim se sijeku krivulje fi(z) = 2% — 42 + 8 i fo(z) =
—2% + 6z u tocki T(1,5).

Rjesenje

Kako je f1(1) = 5, te fo(1) = 5, to je tocka T'(1,5) sjeciste ovih dviju
krivulja.

Iz fi(z) = 2z — 41 fi(x) = —2z + 6 slijedi da koeficijenti smjerova
tangenata na grafove funkcija fi i fo u tocki 7'(1,5) iznose redom

ki=fil)=21-4=-2 k=f(1)=-2-1+6=4
Stoga se kut ¢ medu tangentama na krivulje racuna po formuli

ko — k1
T+ k- ko

’4+2'6

tg o = 2
&% ‘ 1-2-4

=
Dakle, ¢ =~ 40.6°.

Primjer 24.

Naéi kut pod kojim se sijeku krivulje fi(x) = —%372 i fa(z) = ;5.

Rjesenje
Tocke u kojima se krivulje f1 i fo sijeku dobivamo rjeSavanjem jednadzbe

fi(x) = fa(z), tj.

1, x
——x° = .
2 T+ 2

Mnozenjem ove jednadzbe s 2(x + 2) dobije se —x?(x + 2) = 2x, odnosno
x(2% 4 22+ 2) = 0. Ova jednadzba ima jedno realno rjesenje = = 0. Kako je
f1(0) = f2(0) = 0, to se zadane krivulje sijeku u tocki 7°(0,0).

Izracunajmo sada koeficijente smjerova tangenata na grafove funkcija f;
i fo u tocki 7(0,0).

f{ (l‘) = -,

fi(z) = ﬁ

Stoga je k1 = f1(0) =0, ko = f5(0) = %, pa je

ko — k1
14 k- ko

1
1-0
140-

%w—’

N[ =

Dakle, ¢ =~ 26.57°.
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6.13 Diferencijal funkcije

Neka je funkcija f derivabilna u tocki z. Tada je

fa+h) ~ f@)

f(w) = Jim, h
Stavimo L
Tada je

f@+h) = f(z) = f(x)-h+e(h) h,
pri ¢emu je limy_,oe(h) = 0.
Dakle, prirast funkcije f u tocki x jednak je zbroju dvaju ¢lanova, tj.

Af(z) = f'(z) - h+e(h) - h.

Pritom je
. ¢e(h)-h . e(h)
1 =1
hoo fi(z) - h koo f(z)
Sto znaci da je drugi ¢lan zbroja £(h) - h mali u odnosu na prvi ¢lan zbroja
f'(x) - h za male h. Dakle, za male h je Af(z) = f'(x) - h.
Prvi ¢lan ovog zbroja zovemo diferencijalom funkcije f u tocki x i ozna-
cavamo ga s df (x)(h). Dakle,

df (z)(h) = f'(z) - h.

=0,

Osim oznake df (x)(h) cesto pisemo krace df (x) ili samo dy, pa je

dy = f'(z) - h.

Uoc¢imo da diferencijal funkcije f u tocki x ne ovisi samo o toc¢ki z u kojoj
se rac¢una nego i o prirastu varijable.
Za funkciju f(x) = z, tj. za y = x je diferencijal dy jednak

dy = f'(z)-h=1-h=h.

Kako je ovdje y = =z, to slijedi dx = h. Stoga umjesto h pisSemo dz i tu
veli¢inu zovemo diferencijalom nezavisne varijable. Sada je

dy = f'(z)dw.
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df (z)
dz

d
Stoga se aTy (odnosno ) uzima i kao simbol kojim oznacavamo deriva-
x

ciju f'(x).
Geometrijsko znacenje diferencijala

Prisjetimo se da je f'(x) koeficijent smjera tangente na graf funkcije f u
tocki T'(z, f(z)).

f(x+h)

Slika 74: Geometrijsko znacenje diferencijala

Oznacimo 1i s ¢ kut koji tangenta zatvara s pozitivnim dijelom osi z, tada
je tg v = f'(z). Odavde je tg ¢ = %7 pa je dy = tg pdx.

Kazemo da je diferencijal funkcije f u tocki z jednak prirastu ordinate
tocke T'(x, f(z)) na tangenti krivulje y = f(z) kad argument = dobije pri-
rast dz. U dovoljno maloj okolini tocke = graf funkcije f mozemo priblizno
zamijeniti tangentom na graf te funkcije u tocki .

Primjer 25.

Koristedi diferencijal funkcije priblizno izra¢unati v/9.1.

Rjesenje

Uzmimo f(z) = /2. Znamo da je v/9 = 3, pa stoga za tocku xq stavimo
xo = 9. Tada je prirast varijable h = 0.1. Prirast funkcije u tocki zg = 9
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priblizno je jednak diferencijalu funkcije f u tocki g = 9. Dakle,

AS(9) = Af(xo) ~ df (o) = f'(x0) -l = f'(9) - 0.1.

Kako je f'(z) = ﬁ, to je f(9) = 2= = %, pa je

Nadalje,
Af(9) = Af(xo) = f(wo+h) — f(zo) = f(9+0.1) — f(9) = f(9.1) = 3,
pa je
£(9.1) = Af(9) + 3 =~ 0.016 + 3 = 3.016.

Dakle, v/9.1 = 3.016.

Stvarna vrijednost je v/9.1 = 3.016620626, pa je pogreska priblizno 4.6 -
107°.

Primjer 26.

Koristeéi2 diferencijal funkcije priblizno izra¢unati vrijednost funkcije
f(z) =e'™ za x =0.98.

Rjesenje
Uzmimo zy = 1. Tada je f(zo) = f(1) = 1, a prirast varijable iznosi
h = —0.02.
Nadalje, f/(z) = —2ze'~*", pa je f/(1) = —2, odakle slijedi
Af(1) =df(1) = f'(1)-h = —2-(-0.02) = 0.04.
Vrijedi
Af(1) = Af(zo) = f(wo+ h) — f(xo) = f(1—0.02) — f(1) = f(0.98) — 1,

pa je
£(0.98) = Af(1)+1~0.04+1=1.04.
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6.14 L’Hospitalovo pravilo
f(z)

L’Hospitalovo pravilo primjenjujemo za ra¢unanje limesa kvocijenta lim ﬁ,
z—eg(x
pri cemu je
lim f(z) = lim g(z) = 0 ili lim f(z) = lim g(z) = oo;
tj. na neodredene oblike % ili 5. Pritom se na funkcije f i g postavljaju
izvjesni uvjeti.
L’Hospitalovo pravilo
Neka su funkcije f i g derivabilne na skupu S = (a,c) U (¢,b), te neka je
d'(z) #0 za sve x € S. Pretpostavimo da je

lim f(z) = limg(x) =0 i lim f(x) = lim g(z) = cc.

Tr—cC Tr—C Tr—C Tr—cC
/
Ako postoji lim / (m)’ tada postoji i lim @, te vrijedi
23 g (o) 2 g(a)
/
lim —f(x) = lim f(z)

e gla) e ga)

Napomena

L’Hospitalovo pravilo primjenjujemo i u slucaju ¢ = oo ili ¢ = —o0.

Primjer 27.

Koristeéi L’Hospitalovo pravilo izrac¢unati sljedeé¢e limese:

i 0
1) lim 227 — (7) — lim <%

z—=0 I 0 z—0 1
. 22 +2-6 0 20 +1 5
2) hm —_—_ = <7> = [1m — —
:c—>2.%'2—$—2 0 x—22x — 1 3
3.) lim — = (f) = lim —=0
r—o0 ¥ o0 r—o0 ¥
1 — - in2
4) lim 4% — (io)z lm —2Z_ — _ jm 227
z—0+ ctg x o0 z—0+ 1 z—0+ T
sin? z
_ (9) ~  lim 2sinxcosx —0
0 rz—0+ 1
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1
a1 x—1 0 a—1 1 2
6.) lim w _ (9) _ lim 1 —cosz (9) _ 5 sin 0
z—0 €T 0 z—0 2x 0 z2—0 2
Primjer 28.

. ... T-—sinz
Izrac¢unati lim ——.

T—00 T + SIN T
Rjesenje

Dijeljenjem brojnika i nazivnika s = dobivamo

1 sinx
—si - 1—
im 27T oy x 170
z—o0 r + sinx x—>ool+81nx 1+0
xr

Provjerimo mozemo li ovaj limes izrac¢unati koriste¢i L’Hospitalovo pra-
vilo.
Stavimo f(x) =x —sinz i g(z) = = + sinx. Tada je

lim f(z) = lim g(z) = oc.

T—00 T—00

Medutim,
f'(x)  1—cosx

g(x) 1+cosz’
f(z)

/
x
pa ne postoji lim I ) Dakle, iako lim —— postoji ne mozemo ga izra-
z—00 ¢ (x T—00 g(x)

¢unati koristeéi L’Hospitalovo pravilo, jer nisu ispunjeni svi uvjeti za njegovu
primjenu.

L’Hospitalovo pravilo koristimo i kod neodredenih oblika 0 - 0o i 0o — co.
Naime, ako je liLn f(z) =01 liin g(z) = oo, gdje je c € R, tada f(x)-g(z)

napisemo u obliku

f@)-g@) =L w0 pa) - gla) = LY
g(x) f@)

pri ¢emu neodredeni oblik 0 - oo svodimo na oblik % ili 2 na koji mozemo
primijeniti L’Hospitalovo pravilo.
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Sliéno, ako je lim f(z) = lim g(x) = oo, tada izraz oblika f(z) — g(z)
Tr—cC T—C
pretvorimo u oblik

o1
g(z)  f(x)

Na taj nac¢in smo neodredeni oblik co — oo pretvorili u oblik 0- oo, koji zatim
rijeSavamo na ve¢ opisani nacin.

f(@) = g(x) = ( ) (@) - g(a).

Primjer 29.
Koristeéi L’Hospitalovo pravilo izrac¢unati sljedec¢e limese.

. . Inz 00
mgaﬁMm_(U@_gal_%m)

NG

= 1' 71; = — 1' 2 =
a:—l>r(r)l+ _l ) 1 a:—l>r(r)l+ \/E 0
r 2\/x
. . Inx 00
2.) ng& arctg xlnx = (0-00) = xlg}ﬁ i = (5)
arctg x
_ T
- xg%lJr 1 1

arctg 2z 1+a2
(1+ 2?) arctg %z

= — lim
z—0+ X 5
t
= — lim (1+2?) - lim 2987
z—04 z—04 T
. arctg %z 0
= — lim —— = <—>
z—0+4 T 0
2 arct !
arctg « - ——
z—0+ 1
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. 1 1 o x—1—Inx 0
”ﬂﬂﬁa‘x_ﬂ —(”—”*JM““*—(ﬂ

= lim
x—1

1
Inz+ (z—1)-
T

. z—1 0
:hm————f:@>
z=laxlhnr+x—1 0

. 1 . 1
= lim T~ 250 22
xﬁllnfl)—l—l’-*—l-l z—1 Inx +
x

i () = s 5T ()
1

cos? x

-1

1—cos?x

= lim =lim ———
z—0smrcosT +x

x_)otgx—i—x-

. sin? x . sin x
= lim——-—-—=lim —-i—
z—=0SINxTCcosT + xz—0

0
-0
1+1

cosx +

ST

Neodredeni oblici 1°°, 00 i oc? se logaritmiranjem izraza f(z)9® svode
na oblik 0 - co. Pogledajmo to na sljede¢im primjerima.

Primjer 30.
1
Izra¢unati lim (e® +sinx)=.
z—0
Rjesenje

Limes je oblika 1°°. Logaritmiranjem se dobije

1
T

1
In(e® +sinz)s = —In(e” +sinz).
x

Sada raélinamo (e ' 0
1mfmw+mw):(mﬂﬁmmﬂgi%ﬂ:(d
z—0 X x—0 xX

(e o+ cosa)

x—0 1

1
Dakle, lim In(e” + sinz)= = 2.
z—0

154



6. Derivacija funkcije 155

Kako je
1 x 5 %
(¥ +sinx)= = eln(e"tsina)=

to se koristec¢i neprekidnost eksponencijalne funkcije dobije

o1
lim (e” 4 sin x)% = lim en(e"Fsina)® — o2
z—0 z—0
Primjer 31.
Izracunati lim (2 — 1)1
z—1
Rjesenje
Limes je oblika 0°. Ra¢unamo
limIn(z* —1)*! = lim(z —1)In(z* - 1) = (0-
Jim In(2” — 1) lim (z — 1) In(a? ~ 1) = (0 0)
g D (2)
z—1 o o0
1
= lim Z=L " = _21im L“; )
z—1 _(30—71)2 z—1 = —1
—1)? —1
P S ) W VN ) )
r—1 (x—l)(x—l—l) z—=1 x+1
Sada je , )
lim (2% — 1)*7! = lim M@ =1 = 0 =,
z—1 z—1
Primjer 32.
Izracunati lim (x + Q)i
T—>00
Rjesenje
Limes je oblika oo’. Rac¢unamo
1
lim In(z + 2)% = lim —In(z+2) = (0-00)
T—00 T—00 T
1 9 1
i 2EF2) (2) = lm =2 =0,
T—00 €T o0 T—00
Stoga je
1
lim (z + 2)% = lim eM@+DF =0 — 1,
Tr—00 T—r00
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6.15 Asimptote

Pravac p je asimptota grafa funkcije f ako udaljenost tocke T'(z, f(x)) €
G(f) od pravca p tezi prema nuli kada x — c— ili © — ¢+ za neki ¢ € R,
odnosno x — oo ili © — —o0.

Razlikujemo vertikalne, horizontalne i kose asimptote.
Vertikalne asimptote

Pravac x = ¢ je vertikalna asimptota grafa funkcije f ako je

lim f(z) =+oo ili lim f(z) = toco.

Tr—>Cc— T—c+

Funkcija moze imati vertikalne asimptote samo u rubnim to¢kama domene.

Primjer 33.
1
1. = -
) f) =~
Ovdje je D(f) =R\ {0}.
. .1
Jm f(z) = Hm - =—o0
. .1

Pravac x = 0 je vertikalna asimptota.

y

Slika 75: Pravac x = 0 je vertikalna asimptota grafa funkcije f.
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2) f(r) =

D(f) =&\ {0}
A
A 0= g =

Pravac x = 0 je vertikalna asimptota.

Y

Slika 76: Pravac x = 0 je vertikalna asimptota grafa funkcije f.

3.) f() =lnzx

D(f) = (0,00)
li = lim Inx = —
zi}(gl-l— f(l') xi>r(r)l+ ne >
Pravac x = 0 je vertikalna asimptota.

y

0 / X
Slika 77: Pravac x = 0 je vertikalna asimptota grafa funkcije f.
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Horizontalne asimptote

Pravac y = je horizontalna asimptota grafa funkcije f ako je

lim f(z)=1 ilimlin;o flz)=1.

T——00

Primjer 34.
1

1. = —

) Fa) =
D(f) =R\ {0} .

lim f(z)= lim —=0
T——00 r—)—i)o x
o S0 = g, 5 =0

Pravac y = 0 je horizontalna asimptota.

y

Slika 78: Pravac y = 0 je horizontalna asimptota grafa funkcije f.

2) f(z)=¢€"
D(f) =R
A 1) = I e =0

Pravac y = 0 je horizontalna asimptota.
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]

0 X

Slika 79: Pravac y = 0 je horizontalna asimptota grafa funkcije f.

3.) f(z) = arctg x

D(f) = R )
lim f(z)= lim arctgoe=——
T——00 T——00 2

. . T
xli)rgo f(z) = xh_)rglo arctg x = 5

) T, T _ :
Pravci y = —3 iy = 5 su horizontalne asimptote.

y
n
2l 1
0 X
T
"2

Slika 80: Pravci y = —5 iy = § su horizontalne asimptote grafa funkcije f.

Kose asimptote

Pravac y = kx + [ je desna kosa asimptota grafa funkcije f ako je

lim (f(xz) —kz —1) =0.

T—00
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y=kx+l|

— :

Slika 81: Desna kosa asimptota

Pogledajmo kako se odreduju koeficijenti k i [.
Iz lim (f(z) — kxz — 1) = 0 slijedi
T—>00

0 = lim M: lim (@—k—i)
T—r00 x T—r00 X x
A ) S L A GO
T—00 I T—00 I T—00 T
pa je
)
r—o0 I
Sada je

[ = lim (f(z) — kx).

T—00
Pravac y = kx + 1 je lijeva kosa asimptota grafa funkcije f ako je

lim (f(x)—kx—1)=0.

T—r—00

Pritom koeficijente k i I odredujemo iz formula

k= lim @, = lim (f(x)— kx).

r——00 I T——00

Uocimo da su horizontalne asimptote poseban slucaj kosih asimptota (ako
za koeficijent smjera dobijemo k = 0).

Napomena. U slucaju racionalnih funkcija lijeva kosa asimptota jednaka
je desnoj.
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Slika 82: Lijeva kosa asimptota

Primjer 35.
Naéi asimptote grafa sljede¢ih funkcija.
22 +1
1. =
) @) =
Rjesenje
D(f) =R\ {1}
Vertikalna asimptota
. ozt 4+l
xliqlf f(.’ﬁ) N :pligL z—1 -
2
. .ozt +1
xliI{lJr f(l‘) N xliglJr z—1 N

Pravac x = 1 je vertikalna asimptota.

Ispitajmo postojanje kose asimptote. U tu svrhu ra¢unamo sljedeéi limes:

2
b= tim ) Ly
r—00 I =0 r° — X

2+ 1 o2+ 1—22+4z
< —x):hm
m_

b= AU ke =i,
.o +1
= lim =

:v—)oox—l_

1.

Stoga je pravac y = x + 1 desna kosa asimptota.
Sliéno se pokaze da vrijedi

b= tim 1= m (@) ke =1,

r——00 I r——00
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pa je pravac y = x + 1 ujedno i lijeva kosa asimptota.

Na slici 83 je skiciran graf funkcije f.

y

8 f
y=x+1

Slika 83: Graf funkcije f(z) = Qf;fll
In(z 4 2
2) fla)= 2D
x
Rjesenje
Vertikalne asimptote

1 2
lim f(z)= lim In(z +2) =00
—24 T——2+4 x

Pravac x = —2 je vertikalna asimptota.

lim f(z) = lim M:f

r—0— rz—0— x

| 2
lim f(z) = lim In(@+2) =00
z—0+ z—0+4 X

Pravac x = 0 je vertikalna asimptota.

Kosa asimptota
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1 2
I = lim (f(z) — ka) = lim 2EH2) (@)
T—00 T—>00 € o0
1
e =0
T—00 x—00 I + 2

Stoga je pravac y = 0 horizontalna asimptota.

Na slici 84 je skiciran graf funkcije f.

y

o

Slika 84: Graf funkcije f(z) = 2E+2)

x

3.) flx) =2+ Jz

Rjesenje

D(f) = R

Funkcija nema vertikalnih asimptota.

Kose asimptote:

f(z)

S 1
Eo= lim 2 = i (1+£):1+ m —— =1
zotco z—too x oo 42

I = lim (f(z) —kz)= lim (z+ Yz —2) = lim /z =00
T—00 T—00 T—r00
Funkcija nema desnu kosu asimptotu.
I = lim (f(z)—kx)= lim (z+ Yz —2)= lim {z=-o00
T——00 T——00

T—>—00
Funkcija nema lijevu kosu asimptotu.

Dakle, ova funkcija nema asimptota.
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6.16 Osnovni teoremi diferencijalnog racuna

Osnovni teoremi diferencijalnog racuna omoguéuju nam ispitivanje tijeka
funkcije. Na osnovi tih teorema dobivamo postupak kako da, koristeé¢i de-
rivaciju funkcije, odredimo lokalne ekstreme, intervale monotonosti, tocke
infleksije, te intervale konveksnosti dane funkcije.

Uvedimo najprije pojam ekstrema, odnosno lokalnih ekstrema funkcije.

Ekstremi funkcije

Neka je S C R, te neka je dana funkcija f:.5 — R.

Kazemo da je ¢ € S tocka maksimuma funkcije f ako je f(c) > f(x) za
sve x € S.

Tocka ¢ € S je tocka minimuma funkcije f ako je f(c) < f(z) za sve
res.

Tocke maksimuma i minimuma funkcije f zovemo tockama ekstrema fun-
kcije f.

Ako je ¢ € S tocka maksimuma funkcije f, tada je f(c) maksimum funk-
cije f.

Ako je ¢ € S totka minimuma funkcije f, tada je f(c) minimum funkcije
f.

Ako je ¢ € S tocka ekstrema funkcije f, tada je f(c) ekstrem funkcije f.

Lokalni ekstremi funkcije
Neka je dana funkcija f : (a,b) — R.

Kazemo da je ¢ € (a,b) tocka lokalnog maksimuma funkcije f ako postoji
5 > 0 tako da je f(c) > f(x) za sve z € (c — d,c+9).

Kazemo da je ¢ € (a,b) tocka lokalnog minimuma funkcije f ako postoji
d > 0 tako da je f(c) < f(z) za sve z € (¢ — d,c+9).

Tocke lokalnih maksimuma i lokalnih minimuma funkcije f zovemo to-
ckama lokalnih ekstrema funkcije f.

Ako je ¢ € (a,b) tocka lokalnog maksimuma funkcije f, tada je f(c)
lokalni maksimum funkcije f.

Ako je ¢ € (a,b) tocka lokalnog minimuma funkcije f, tada je f(c) lokalni
manimum funkcije f.

Ako je ¢ € (a,b) tocka lokalnog ekstrema funkcije f, tada je f(c) lokalni
ekstrem funkcije f.
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Fermatov teorem (nuzni uvjet za ekstrem)

Neka je funkcija f : (a,b) — R derivabilna u tocki c € (a,b). Ako je ¢ tocka
lokalnog ekstrema funkcije f, onda je f'(c) = 0.

Fermatov teorem nam kaze da ukoliko je ¢ tocka lokalnog ekstrema funkcije
f, te postoji f'(c), tada je tangenta na graf funkcije f u tocki T'(c, f(c))
paralelna s osi x.

f(c)

e I

Q
o
(9]
5]
x

Slika 85: Tangenta na graf funkcije f u tocki T'(c, f(c)) lokalnog ekstrema
funkcije f paralelna je s osi x.

Tocka ¢ € (a,b) za koju je f'(c) = 0 zove se stacionarna toc¢ka funkcije
f.

Prema tome, ako je f : (a,b) — R derivabilna funkcija, tada tocke lokalnih
ekstrema funkcije f treba traziti medu stacionarnim tockama.

Uocimo da opéenito iz f/(¢) = 0 ne slijedi da je ¢ tocka lokalnog ekstrema
funkcije f. Primjerice, za funkciju f(z) = 22 je njena derivacija f’(z) = 322,
pa je x = 0 stacionarna tocka funkcije f. Medutim, z = 0 nije tocka lokalnog
ekstrema funkcije f.

Rolleov teorem

Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna
na intervalu (a,b). Ako je f(a) = f(b) = 0, onda postoji tocka ¢ € (a,b)
takva da je f'(c) = 0.
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Dakle, ako funkcija f zadovoljava uvjete Rolleovog teorema, onda postoji
barem jedna tocka c¢ € (a,b) takva da je tangenta na graf funkcije f u tocki
T(c, f(c)) paralelna s osi x.

y
fie)) T
| f
a 0] ¢ b x

Slika 86: Tangenta na graf funkcije f u tocki T'(c, f(c)) paralelna je s osi .

Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti

Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna
na intervalu (a,b). Tada postoji tocka c € (a,b) tako da je

fb) = fla) = f'(c)(b - a).

Bududi da je kser, = w koeficijent smjera sekante kroz tocke A(a, f(a))
i B(b, f(b)), a ktan = f'(c) koeficijent smjera tangente na graf funkcije f
u tocki T'(c, f(c)), to je geometrijska interpretacija Lagrangeovog teorema
sljedeca:

Povucemo li sekantu kroz tocke A(a, f(a)) @ B(b, f(b)) na grafu funkcije f,
tada postoji barem jedna tocka c € (a,b) takva da je tangenta na graf funkcije
f u tocki T(c, f(c)) paralelna sekanti kroz tocke A i B.

f(0) — f(a)

:kse
b—a k

ktan = f/(c) =
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f(c)

f(a)

Slika 87: Tangenta na graf funkcije f u tocki T'(c, f(c)) paralelna je sekanti
kroz tocke A(a, f(a)) i B(b, f(b)).

Kao posljedicu Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti imamo slje-
de¢u tvrdnju.
Ako za derivabilnu funkciju f : (a,b) — R vrijedi f'(x) = 0 za sve z € (a,b),
tada je f konstanta na intervalu (a,b), tj. postoji k € R sa svojstvom f(x) =
k za sve x € (a,b).

Primjer 36.

Primijeniti Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti na funkciju f(z) =
Inz i interval [1, e].

Rjesenje

Funkcija f(x) = Inz je neprekidna na [1, e] i derivabilna na (1, e). Prema
Lagrangeovom teoremu o srednjoj vrijednosti postoji tocka ¢ € (1,e) tako
da je

fle) = f(1) = f(c)(e - 1).

Odavde je

fle)—f(1) Inme—Inl 1-0 1

/ _
Fle)= e—1 e—1 e—1 e—-1
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Kako je f'(z) = 1, to je f'(c) = L, pa slijedi
1 1

odnosno c =e — 1.
Dakle, tangenta na graf funkcije f u tocki T'(e — 1,1In(e — 1)) paralelna
je sekanti kroz tocke A(1,0) i B(e, 1) na grafu funkcije f.

y

f(x)=Inx

Slika 88: Tangenta na graf funkcije f(z) = Inx u tocki T'(e — 1,In(e — 1))
paralelna je sekanti kroz tocke A(1,0) i B(e, 1).
Primjer 37.
U kojoj tocki parabole f(x) = x? je tangenta paralelna s pravcem koji
prolazi tockama A(0,0) i B(2,4)?
Rjesenje
Primijenimo li Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti na funkciju f i
interval [0, 2] zaklju¢ujemo da postoji ¢ € (0,2) sa svojstvom
f(2) = f(0) = f'(e)(2-0)
Odavde je
: f2)—f(0) 4-0
e 2-0 2-0

Kako je f/'(z) = 2z, to je f'(c) = 2¢, pa je stoga 2¢ = 2, odnosno ¢ = 1.
Trazena tocka je T'(c, f(c)) =T(1,1).
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y
2 B
f(x)=x 4r----- ‘
!
|
!
|
|
|
1I/-4T
| |
/7
12 X

Slika 89: Tangenta na graf funkcije f(x) = 22 u tocki T(1,1) paralelna je
sekanti kroz tocke A(0,0) i B(2,4).

6.17 Intervali monotonosti. Lokalni ekstremi

Jedna od primjena Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti je odredi-
vanje intervala rasta i pada dane funkcije. Intervale rasta, odnosno pada
funkcije, nazivamo intervalima monotonosti.

Intervale monotonosti i tocke lokalnih ekstrema funkcije mozemo odre-
diti ispitivanjem predznaka prve derivacije funkcije, o ¢emu govore sljedeéi
rezultati.

Teorem
Neka je funkcija f : (a,b) — R derivabilna na intervalu (a,b). Tada vrijede

sljedeée turdnje.

(a) Funkcija f je rastuéa na (a,b) ako i samo ako je f'(x) > 0 za sve
x € (a,b).

(b) Funkcija f je padajuéa na (a,b) ako i samo ako je f'(x) < 0 za sve
x € (a,b).

(¢) Ako je f'(x) > 0 za sve x € (a,b), tada je f strogo rastucéa funkcija na
(a,b).
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(d) Ako je f'(x) <0 za sve x € (a,b), tada je f strogo padajuéa funkcija
na (a,b).

Teorem (dovoljan uvjet za ekstrem)
Neka je funkcija f : (a,b) — R derivabilna na intervalu (a,b). Neka je
¢ € (a,b) stacionarna tocka funkcije f, tj. neka vrijedi f'(c) = 0.
(a) Ako postoji § > 0 tako da je f'(x) >0 za sve x € (c—6,¢) i f'(x) <0
za sve x € (¢,c+9), tada je ¢ tocka lokalnog maksimuma funkcije f.

(b) Ako postogi 6 > 0 tako da je f'(x) <0 za sve x € (¢c—d,¢) i f'(x) >0
za sve x € (¢,c+ 0), tada je ¢ tocka lokalnog minimuma funkcije f.

y y
>0 <0
/—r\ : <0 >0 :
| | | | ‘ |
I | I I | I
I | I | L |
0fc-6 c ct+d x 0fc-6 c c+d x
¢ je tocka lokalnog maksimuma ¢ je tocka lokalnog minimuma

0[c-6 [ 046 X

¢ nije tocka lokalnog ekstrema ¢ nije tocka lokalnog ekstrema

Slika 90: Dovoljan uvjet za ekstrem
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Prema tome, da bismo odredili intervale monotonosti i toc¢ke lokalnih
ekstrema funkcije f : (a,b) — R, za koju pretpostavljamo da je derivabilna
u svakoj tocki intervala (a,b) i da je f’ neprekidna na (a,b), postupamo
ovako.

1.) Rijesimo jednadzbu f’(x) = 0, tj. odredimo stacionarne tocke funkcije

f

2.) Neka su ¢; < c2 < .-+ < ¢, stacionarne tocke funkcije f. Tada su
IO = (a, Cl), Il = (61,02), ceey In—l = (cn_l,cn), In = (Cn,b) intervali
monotonosti, jer na svakom od tih intervala funkcija f’ ima stalan
predznak. Funkcija f je strogo rastuéa na svakom od tih intervala na
kojem je f' > 0 i strogo padajuca na svakom od tih intervala na kojem
je f' <.

3.) Ako pri prijelazu kroz stacionarnu tocku ¢; funkcija f’ mijenja pred-
znak, tada je ¢; tocka lokalnog ekstrema funkcije f. Pritom, ako je
f' > 0 na intervalu I;_; lijevo od tocke ¢; i f/ < 0 na intervalu I;
desno od tocke ¢;, tada je ¢; tocka lokalnog maksimuma funkcije f.
Ako je f' < 0 na intervalu I;_; lijevo od tocke ¢; i f' > 0 na intervalu
I; desno od tocke ¢;, tada je ¢; tocka lokalnog minimuma funkcije f.

Ako pri prijelazu kroz stacionarnu toc¢ku ¢; funkcija f’ ne mijenja pred-
znak, tada ¢; nije tocka lokalnog ekstrema funkcije f.

Primjer 38.

Nadi intervale monotonosti i lokalne ekstreme sljede¢ih funkcija.
1) f(x)=2% -2z +5

Rjesenge

D(f)=R

Odredimo stacionarne tocke funkcije f, tj. rijesimo jednadzbu f’(z) = 0.
f'(x) =2z — 2, pa je stoga

f(z)=0&2r-2=02=1.

Dakle, x = 1 je jedina stacionarna tocka funkcije f i njome je domena
funkcije f podijeljena na dva intervala (—oo,1) i (1,00) na kojima funkcija
f! ima stalan predznak.

Kako je f/(z) < 0 za z € (—o00,1), to je f strogo padajuca funkcija na
intervalu (—oo, 1).
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Nadalje, f'(z) > 0 za x € (1,00), pa je f strogo rastuéa funkcija na
intervalu (1, 00).

Odavde slijedi da je x = 1 tocka lokalnog minimuma funkcije f, bududi
da f’ pri prijelazu iz intervala (—oo, 1) u interval (1, 00) mijenja predznak
od negativnog u pozitivni.

Lokalni minimum je f(1) =12 —2-1+5 =4.

Tabli¢no to prikazujemo ovako:

T ‘ —0 1 00
7 -
f hN /!
2.) flz) =2+ g:z:2 — 6z
Rjesenje
D(f)=R

f'(z) = 322432 —6, pa su stacionarne tocke funkcije f rjesenja kvadratne
jednadzbe 322 4+ 3z — 6 = 0, dakle 21 = —2 i x9 = 1.
Stoga funkcija f ima tri intervala monotonosti: (—oo, —2), (—=2,1) i (1, 00).
Odredimo predznak funkcije f’ na svakom od tih intervala.

z ‘ —00 -2 1 00

f! + - +

f / pY /
Dakle, f je strogo rastuca funkcija na intervalima (—oo, —2) i (1, 00) i strogo
padajuéa na intervalu (—2,1). Stoga je x = —2 tocka lokalnog maksimuma,

a x = 1 tocka lokalnog minimuma funkcije f. Lokalni maksimum funkcije f

je f(—2) = 10, dok je lokalni minimum f(1) = —2.

1

3. = -

) fa) =+t
Rjesenje
D(f ):R\{o}_( 00,0) U (0, 00)
flla)y=1-2%= i
Kako je f'(x) = O & 22 — 1 = 0, to su stacionarne tocke funkcije f

rjesenja jednadzbe 2 — 1 =0, dakle 1 = —11i 29 = 1.

Intervali monotonosti su: (—oo,—1), (—1,0), (0,1) i (1, 00).
Odredimo predznak funkcije f’ na svakom od tih intervala.
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T ‘ —0 -1 0 1 00
f! + - - +
f e N\ hV e

f je strogo rastuca funkcija na intervalima (—oo,—1) i (1, 00).
f je strogo padajucéa funkcija na intervalima (—1,0) i (0,1).

x = —1 je totka lokalnog maksimuma funkcije f; lokalni maksimum
iznosi f(—1) = —2.

x = 1 je tocka lokalnog minimuma funkcije f; lokalni minimum iznosi

F(1) =2.

Osim ispitivanja predznaka prve derivacije u okolini stacionarne tocke,
karakter stacionarne tocke moguce je odrediti i ispitivanjem predznaka druge
derivacije u samoj stacionarnoj tocki. O tome govori sljedeéi rezultat.

Teorem (dovoljan uvjet za ekstrem)

Ako je ¢ stacionarna tocka funkcije f, tj. f'(c) = 0, te vrijedi f"(c) # 0,
tada je ¢ tocka lokalnog ekstrema funkcije f.
Pritom, ako je f"(c) <0, onda je ¢ tocka lokalnog maksimuma funkcije

f
Ako je f"(c) > 0, onda je ¢ tocka lokalnog minimuma funkcije f.
Primjer 39.

Nagéi lokalne ekstreme sljede¢ih funkcija.
1) f(z) =222 -8z —1

Rjesenje
D(f)=R
f(x) =4z -8

Stacionarna tocka funkcije f je rjesenje jednadzbe f’(x) = 0, Sto iznosi
T =2.

Odredimo predznak druge derivacije u tocki x = 2.

" (x) =4, pa je stoga f(2) =4 > 0.

Dakle, x = 2 je tocka lokalnog minimuma funkcije f.
Lokalni minimum iznosi f(2) = —9.

2.) f(z) =22 —2*

Rjesenje

D(f)=R

f'(x) = 22 — 423 = 22(1 — 22?)
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Ova funkcija ima tri stacionarne tocke: x; = —@, ro=01xz3= @

f"(z) =2 — 1222

Odredimo predznak druge derivacije u stacionarnim tockama.

FU(—) = "(F) = ~4 <0

170)=2>0

Stoga su x1 = —g ixg = g tocke lokalnog maksimuma funkcije f.
Lokalni maksimum u obje tocke iznosi f(—?) = f(?) =1

Nadalje, z2 = 0 je tocka lokalnog minimuma funkcije f. Lokalni minimum
iznosi f(0) = 0.

3.) f(z)=(x+1)e”

Rjesenje

D(f)=R

fllx)=e"+ (z+1)e” = (z + 2)e”

Stoga je fl(z) =0 24+2=0& 2= —-2.
Dakle, x = —2 je stacionarna tocka funkcije f.

f(x) =€+ (x + 2)e” = (x + 3)e”

f"(—2)=e2>0

Prema tome, x = —2 je tocka lokalnog minimuma funkcije f. Lokalni
minimum iznosi f(—2) = —e 2.

4.) f(z)=zlnz

Rjesenje

D(f) = (0,00)

f@)=lhz+z-L=mhz+1

flz)=0eher=-1cr=c!

Prema tome, x = e~ ! je stacionarna tocka funkcije f.

P =4
Kako je f"(e71) = e_% = e > 0 zakljuéujemo da je z = e~ ! tocka
lokalnog minimuma funkcije f. Lokalni minimum iznosi f(e™!) = —e~ 1.
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6.18 Konveksnost i konkavnost. Tocke infleksije

Funkcija f:(a,b) — R je konveksna na intervalu (a,b) ako za sve 1,29 €
(a,b) vrijedi

f(&“l-;m) < f(ﬂcl);rf(xz). (1)

Funkcija f je strogo konveksna ako u (1) vrijedi stroga nejednakost.

Geometrijsko znacenje konveksnosti

Za sve tocke z1,z9 € (a,b) graf funkcije f lezi ispod spojnice tocaka
T (1, f(21)) 1 Ta(w2, f(22)).

Slika 91: Graf konveksne funkcije

Funkcija f : (a,b) = R je konkavna na intervalu (a, b) ako za sve x1,z2 €
(a,b) vrijedi

p(rgt) > At ®
Funkcija f je strogo konkavna ako u (2) vrijedi stroga nejednakost.

Geometrijsko znacenje konkavnosti

Za sve tocke z1,z9 € (a,b) graf funkcije f lezi iznad spojnice tocaka
Ti(z1, f(21)) 1 Ta(z2, f(22))-
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Slika 92: Graf konkavne funkcije

Konkavnost, odnosno konveksnost dane funkcije moze se odrediti ispiti-
vanjem predznaka druge derivacije funkcije f.

Teorem
Neka funkcija f : (a,b) — R ima drugu derivaciju na intervalu (a,b). Tada
vrijede sljedeée turdnje.

(a) Funkcija f je konveksna na (a,b) ako i samo ako je f"(x) > 0 za sve
x € (a,b).

(b) Funkcija f je konkavna na (a,b) ako i samo ako je f"(x) < 0 za sve
x € (a,b).

(c) Ako je f"(x) > 0 za sve x € (a,b), tada je f strogo konveksna na (a,b).

(d) Ako je f"(x) <0 za sve x € (a,b), tada je f strogo konkavna na (a,b).

Primjer 40.
1) f() =t
D(f) =R

fi@) = &, J(a) =
Kako je f”(x) > 0 za sve z € R, to je funkcija f strogo konveksna na
cijelom skupu R.
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2.) f(z) =lnzx
D(f) = (0, 00)
Fa) = /') = -

Kako je f"(x) < 0 za sve z € (0,00), to je funkcija f strogo konkavna
na intervalu (0, 00).

Tocka c je tocka infleksije (tocka pregiba) funkcije f ako postoji § > 0
tako da je f strogo konveksna na (¢ — 4§, ¢) i strogo konkavna na (¢, c+9) ili
obrnuto, strogo konkavna na (¢ — 6, ¢) i strogo konveksna na (¢, ¢+ 9).

Teorem (nuzni uvjet za tocku infleksije)
Neka funkcija f : (a,b) — R ima drugu derivaciju u tocki ¢ € (a,b). Ako je
¢ tocka infleksije funkcije f, onda je f"(c) = 0.

Teorem (dovoljan uvjet za tocku infleksije)
Neka funkcija f : (a,b) — R ima drugu derivaciju na intervalu (a,b).
Ako za tocku c € (a,b) vrijedi f"(c) = 0, te ako funkcija f"” mijenja predznak
pri prijelazu kroz tocku ¢, onda je ¢ tocka infleksije funkcije f.

Prema tome, ako za funkciju f : (a,b) — R postoji druga derivacija na
intervalu (a, b) i ako je f” neprekidna na (a,b), tada intervale konveksnosti
i konkavnosti, te tocke infleksije funkcije f odredujemo ovako.

1.) Rijesimo jednadzbu f”(z) = 0.

2.) Neka su ¢; < ¢3 < -+ < ¢, rjeSenja jednadzbe f”(x) = 0. Tada na
svakom od intervala Iy = (a,c1), I1 = (¢1,¢2), ...y In—1 = (Cn—1,¢n),
I, = (cp,b) funkcija f” ima stalan predznak. Funkcija f je strogo
konveksna na svakom od tih intervala na kojem je f” > 0 i strogo
konkavna na svakom od tih intervala na kojem je f” < 0.

3.) Ako pri prijelazu kroz tocku ¢; funkcija f” mijenja predznak, tada je
¢; tocka infleksije funkcije f.

Primjer 41.

Nadi intervale konveksnosti i konkavnosti, te tocke infleksije sljedeéih
funkcija.

1) f(z) =3

Rjesenge

D(f) =R
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f'(z) =322, f"(z) = 62
Stoga je x = 0 rjesenje jednadzbe f”(x) = 0.
Tockom x = 0 domena funkcije f podijeljena je na intervale (—oo,0) i
(0,00) i na svakom od njih funkcija f” ima stalan predznak.
Kako je f”(x) < 0 na (—00,0), to je f strogo konkavna funkcija na
intervalu (—o0,0).
Kako je f”(x) > 0 na (0,00), to je f strogo konveksna funkcija na inter-
valu (0, 00).
Tabli¢no to prikazujemo ovako:
T ‘ —00 0 o0
f// _ _"_
f ~ -
Buduéi da funkcija f mijenja predznak prolaskom kroz tocku x = 0, to je
x = 0 tocka infleksije funkcije f.

2.) f(z) = (1+2%)e®

Rjesenje

D(f)=R

f(z) =2ze® + (1 + 22)e® = (22 + 22+ 1)

f(z) = (22 + 2)e® + (2% + 22 + 1)e® = (22 + 4 + 3)e”

Stoga je f”(x) = 0 & 22 + 4x + 3 = 0. Dakle, nultocke funkcije f” su
581:*31%2:*1.

Tockama x1 = —3 i 9 = —1 domena funkcije f podijeljena je na tri
intervala (—oo, —3), (=3,—1) i (—=1,00) na kojima funkcija f” ima stalan
predznak.

Odredimo predznak funkcije f” na svakom od tih intervala.

T ‘ —00 -3 —1 00
f" + - +
f ~— /N ~—

Kako je f”(z) > 0 na (—o00,—3) i (—1,00), to je f strogo konveksna
funkcija na (—oo, —3) i (-1, 00).

Kako je f”’(z) < 0 na (—3,—1), to je f strogo konkavna funkcija na
(—3,-1).

Buduéi da funkcija f” mijenja predznak pri prijelazu kroz tocke 1 = —3
ixeg =—1,tosuxz; =—-31izs = —1 tocke infleksije funkcije f.
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6.19 Tijek funkcije

Da bismo ispitali tijek dane funkcije potrebno je:

-odrediti (prirodno) podrucje definicije funkcije;

-ispitati svojstva parnosti, neparnosti, periodi¢nosti;

-ispitati postojanje nultocaka;

-ispitati postojanje asimptota;

-odrediti intervale monotonosti, te ispitati postojanje lokalnih ekstrema;

-odrediti intervale konveksnosti i konkavnosti, te ispitati postojanje tocaka
infleksije.

Primjer 42.

Nacrtati grafove sljede¢ih funkcija.

1) f(z) =z* + 42®

Rjesenje

D(f)=R

flz) =2+ 423 =2(x+4) =0 2= —4iliz =0 pasu —4i0
nultocke ove funkcije.

Funkcija nema vertikalnih asimptota.

Ispitajmo postojanje kosih asimptota.

ki = lim J@) _ lim (2 +42%) = 00 ¢ R

T—00 I T—00
4
ko = lim —f(x) = lim (2®+42?) = lim 23 (1 + 7) =-—0¢R
r——00 I T——00 T——00 T

Zaklju¢ujemo da funkcija nema kosih asimptota. (Napomenimo da ovaj
zakljucak vrijedi za svaki polinom ¢iji je stupanj vedi ili jednak dva; dakle
takav polinom nece imati kosih asimptota.)

Odredimo intervale monotonosti i ispitajmo postojanje lokalnih ekstrema
funkcije f. U tu svrhu najprije pronadimo stacionarne tocke funkcije f, tj.
nultocke prve derivacije funkcije f.

f(z) = 423 + 1222
Sada je f'(z) = 0 < 42%(x + 3) = 0. Stoga su x = —3 i x = 0 stacionarne
tocke funkcije f. Tim tockama je domena funkcije f, $to je u nasem slucaju
skup realnih brojeva, podijeljena na tri intervala monotonosti: (—oo, —3),
(—3,0) i (0,00). Na svakom od tih intervala derivacija f’ ima stalan pred-
znak. Ispitivanjem predznaka funkcije f’ ustanovit éemo da li funkcija f
raste ili pada na svakom pojedinom intervalu.
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T ‘ —0 -3 0 00
f! - + +
f hv /" e

Buduéi da je f < 0 na (—o0,—3), to je na tom intervalu funkcija f strogo
padajuéa. Takoder, f je strogo rastuca funkcija na (—3,0) i (0,00), jer je
f’ > 0 na tim intervalima. Kako rubna tocka 0 pripada domeni funkcije f,
kazemo da je (—3,00) interval rasta ove funkcije.
xr = —3 je tocka lokalnog minimuma funkcije f. Lokalni minimum iznosi
f(=3) = —-21.

Za odredivanje intervala konveksnosti i konkavnosti funkcije f, te tocaka
infleksije potrebno je izra¢unati drugu derivaciju funkcije f, te zatim pronadi
njene nultocke.

f"(z) = 1222 + 24z

() =0« 12z(x +2) =0, pasuxz = —21iz = 0 nultocke druge
derivacije funkcije f. Njima je domena od f podijeljena na tri intervala:
(—o00,—2), (—2,0) i (0,00). Odredimo predznak funkcije f” na svakom od
tih intervala.

x ‘ —00 —2 0 00
f" + - +
f N— VS N—

Na (—o00,—2) i (0,00) je f” > 0, pa je f strogo konveksna funkcija na tim
intervalima. Na (—2,0) je f” <0, pa je f strogo konkavna funkcija na tom
intervalu.

Kako f” mijenja predznak prolaskom kroz tocke —2 i 0, to su —2 i 0 tocke
infleksije funkcije f. Vrijednosti funkcije f u njima iznose f(—2) = —16 i

f(0) =o.
Na slici 93 je skiciran graf funkcije f.
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Slika 93: Graf funkcije f(z) = 2% 4 423

x
2.) f(z) = 2+ 1
Rjesenje
D(f)=R

Uoc¢imo da je f neparna funkcija, tj. f(—x) = —f(x) za sve z € R. Stoga
je dovoljno prouciti ponasanje funkcije na intervalu [0, 00), jer je njezin graf
centralno simetrican s obzirom na ishodiste.

Tocka x = 0 je nultocka ove funkcije.

Funkcija nema vertikalnih asimptota.

Ispitajmo postojanje kose asimptote.

F@) _

k= lim 5 =
T—00 T z—oo ¢ + 1

b= Jim (f(z) = kz) = lim —5=7 =

Zakljucujemo da je y = 0 horizontalna asimptota.

Odredimo intervale monotonosti i ispitajmo postojanje lokalnih ekstrema

funkcije f.
2> +1—x-2x —z2+1
(@) = 2 2 (2 2
(x2+1) (x2+1)
Kako je f/(z) = 0 < —22+1 = 0, to je x = 1 stacionarna tocka funkcije f na

intervalu [0, 00). Tom toc¢kom je interval (0,00) podijeljen na dva intervala
monotonosti: (0,1) i (1, 00).
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Odredimo predznak funkcije f’ na tim intervalima.

T ‘ 0 1 00

A

f /! hN
Stoga je f strogo rastuéa funkcija na (0,1) i strogo padajuéa funkcija na
(1,00).
xz = 1 je tocka lokalnog maksimuma funkcije; lokalni maksimum iznosi
fa)=s.
Uoc¢imo da zbog neparnosti funkcije f slijedi da je f strogo padajuéa na
(—o0, —1) istrogo rastu¢a na (—1,0), pa je z = —1 tocka lokalnog minimuma
funkcije f. Lokalni minimum iznosi f(—1) = —%.

Odredimo intervale konveksnosti i konkavnosti, te ispitajmo postojanje
tocaka infleksije funkcije f.

—2z(z? +1)2 - (—22+1)- 222 +1)- 2z

f@ = (@2 + 1)t
o 2z(2? +1) —da(—2?+1)  22° -6z 2x(a? - 3)
(1-2 + 1)3 - (1-2 + 1)3 - (132 + 1)3 '

Rjesenja jednadzbe f”(x) = 0 na intervalu [0,00) su 21 = 01 22 = V/3.
Odredimo predznak funkcije f” na intervalima (0,v/3) i (v/3, 00).

x ‘ 0 V3 00
f// — I
f N N~—r

Funkcija f je strogo konkavna na (0,v/3) i strogo konveksna na (v/3, 00).
Kako je f neparna funkcija, zaklju¢ujemo da je f strogo konkavna na in-
tervalu (—oo, —v/3) i strogo konveksna na (—+/3,0). Stoga f ima tri tocke
infleksije: —+/3, 0 i v/3. Vrijednosti funkcije u tim to¢kama iznose redom
J(=V3) = = 1(0) = 0 f(V3) = .

Na slici 94 je skiciran graf funkcije f.
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N <

Slika 94: Graf funkeije f(2) = "

3) f(z) =2+ 2z
Rjesenje
D(f) = (0,00)
Ispitajmo postojanje vertikalne asimptote.
li = lim (z° +2lnz) = —cc.
xi%lJr f(l‘) xi%gr(x e .T) >
Pravac x = 0 je vertikalna asimptota.

Ispitajmo postojanje kose asimptote.

21 24921
P CO N, (o +225) = tim w? 42z _ (2)
T—>00 X 2 T—> 00 T T—00 T 0O
2z + —
= lim — 2% =c0¢R
T—r00 1

Prema tome, funkcija nema kosih asimptota.
Odredimo intervale monotonosti i ispitajmo postojanje lokalnih ekstrema
funkcije f.
fl(x) =22+ % > 0 za sve z € (0,00).
Stoga je f strogo rastuca funkcija na (0, 00).
Funkcija f nema lokalnih ekstrema.

Odredimo intervale konveksnosti i konkavnosti, te ispitajmo postojanje
toc¢aka infleksije funkcije f.
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2 2@?-1
f”(l“)ZQ—zz:(xg)
Stoga je f"(z) =0 < 22—1 =0« 2 = 1. (Naime, tocka z = —1 ne pripada
podrugju definicije funkcije f.)
Tockom x = 1 domena funkcije f podijeljena je na intervale (0,1) i (1, 00)
na kojima funkcija f” ima stalan predznak.

x ‘ 0 1 00
f// _ +
f S ~—

Kako je f”(x) < 0 na (0,1), to je f strogo konkavna funkcija na (0,1).
Kako je f”(xz) > 0 na (1,00), to je f strogo konveksna funkcija na (1, 00).
Bududéi da funkcija f” mijenja predznak prolaskom kroz tocku x = 1, to je
x = 1 tocka infleksije funkcije f.
Vrijednost funkcije f u tocki infleksije je f(1) = 1.

Na slici 95 je skiciran graf funkcije f.

3

N o
N
N}
w
o~
o
o
~
x

|
A

Slika 95: Graf funkcije f(z) = 22 +2Inx

4) f@) = ——
Rjesenje
D(f) =R\ {2}

Funkcija f nema nultocaka.
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Ispitajmo postojanje vertikalne asimptote.

. ) e 62

lim f(z) = lim =— =-
T2~ 52— T — 2 —0
e’ e?

li =1 = =
Jim, f(@) = Im -5 =75

Zaklju¢ujemo da je pravac x = 2 vertikalna asimptota ove funkcije.

Ispitajmo postojanje kosih asimptota.

f(zx) e’ 0

b= lim 2 g P
Tr—>—00 I T——00 x(:[j — 2) 0
b= lim (f(@)~ k)= lm S = 0
1_x~1>rfnoo . v _xﬁlrfnoox—Q_—oo_
Pravac y = k12 4+ I3 = 0 je horizontalna asimptota.
xX X
b = tim 29~ i — :(f):hm ¢ :(@)
00 I z—00 12 — 2x 00 z—00 21 — 2 00

x

= lim % =0 ¢R
Funkcija nema desnu kosu asimptotu.

Odredimo intervale monotonosti i ispitajmo postojanje lokalnih ekstrema
funkcije f.

() = e’(x —2) ; e _ e’ (x — ?;)

(x —2) (x —2)

fl(x) =0« e"(z—3) =0 & o =3, pajexr =3 stacionarna tocka
funkcije f. Domena funkcije f podijeljena je na tri intervala monotonosti:
(—00,2), (2,3) i (3,00). Na svakom od tih intervala funkcija f’ ima stalan
predznak.

x‘—oo 2 3 00
7 - -+
f N\ hV f

Kako je f' < 0 na (—00,2) 1 (2,3), to na ovim intervalima funkcija f strogo
pada. Nadalje, na (3,00) je f' > 0, pa na tom intervalu f strogo raste.

x = 3 je tocka lokalnog minimuma funkcije f. Vrijednost funkcije f u toj
tocki je f(3) = 3.

Odredimo intervale konveksnosti i konkavnosti, te ispitajmo postojanje
toc¢aka infleksije funkcije f.
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[e%(x — 3) + €] (x — 2)% — e%(z — 3) - 2(x — 2)

() = (.%—2)4
(-2 —2(x—3)]  e*(x* — 6+ 10)
- (x —2)° - (@-2)p
B e[(x —3)2 + 1]
- (x —2)?

Funkcija f” nema nultoc¢aka. Stoga f” ima stalan predznak na svakom od
intervala (—o0,2) i (2,00) ¢ija unija ¢ini domenu funkcije f.

T | —o0 2 00
f// — i

f —~ -
Buduéi da je f” < 0 na (—o0,2), to je na tom intervalu f strogo konkavna

funkcija. Na (2,00) je f strogo konveksna funkcija, jer je na tom intervalu
f” > 0. Funkcija f nema tocaka infleksije. (Uocite da 2 & D(f).)

Na slici 96 je skiciran graf funkcije f.

y
401

30

20

10

-20

-30

T

Slika 96: Graf funkcije f(z) = ;%5

5) f(z) =Va?+1

Rjesenje

D(f) =R

Uocimo da je f parna funkcija, pa je dovoljno prouéiti ponasanje funkcije
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f na intervalu [0, 00), buduéi da je njen graf osno simetrican s obzirom na
08 ¥.

Funkcija f nema nultocaka.
Funkcija f nema vertikalnih asimptota.

Ispitajmo postojanje kosih asimptota.

v+ 211 1
b= tim ) o gy VL m (/T = lm (/14— =
T—00 T T—00 x%oo T—00 T

I = lim (f(z)—kx)= hm(\/ +1—2x)

T—00
2 1 1— 2
— lim (V22 +1 _x).iww:hmu
T—00 Vez+14+x w22+ 1+x

= lim ——— =0

T—r00 ‘/562 +$

Prema tome, pravac y = kx + | = x je desna kosa asimptota. Zbog osno
simetri¢nosti grafa funkcije f s obzirom na os y zakljutujemo da je pravac
y = —z lijeva kosa asimptota od f.

Odredimo intervale monotonosti i ispitajmo postojanje lokalnih ekstrema
funkcije f.
1 T
!/
)= —— 20 = ——
J(@) 2vVax? +1 Va2 +1
f'(xr) =0« x =0, pa je x = 0 stacionarna tocka funkcije f. Kako
je f'(z) > 0 na intervalu (0,00), to je funkcija f strogo rastuéa na (0, c0).
Stoga je zbog parnosti funkcije, f strogo padajuéa na intervalu (—oo,0).
Odavde slijedi da je z = 0 tocka minimuma funkcije f. Vrijednost funkcije
u toj tocki je f(0) =
Odredimo intervale konveksnosti i konkavnosti, te ispitajmo postojanje
toc¢aka infleksije funkcije f.
2 _ 1-2x
vat+1 T _ 1
x? 41 (22 + 1)Va2 +1
f"(x) > 0 zasve z € R, pa je f strogo konveksna funkcija na skupu realnih
brojeva. Stoga f nema tocCaka infleksije.

fx) =

Na slici 97 je skiciran graf funkcije f.
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Slika 97: Graf funkcije f(z) = Va2 +1
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7. Neodredeni integral 189

7 Neodredeni integral

7.1 Pojam neodredenog integrala

U prethodnom smo poglavlju pokazali da je za funkciju f : (a,b) — R,
derivabilnu u svakoj tocki intervala (a,b), definirana nova funkcija na (a, b),
koju smo oznacavali s f’ i zvali prvom derivacijom funkcije f.

Sada se postavlja obratno pitanje.
Neka je dana funkcija f : (a,b) — R. Postoji li funkcija F': (a,b) — R za
koju vrijedi F'(z) = f(x) za sve x € (a,b)?
Takvu funkciju F' (ukoliko postoji) nazivamo primitivnom funkcijom funk-
cije f na intervalu (a,b).

Pogledajmo to na sljede¢em primjeru.

Primjer 1.

L) fl(x)=2, zeR

Za funkciju Fi(z) = 2 vrijedi F{(z) = f(z) za sve « € R. Dakle, Fy je
primitivna funkcija od f na R.

Medutim, Fj nije jedina funkcija s tim svojstvom. Stavimo li npr.
Fy(z) = % + 3, tada je ocito Fj(x) = f(x) za sve x € R. Prema tome,
i Iy je primitivna funkcija od f na R.

2) f(z) = % 2 € (0,00)

Za funkciju Fy(z) = Inx vrijedi F](z) = f(x) za sve z € (0, 00).

Isto svojstvo ima i funkcija Fh(z) = Inz + 5. Naime, Fi(x) = f(z) za
sve z € (0, 00).

Zakljucujemo da su Fj i F5 primitivne funkcije od f na (0, 00).

Prethodni primjer nam pokazuje da funkcija f moze imati vise od jedne
primitivne funkcije. Stovise, ako je F : (a,b) — R primitivna funkcija
funkcije f : (a,b) — R, tada je i svaka funkcija F : (a,b) — R oblika
F(z) = F(z) + ¢, gdje je ¢ € R proizvoljna konstanta, takoder primitivna
funkcija od f na intervalu (a,b). Naime,

F'(z) = (F(z)4+¢) = F'(z)+ ¢ = f(z), =€ (a,b).

Vrijedi i obratno; ako su F' i F' dvije primitivne funkcije od f na intervalu
(a,b), tada iz F'(z) = F'(x)(= f(z)) slijedi da postoji konstanta ¢ € R takva
da je F(z) — F(z) = ¢ za sve z € (a,b). (To je posljedica Lagrangeovog
teorema o srednjoj vrijednosti; v. toc¢ku 6.16.)
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Drugim rije¢ima, ako za danu funkciju f : (a,b) — R postoji primi-
tivna funkcija na intervalu (a,b), onda takvih (primitivnih) funkcija ima
beskona¢no mnogo. Pritom se svake dvije primitivne funkcije razlikuju za
konstantu.

Skup svih primitivnih funkcija dane funkcije f : (a,b) — R nazivamo
neodredenim integralom funkcije f na intervalu (a,b).

Za neodredeni integral koristimo oznaku [ f(z)dz.
Dakle,

/f(:p)dx: {F(z)+c:ceR},

gdje je F' jedna primitivna funkcija od f na (a,b). Kraée zapisujemo

/f(m)dac =F(z) +ec
Prema tome,
/f(:n)dx —F) t e Fl(2) = f(x).

Ako za funkciju f : (a,b) — R postoji neodredeni integral na (a,b), tada
kazemo da je f integrabilna na (a,b).

U izrazu [ f(x)dx = F(z) + ¢, funkciju f nazivamo podintegralnom funk-
cijom, x nazivamo varijablom integracije, dx diferencijalom argumenta, a c
konstantom integracije.

Svojstva neodredenih integrala

1) 5 [ o= ([ f@is) = @
2.) /f'(x)da; = f(z)+c

3.) /af(a:)da;:a/f(x)dx, aecR
1) [ +gtande= [ f@dn+ [ goyis

Tablica neodredenih integrala

1.) /de:c
2.) /d:v:x—i-c
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$d:c-—+c (a>0, a#1)

/ =Inlz|+¢
T
/smzd:c = —cosx+c

cosxdxr = sinx + ¢

=tgxr+c

d
10.)/ ;U =—ctgxz+c
sin” x

1)/x—arcsinw+c (a >0)
Vaz — 22 a
dzx 1 T
12.)/M:aarctga+c (a#O)
dzx
Injz+ vVa2+al+c (a#0)
) [ =l e laf

dx 1 T —a

2a r+a
dx T
15.) - zln’tgf‘—i—c
sin x 2
16)/ v _ ’t (w+ﬂ)’+
. =In -+ — c
CoS T & 2 4
Primjer 2.

Koristeéi svojstva neodredenih integrala i tablicu integrala integrirati
sljedece funkcije.

3 3 ! L 4
1.) [ 2z°dx =2 xd:z:zZZ—i-c:ix +c
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12/:{:5dx—|—4/xd$—7/dx

x6 2

- 12E+4%—7m+c

= 2064222 — Tz + ¢
3.)/&:(m+1)(x—2)dw = [(2® —2%—2z)dx

= /x3dx—/x2d:c—2/xda:
4

2.) /(12935 + dx — 7)dx

. X {L'3 2x2
- 13 gt
zt 23 2
R M

— arcsin — + ¢

) | =

d
7.) \/L In|z+Va2+5|+e¢

8)/ dx 1 In ‘x— ‘+

7 2?10 210 2+ 10

9)/ dzx B 1/ dx 1 arctg

' 3z2+5 3 x2+3 3\/> \/>

V15 ﬁx

= arctg

15 )
v z (2¢)"  _ (2¢)7
10.)/26d$-/(26)d 1n(26)+c_1—|—1n2+c

U prethodnom primjeru smo zadane funkcije integrirali neposredno, slu-
ze¢i se tablicom neodredenih integrala, te koristeéi svojstva neodredenih
integrala.

Za izrac¢unavanje kompliciranijih integrala elementarnih funkcija postoje
razne metode koje nam omogucéuju svodenje zadanog integrala na tabli¢ni
integral. U daljnjem razmatramo neke od tih metoda.
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7. Neodredeni integral 193

Medutim, istaknimo da postoje elementarne funkcije ¢ije primitivne fun-
kcije ne moraju biti elementarne funkcije. Primjerice, takve su funkcije

2 1 sin x . .
r—=er, T—— T+ , x> sin(z?), itd.

lna’ x

Za takve funkcije kazemo da se ne daju elementarno integrirati. Postupak
integriranja vrsimo uz pomo¢ raznih pribliznih metoda (npr., razvijanjem
podintegralne funkcije u beskonac¢ni red) kojima se ovdje neéemo baviti.

7.2 Metoda supstitucije (zamjene varijable)

Neka je funkcija f : (a,b) — R integrabilna na intervalu (a,b). Neka je
funkcija g : (o, 8) — (a,b) derivabilna i injektivna na intervalu («, 8). Tada
uz supstituciju t = g(x) vrijedi

[ sta@)g @i = [ s

Ova metoda nam omoguéuje da izborom prikladne supstitucije zadani inte-
gral svedemo na integral koji je laksSe rijesiti.

Primjer 3.

t=2x+7

1 1
T dr = Ldt
1
= 51n\2x+7|+c
t="7r+1 1 1
2.)/005(7x+1)d:c = dt =Tdx | = /costdt: —sint +c¢
1 7 7
1.
= ?sm(h:—{—l)—}—c
) t:%x—él )
3.)/65$_4d$ = dt =idz | =5 [eldt =5e' +c=5es""4 +¢
dx = 5dt

B / dt
N sint

4)/ dz B / 2dr | t=2
V) sinzcosz sin(2z) | dt =2dx

t
= ln’tg§‘+c:ln\tga:\+c
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7. Neodredeni integral 194

t=3x+2
—1 _
5.)/3”” do = dt = 3dx /dt
3+ 2 dr = dt
x—l—t—

1
= /d—/ ft—1n|t|+c

= §(3x+2)—1n\3x+2|+c

= z—In|3z+2|+c¢

t = z3

2d 1 dt 1
6.) / L0 | gt =3a2de | = 3 / PR 3arctg t+c
rdr = %dt +

1
= garctg(:v?’) +c

1 L1
exr axr :E B . -
7)/ x2 = dt:_;gdx —_/edt_—e +c —er +¢
dz _ t=Inz | [dt s
8) [ = | | = = =g
= ———— +
oy | ©
t=5— 22 )
9.)/xsin(5—g;2)dx = | dt = —2zdzx :—/Sintdt
1 2
rdr = —5dt

1 1 )
= §Cost+c:§cos(5—:n ) +c

.92 . t =sinx . 2 _13
10.)/sm xcosxdr = ’ g — cosede | = | ¢ dt = St +c
1 . 3
= gsm T +c
xdx t=+vz2 -4
11.)/ _ 9zdz  __  zdx :/dt:t+c
Va? —4 dt = 2V/aZ—4 ~ x2—4
= VrZ—-4+c
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12.) eTdx _ t=¢e" _ dt B int 4
Vviter T di=etdr |7 ) o T TS
= arcsin(e”) + ¢
arctg x t =arctg 1,
13. dr = = [tdt=-t"+c
)/1+$2 ’dt:ulx?dx‘ I 2

1 2
= §arctg T +c

7.3 Parcijalna integracija

Neka su funkcije f i g derivabilne na intervalu (a, b). Iz formule za derivaciju
umnoska funkcija

(f(2) - 9()) = f'(z) - g(z) + f(z) - g'(x)

dobije se integriranjem obiju strana gornjeg identiteta

7) = / F@)-g@)da+ [ 1) (2)da
[ @) g @iz = @) @)~ [ Fi@)-

uz uvjet da navedeni integrali postoje.
Stavimo i u = f(z), v = g(x), imamo du = f'(x)dz, dv = ¢'(x)dz. Sada
gornju formulu mozemo pisati u obliku

/udv:u-v/vdu.

Ovu formulu koristimo kada je integral s desne strane jednakosti jednostav-
nije izraCunati od onog s lijeve strane jednakosti.

Tada je

Primjer 4.
u=x du=dx

1')/566 dv = dv=e"dx v= [e"dx=e"

= ze*—e*+c=(x—1)e"+¢
1,2

2.)/:1;lna;da: =
dv=zdx v=35z

1 1 1 1 1
= 21nx—/x2-d$—x2lnm—/xdx
2 2 T 2 2

1
= 3 zlnx—zx +c

= ze® — /ezdm

u=Ilnx du= %dw
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3.)/arctg xdx

4.)/ln(:n+ 1+ 22)dx =

5.) /x2emda§

Primjer 5.

196
B u=arctg x du= xglil
N dv=dx v==x
t=a?+1
xdx
= gzarctg x — / R = | dt = 2zdzx
r zdx = %dt

R N tgz— S Inft|+
= Jarc Xr — — — = Jarc r — —1n C
879 | 7 &% 79

1
= gzarctg x — 3 In(z® +1) +¢

u=In(z+V1+22) du=

dv=dx v=x

dz
V1422

= zln(z + 1+x2)—/m
V14 a?
| t=V14a?
- dt = :1:d:1:2
Vitz
= zln(x + 1+x2)—/dt
= zln(z+V1+22) —t+c

= zln(z+V1+22) —V1+a22+c

u=1x% du=2zxdr
dv = e*dx v:fe’”d:n:ez

= 2%e® — 2/azezdx

(parcijalna integracija, vidi 1. zadatak primjera 4)
226 —2(x — 1)e” +c= (2% — 22+ 2)e® + ¢

Izrac¢unati / sin® zdzx.

Rjesenje

/ sin® zdx

u=sinz du = cosxdx
dv=sinxdxr v = —coszx

1
—sinz cosz —l—/0082 xdxr = —3 sin(2z) +/C082 xdx

1
D) sin(2z) + /(1 — sin? x)dx

1
D) sin(2z) —|—/d:1:—/sin2 xdx

1
—3 sin(2z) + = — /sin2 xdx
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Odavde je
1
2 / sin? zdr = z — 3 sin(2x) + ¢,
odnosno
/sin2 xdx = lx - 1si1r1(2zzc) +c
2 4 '
Primjer 6.

Izracunati / e” sin zdzx.
Rjesenje

() / e’ sin xdx

u=e* du=e%dx
dv =sinxdr v = —coszx

= —emcosx—I-/excos:Eda:

Za racunanje integrala [ e” cos zdz jo§ jednom primijenimo metodu parci-
jalne integracije.

(x%) /excosxda: = ‘

= ¢€%sinx — /em sin xdx

u=e* du=e*dzr
dv =coszdr v=sinz

Uocimo da se s desne strane jednakosti u (#*) pojavio pocetni integral koji
zelimo izracunati. Uvrstimo i (%) u (x) dobivamo

/ez sinzdr = (%) =—e"cosx + /eiB cos zdx
= (%x) = —€"cosz+e’sinx — /e‘” sin zdx
= €%(sinx — cosx) — /em sin zdz.

Odavde je
2 / e’ sinzdr = e”(sinz — cosx) + ¢,

odnosno

1
/ew sin xdx = §ew(sinx —cosz) + c.

197



7. Neodredeni integral 198

Primjer 7.
.172
Izrac¢unati /Md$, a 7é 0.

Rjesenje

x2
[ Gy

Integral v ra¢unamo pomocu supstitucije t = 22 + a?.

u=x du=dx ‘

— __xdx — [ __zdz _
dv = @2+a?)? VT f (@2 +a?)2

— 2 2
/ zdz td; x;d“ 1 fdt 1 1
V=1 e e =erar =S 9 T To5 T T3 9y
(2% + a?) vde = Ldt 2/t 2t 2(z? + a?)
Sada je
z? x 1 dx
761 = = - — —_—
/ (22 4 a?)? v () 2(2? + a?) T3 / z2 4 a?
T n 1 ; m+
= —————— + —arctg — +c.
2(z2 4+ a?)  2a S
Primjer 8.
Izracunati / Va2 —x2dx, a > 0.
Rjesenje

_ 2 2 _ _—2xdx __ _—zdx
=va* —z* du= =
2v/a2—z2 Va2—z2

/\/@2—$2dfv =
dv=dr v==x
—x

= x\/a2—x2—/daﬁ

VaZ _ 2
2
- [

VaZ — 22

a? — 12 dx
= zva?—2?2— dx—i—a /
/ VaZ = 22

= mx/aQ—mQ—/\/aQ—dea}—i—aQarcsinZ

Odavde je
x
Q/de =zva? — 22 + a% arcsin = + ¢,
a

odnosno

1 2
/ Va2 — x2dx = 5:6\/ a? — 22 + % arcsin = +c.
a
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Napomena

Sliéno se pokaze da je
1
/\/;U2—|—adx: ot x2+a+gln|x+\/a}2—|—a|+c.

7.4 Integracija racionalnih funkcija

P
Racionalna funkcija je funkcija oblika f(z) = QE:U%, gdje su P i @Q polinomi.
x

Ako je stupanj polinoma P strogo manji od stupnja polinoma @, kazemo
da je f prava racionalna funkcija. U protivnom, f je neprava racionalna
funkcija. Svaku nepravu racionalnu funkciju mozemo dijeljenjem polinoma
P polinomom (@ prikazati kao zbroj polinoma i prave racionalne funkcije.
Buduéi da polinome znamo integrirati, preostaje prouciti kako se integriraju
prave racionalne funkcije.

Neka je sada f prava racionalna funkcija. Najprije polinom () rastavimo
na realne faktore. U rastavu polinoma @ pojavljuju se faktori oblika (z—a)*,
odnosno (22 + px + ¢)!, gdje su k,l €N, a,p, q € R, te vrijedi p? — 4¢ < 0.

Sada se racionalna funkcija f prikazuje kao zbroj parcijalnih razlomaka.
U tom prikazu svakom faktoru oblika (z — a)* odgovara zbroj parcijalnih
razlomaka

Ay Ay Ay

w—a+(a:—a)2+'“+(x—a)k’

dok faktoru (22 + pz + ¢)! odgovara zbroj parcijalnih razlomaka
Bix +C4 Box + C9 Bjx 4+

2 +pr+q (2+pr+q)? (224 px + )V

Realni koeficijenti Ay,..., Ag, B1,...,B;, C1,...,C; jednozna¢no su odre-
deni, a racunamo ih metodom neodredenih koeficijenata, koju ¢emo opisati
na sljede¢im primjerima.

Konaécno, integral racionalne funkcije f jednak je zbroju integrala odgo-
varajucih parcijalnih razlomaka.

Primjer 9.

bx — 13
Izracunati dx.
zracunati / @+ 1)@ 5z £0) x
Rjesenje

Polinom u brojniku je prvog stupnja, a u nazivniku tre¢eg stupnja. Dakle
radi se o pravoj racionalnoj funkciji.
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Rastavom polinoma u nazivniku na faktore dobije se
(x+1)(2® =52+ 6) = (x + 1)(z — 3)(z — 2).
Danu racionalnu funkciju zapisimo kao zbroj parcijalnih razlomaka

5z — 13 A B C

(x+1)(x - 3)(z —2) _:1:—|—1+:U—3+x—2'

Mnozenjem obiju strana gornje jednakosti s (x + 1)(x — 3)(x — 2) dobije se

S5r—13 = A(z —3)(z —2)+ Bz + 1)(x —2) + C(z + 1)(z — 3)
= A(z? =52+ 6)+ B(2? — 2 — 2) + C(2® — 2z — 3)
= (A+B+0C)2?+ (-5A - B —20)x + (6A — 2B — 3C).

Odavde, izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije od x, slijedi
A+B+C = 0
—-5A—-B-2C = 5 .
6A4A—-2B-3C = -13
Dobili smo sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice. (Uo¢imo da je broj ne-
poznanica u sustavu jednak stupnju polinoma u nazivniku racionalne funk-
cije.) Ovaj sustav ima jedinstveno rjesenje

3 1
2’ 2’
Stoga je
5 — 13 3 1 +1 1 n 1
(x+1)(z2—52+6) 2 z+1 2 -3 -2

Integral dane racionalne funkcije jednak je zbroju integrala parcijalnih raz-
lomaka, tj.

/ (5x — 13)dx __3/ dx +1/ dx +/ dx
(x+1)(z2-5z2+6) 2 x+1 2) -3 r—2

3 1
= —§ln\x+1|+§ln|x—3|+ln|x—2]—{—c.

Primjer 10.

[ 2?49+ 32
Izraéunati | ——————dx.
x(x +4)2
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Rjesenje

Polinom u brojniku je drugog, a u nazivniku treéeg stupnja, pa je dana
racionalna funkcija prava.

Polinom u nazivniku je rastavljen na faktore, pa racionalnu funkciju
piSemo kao zbroj parcijalnih razlomaka

w2+9x+32_é+ Bl + BQ
r(z+4)2 z z+4 (x+4)2

MnoZenjem obiju strana gornje jednakosti izrazom x(x + 4)? dobije se

22+ 92+32 = A(r+4)?+ Bix(x +4) + Box
= A(2® 482 + 16) + Bi(2% + 42) + Box
= (A+ By)2? + (8A+4B; + Ba)z + 16A.

Odavde slijedi

A+B =1
8A+4B1+By = 9 .
164 = 32

Ovaj sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice ima jedinstveno rjeSenje

A=2 By =-1, By=-3.

Dakle,
?4+9x+32 2 1 3
vz +4)2 . x+4  (x+4)?
Stoga je
2?2 + 9z + 32 dx dz dz
——dx = 2 [ —— -3 ——
z(x +4)? x x+4 (x +4)?
3
= 2ln|z|—Inlz+4]+ —+c
z+4
Primjer 11.

Lyrac . / Sr — &
zracunati [ ————dx.
3 — 4x? + 4x

Rjesenje
U brojniku je polinom prvog, a u nazivniku treéeg stupnja, pa je dana
racionalna funkcija prava.
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Rastav polinoma u nazivniku na faktore glasi
23— 42 44 = 2(2? — 4z + 4) = 2(z — 2)2%

Sada se racionalna funkcija prikazuje kao zbroj parcijalnih razlomaka

S5r — 8 _é+ Bl + BQ
r(x—22 z -2 (x-—2)%

MnoZenjem obiju strana jednakosti s z(xz — 2)? dobije se
5z — 8 = A(x — 2)* + Biz(x — 2) + Bax.

Osim na nacin opisan u prethodnim primjerima, nepoznati koeficijenti A,
B, By mogu se odrediti i uvrStavanjem u gornji izraz prikladnih vrijednosti
za x. Stavimo li npr. z = 2, dobit ¢emo

5.2-8=A12-2%4+B1-2-(2-2)+By-2,
tj. Bo = 1. Za x = 0 imamo

5.0-8=A0-2)24+B1-0-(0—-2)+ By-0,
dakle A = —2. Za x = 1 imamo

5.1-8=A(1-2)?+B;-1-(1-2)+ By -1,
tj., =3 = A — B1 + By, pa je By = 2.
Prema tome,

br—8 2 2 1

:v(x—2)2__;+:n—2+(x—2)2'

Stoga je

br — 8 dx
Ty o= -2 42
/w3_4x2+4xd$ / + /w—2 / (x —2)2

= —2ln|z|+2In]| :r—2|—7—|-c
T —2

Tz —2 1

Tz —2

= 2In

+c.

T

Primjer 12.

. . S+ ad ot — 20— 2
Izracunati dz.
x4 23
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Rjesenje
Polinom u brojniku je Sestog, a u nazivniku cetvrtog stupnja, pa je dana

racionalna funkcija neprava.
Dijeljenjem brojnika s nazivnikom dobije se

336+3U5+x4—23:—2_ 9 x5 + 22 + 2
24 4 23 =z +1- P RS B
Odavde je
6 5 4 3
v+ +zt -2z -2 9 x°+2x+2
1, 23+ 2z +2
3+ 22+ 2

Preostaje integrirati pravu racionalnu funkciju z e
xt+x
Rastav polinoma u nazivniku na faktore glasi

ot 23 =23 (x4 1).
Prikazimo racionalnu funkciju kao zbroj parcijalnih razlomaka

$3—|—2$+2_A1 Ay Ag B

pB+1) 22 23 x4l
MnoZenjem obiju strana jednakosti izrazom z(z + 1) dobije se

420 +2 = A*(z+1)+ Asx(x+1) + As(x + 1) + Ba?
= (A1 -+ B)JTS + (A1 + A2)1E2 + (A2 + Ag)l‘ + As.

Odavde je
Ai+B =1
A1+4 = 0
Ay + A3 = 2°
As = 2

Jedinstveno rjeSenje sustava glasi
A1=0, Ay =0, A3=2, B=1

Dakle,
3+ 2z +2 2 1

z3(x +1) 7E+x+1'
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Stoga je
2 2
/w;m— 2/ / :—f+1n|ac+1]+c
z3(x+1 x+1
Prema tome,
/m6+x5+x4—2x—2 1 4 /:U3+2:U+2
dr = -z2°+x— | ———dx
x4+ a3 3 i+
P LI W T
= —x*+x+——Inlx c.
3 2
Primjer 13.
y . dx
Izracunati -
ré+x+1
Rjesenje

Uo¢imo da kvadratna jednadzba x? + x 4+ 1 = 0 nema realnih nulto¢aka
buduéi da je njena diskriminanta D =1 — 4 = —3 < 0. Zadana racionalna
funkcija je parcijalni razlomak. Svodenjem kvadratnog trinoma 22 + x + 1
na potpun kvadrat, ovaj integral se svodi na tabli¢ni.

_ 1
dz dx b=z
<JZ‘ + 5) + Z x=t— 5
/ dt 2 arctg 2t 4
= = —arctg— + ¢
+2 +z \/g \/3
V3 V3(2x +1)
ctg
3 3
Primjer 14.
x—3
Izracunati | ——d
zracuna 1/x2+4x+5 x
Rjesenje
Kako je diskriminanta kvadratna jednadzbe 22 + 4z + 5 = 0 jednaka
D=4 —-4-5= -4 <0, to se polinom u nazivniku ove racionalne funkcije

ne moze rastaviti na realne faktore. Zadana racionalna funkcija je zapravo
parcijalni razlomak i ona se integrira ovako. Najprije trinom z? + 4z + 5
svodimo na potpun kvadrat

P 4dr+5=(x+2)>+1.
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Zatim se dana funkcija integrira pomodéu supstitucije t = x + 2. Dakle,

r—3 r—3 P
Y e = ——————dr=| dt=d
/x2—|—4x+5$ /($+2)2+1$ g
r=1t—2

t—5 t dt

/t2+1 /t2+1 /t2+1

. s=t2+1

— /thdt—5arctgt: ds = 2tdt

+ tdt = ids

1 (d 1
_ /S5arctgt:1n|5|5arctgt+c
2 s 2

1
= §ln(t2+1) —barctg t + ¢

1
= §1n(x2+4x+5)—5arctg (x +2)+ec.

Primjer 15.

. [ 32?4+ 122 -2
Izracéunati 5 dz.
(x+3)(x2+2)

Rjesenje

Dana racionalna funkcija je prava. Polinom u nazivniku rastavljen je na
faktore.

Prikaz racionalne funkcije kao zbroja parcijalnih razlomaka glasi

3x2 4+ 122 — 2 A Bx+C

(x4 3)(x2 +2) _:£—1—3Jr 242

MnozZenjem obiju strana jednakosti s (z + 3)(x? + 2) dobije se
322 + 122 — 2 = A(z* 4 2) + (Bz + C)(x + 3).

Nepoznate koeficijente A, B,C odredit ¢emo uvrStavanjem u gornji izraz
prikladno odabranih vrijednosti za x.
Za r = —3 dobije se —11 =114, pa je A = —1.
za © = 0 dobije se —2 =2A 4 3C, pa je C = 0.
za x =1 dobije se 13 =3A+4(B+ C), pa je B =4.
Stoga je
3z + 12z — 2 1 4

(z +3) (22 + 2) i3t iy
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Dakle,
/ 322 4 122 — 2 / dx / dxdx
dr = -— +
(x+3)(z2+2) r+3 x?2 42
dxdz t=a2+42
— ln|x+3|+/$2+2 - ‘ dt = 2xdx
2tdt
= —Injz+3|+ —
= —Injz+3|+2n|t|+c
—In|z+3|+2In(z% +2) +c.
Primjer 16.
2
2
Izra¢unati / gjgidx.
0 —1
Rjesenje

Zadana racionalna funkcija je prava. Rastavimo polinom u nazivniku na
faktore.
2 —1=(z-1)(2®+2z+1).

Prikaz racionalne funkcije kao zbroja parcijalnih razlomaka glasi

242 A Bx+C

(x=1) (22 +2+1) r—1 Pratl

MnozZenjem gornjeg identiteta izrazom (z — 1)(2% + x + 1) dobije se

?24+2 = A@*+z+1)+(Bx+C)(xz—-1)
= (A+B)2>+(A-B+C0)z+ (A-C).

Odavde je
A+B =1
A-B+C = 0.
A-C = 2

Rjesenje ovog sustava je

Dakle,
2242 1 1

(t—1)(x2+2+1) z—-1 22+z+1
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Stoga je
/x2 +2 / dx / dx
dr = —
3 —1 z—1 24+x+1
dx
= 1 -1 - | —
nle—1| / 2?24+ax+1
= (vidi primjer 13)
2v3 3(2 1
— In|z -1 _iamtgwﬂ
3 3
Primjer 17.
341
Izracunati / Ldm.
x(z3 —8)
Rjesenje

Racionalna funkcija je prava. Rastavimo polinom u nazivniku na faktore.
z(2® —8) = x(x — 2)(2? + 2z + 4).
Prikaz racionalne funkcije kao zbroja parcijalnih razlomaka glasi

3+ 1 A B Cx+ D

z(x —2)(a? + 22+ 4) ;+m—2+x2+2x+4'

Mnozenjem gornjeg identiteta izrazom z(x — 2)(z2 + 22 + 4) dobije se
23+ 1= Az —2)(2* + 22 +4) + Ba(x* + 22 +4) + (Cz + D)x(z — 2).

Odredimo nepoznate koeficijente A, B, C, D uvr§tavanjem prikladno odabra-
nih vrijednosti za .
Za x =2 imamo 9 = 24B, tj. B = 3.
Za x =0 imamo 1 = —8A, tj. A= —1.
Za x =1 imamo 2 = -7TA+ 7B — (C + D), pajeC—i—D:%.
Za x = —1 imamo 0 = —94A - 3B+ 3(-C+ D), paje C — D =0.
Dakle, C =D = %.
Prema tome,

¥ +1 1
rv(r—2)(x2+22+4) 8

3 1 3 r+1
8

1
.5—'_ $72+1'x2+2x+4'
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Stoga je
/ 23 +1 1 [dx 3/ dx 3/ (z + 1)dz
S A R
z(z3 —8) 8) =z 8) x—2 4) 224+2zx+4
1 3 3 [ (¢+1)do
- 2 CInle—ol 2 [ T AT
glnlal+ gl ’+4/(z+1)2+3
t=(x+ 1)
= | dt=2(x+1)dx
(z +1)dx = Sdt
1 3 3 1 dt
N ‘lr—2l+o [
glnlrlrghnle=2+7-3 | 73
= —lln\xl—i—%ln]x—%—|—§ln\t+3]+c
-8 8 8
1 3 3,
= ——Infz|+-Injz - 2|+ -In|z"+ 22+ 4|+ ¢
8 8 8
1 3
= —§1n|:c|—|—§ln|(ac—2)(x2—|—2x+4)]—|—c
1 3
= —§1n|ac|—|—§ln|x3—8|+c.
Primjer 18.
d
Izraéunati/m,a%O.
Rjesenje

Dana racionalna funkcija je parcijalni razlomak koji integriramo ovako:

/ dz 1 / (22 + a?) — 2 A
(22 + a2)2 a2 (22 + a2)2
= ig (9327-1- ) dr — 1 7:52 dx
a (22 + a?)? a? | (% +a?)?
1 dx 1 x? d
= oot et
1 z 1 x?
= 3 arctgg ) / mdaﬁ
= (parcijalna integracija, vidi primjer 7)
1 x x 1 x
= 3 arctga + 72612@2 ) ~ 53 arctga +c
1 T T
T 243 arctgg * 2a2(2? + a?) te
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7. Neodredeni integral 209

dzx
(22 + a?)?

tegracije svelo na rac¢unanje integrala /

Uocimo da se ra¢unanje integrala / metodom parcijalne in-

T
————. Sliéno bismo postupili i
22 4+ a? P P

prilikom rjesavanja integrala
dx
IHZ/ML (a #0,n € N,n>2).
Naime, ra¢unanje integrala I,, svelo bi se na raCunanje integrala I, 1 =
dx
/ (71 kod kojeg je potencija nazivnika podintegralne funkcije sma-

2 + a2)”*
njena za 1. Opisanom metodom dosli bismo do rekurzivne formule

2n —3 .
= 52m eN,n>2).
Ty R ve Ty e e D R
: . dx 1 T
Pritom je Ilz/M:aarctga+c.

Prema tome, zelimo li izra¢unati npr. integral I, najprije ¢emo koristeci
danu rekurzivnu formulu izracunati integral I pomoéu integrala I. Sad kad
znamo integral Iy izracunat ¢emo (opet koriste¢i rekurzivnu formulu) inte-
gral I3. Postupak nastavljamo analogno; dakle racunamo redom 14 pomocu
I3, zatim I pomocéu Iy, i kona¢no Ig pomocu Is.

Primjer 19.

dz
Izracunati I3 = — ., a # 0.
3 / (22 + a2)3’ 7
Rjesenje
Koristeéi rekurzivnu formulu za n = 3 imamo
3 T

= "Dy —
3= 2T 4a? (22 4 a?)?

Integral Is smo izrac¢unali u primjeru 18, pa je

I 3 1 arcte” n x n T n
= —F | ——= ar — &

5 4a? \ 2a3 &% 2a2(22 + a?) 4a? (22 + a?)?

3z z

8at(x? 4 a?) + 4a?(z? + a?)

3 x
= ——arctg— + 5 tec
a

8a’®
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7. Neodredeni integral 210

Primjer 20.
2 1
Izracéunati / de
(2 + 22 + 5)?
Rjesenje

Uocimo da kvadratna jednadzba 22 +2x+5 = 0 nema realnih nulto¢aka,
jer je njezina diskriminanta D =4 — 20 = —16 < 0.

Dana racionalna funkcija je parcijalni razlomak. Pri integraciji ove funk-
cije najprije trinom u nazivniku svodimo na potpun kvadrat:

2422 +5=(x+1)%+4,

te zatim koristimo supstituciju t = = + 1.
Prema tome,

t=x+1

2 1 2 1
/de - /de: dt = dz
(22 +2x +5)? [(x+1)2 + 4]? b1

B / 21
- (t2+4)2

tdt dt
- 2/(t2+4)2_/(t2+4)2'

Prvi integral koji se pojavljuje s desne strane gornje jednakosti rijesava
se metodom supstitucije s = t? + 4. Dakle,

tdt s=EHA e 1
MW N gs=dt | =< [ C e e e
/(t2+4)2 i —ge |2/ 25 1T oy TC
-2

Drugi integral koji se pojavljuje s desne strane gornje jednakosti je za-
pravo integral I» u kojem je a = 2 i taj integral smo izracunali u primjeru
18. Dakle,

/ dt L
s = —arctg- + ———— +c.
142 16782 T g2 1 4)
Odavde je
27 + 1 1 1 / /
T Ay = - T arcte- —
/(x2+2$—|—5)2$ Zra 167 TRy T C
(481
= —————~ — —arctg-+c¢
821+ 4) 1682
z+9 1 tx+1+
= ———————— — —arc c.
8(z2 +2x +5) 16 8 9
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7. Neodredeni integral 211

Primjer 21.

Izracunati / dix
z(x? +1)2

Rjesenje

Dana racionalna funkcija je prava. Polinom u nazivniku rastavljen je na
faktore.
Prikaz racionalne funkcije kao zbroja parcijalnih razlomaka glasi

1 _é_i_BlJU"‘Cl Byx + ()
r(z2+1)2 z2+1 (x24+1)2

MnozZenjem gornjeg identiteta s z(z? + 1)? dobije se

1 = A@*+1)%+ (Biz+ C)z(2? + 1) + (Box + Co)x
= (A+ By +C123 + (24 + By + Bo)x? + (C1 + Co)x + A.

Odavde je
A+B; = 0
Ci =0
2A+B1+By = 0.
Ci+Cy = 0
A =1

Jedinstveno rjeSenje sustava glasi
Azlv Bl :_17 Cl :07 32:_17 02:0

Stoga je
1 1 T T

2(@x2+ 12 1 22+1 (2412
Dakle,

/ dx B /dw /xdx / xdx
z(z2+1)2 241 (x241)2
~ | ’_/ xdx _/ xdx
B v 241 (x241)2
_ 2
t=z"+1 L fdt 1 [dt
= | dt =2xdx :ln\xl—i e
xdledt
1 1
= ln|x]—§ln\t\+ +c
— Injz| - L Ine? +1)+%+
= z| - 5ln(z 2210 c.
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7. Neodredeni integral 212

7.5 Integracija nekih iracionalnih funkcija
Opisat ¢emo postupak integriranja nekih tipova iracionalnih funkcija.

mx +n

Vax? +br+c

Pri rijeSavanju takvih integrala najprije se kvadratni trinom ax? +bx +c
svede na potpun kvadrat:

Integrali tipa dx, a # 0.

b2

9 9 b & b\2
azr +bx+c:a<x +fx+f):a(ac+—) +c— —,
a a 2a 4a

te zatim primijeni supstitucijat = z+ %. Ako je m = 0, integral se time sveo
na tabli¢ni, dok je u sluc¢aju m # 0 integral jednak zbroju tabli¢nog integrala,

te integrala za ¢ije se rijeSavanje koristi supstitucija s = y/atZ +c — Z—z.

Pogledajmo to na sljede¢im primjerima.
Primjer 22.
y . dx
Izracunati [ —————.
Va? —6x+ 13
Rjesenje
Svodimo trinom u nazivniku na potpun kvadrat:

2% — 6z 4+ 13 = (z —3)% + 4,

te zatim primijenimo supstituciju t = « — 3. Dakle,

t—x—3‘

/ dx B / dx _‘
22 — 6z + 13 (xr —3)2 +4 dt = dx
dt
——— =t +Vt?+4|+¢c
/\/t2+4 | |
= Inlz —3+Va?—6x+13|+ec.
Primjer 23.

r—1

—_dx.
vV +4r -5

Izrac¢unati
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7. Neodredeni integral 213

Rjesenje
t=x+2
-1 -1
—_— ° dt = dx
vré+4x —5 «/:134—2 1—t—3
\/t?i /ﬁ ﬁ
tdt
—3In|t+Vt2 -9
g | |
S_\/
= 1 tdt
ds = N = 2tdt N
= /ds—31n|t+\/t2—9|
= s—=3mt+vVt?—-9|+c
= V2-9-3In[t+V2-9|+c
= Vaz?+4x -5 -3Injz+2+ Va2 +4x —5|+¢
Primjer 24.
. / Inxdx
Izra¢unati .
x\/1+21n:v—ln2x
Rjesenje

Zadani integral rijeSavamo pomocu supstitucije t = In z. Dakle,

/ Inzdz ‘ t—ln:r /
V14 2Inz —In?z dt = v1+2t—t2

Sada se trinom 1 + 2t — ¢? svodi na potpun kvadrat:

142t —t2=—(t2 =2t —1) = [t —1)* =2 =2 — (t — 1)?,
te zatim koristi supstitucija s =t — 1. Prema tome,
s=t—1
ds = dt

/ tdt B / tdt B
V142t — 12 V212 | 241
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7. Neodredeni integral 214

:/(H_lj; /\m /W

= + arcsin —

V2 - 32 \/5
u=+v2—s2
= __ _—2sds __ __ _ sds
du = 2v/2—s2 ~ /2—s2

/ du + arcsin —
= — U -+ arcsin —

V2
= —u -+ arcsin — +c

\/i

s
= —4/2—s2+4arcsin— +c
V2

= —+/1+2t— 12+ arcsin

V2

+ c.

Stoga je

/ Inxdx _/ tdt
x\/1+2lnx—ln2x V1+2t—1¢t2

t—1
= —1/1+ 2t — t2 4 arcsin

V2

= —\/1+21nx—ln2x+arcsin

+c

Inz -1

V2

+ c.

dz
(ma 4+ n)Vaz? + bz + ¢’

Za rijeSavanje ovakvih integrala koristimo supstituciju

Integrali tipa / a # 0.

1

t= .
mx +n

Na taj nacin dobije se prethodno opisani tip integrala.
Primjer 25.
Lyrac . / dx
zractunati [ ————.
Va2 +1
Rjesenje

Uocimo da je m = 1, n = 0, pa integral rijeSavamo pomocéu supstitucije
t= % Prema tome,
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7. Neodredeni integral 215

t=1
§ 1
/ dx B =1 _/ —zdt
Va1 de=—pdt 7 L/E
?+1=p+1=14 A
dt
= — [ ——==—-Injt+Vi2+1|+c
/\/t2+1 | |
I
= —In|—+ 2+1’+c
T X
’1—1—\/1—1—1’2
= —In|——|+c¢
T
— In|——— |+
1+ V1 + 22

Integrali tipa / vaxr?+br+cdr, a#0.

Kvadratni trinom ax? 4+ bx + ¢ svodimo na potpun kvadrat, te zatim

dobiveni integral rijeSavamo metodom parcijalne integracije (v. primjer 8,
tocka 7.3).

Primjer 26.

. . 7
Izracunati —222 + 3z + 3 dz.
Rjesenje

Svodimo trinom —2x? + 3z + % na potpun kvadrat:

] =it D)ol (-]

te zatim koristimo supstituciju t = = — %. Tada je

e R R i
2 -y _3
- \@/mm:‘ tdiid;*

= \/5/ V1 —1t2dt = (v. primjer 8, tocka 7.3 )
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7. Neodredeni integral 216

1 1
= \/5(575 1—t2+ §arcsint) +c

= %[(m—%)\/—2x2+3x+£+\/§arcsin<:c—%>} +ec.

cwc—l—b)ﬁi (a:L‘+b

P2
Integrali tipa /R{x, < )q2 . .}dx, gdje je R ra-

cx+d cr+d
cionalna funkcija, p1,q1,p2, g, ... cijeli brojevi, te a,b,c,d € R.
Pomoéu supstitucije
n_ar+b
cx+d
gdje je n najmanji zajednicki visekratnik brojeva q1,qo,..., ovi se integrali

svode na integrale racionalnih funkcija.

Primjer 27.

Izracunati / du .
Var +3+ vir +3

Rjesenje

Ovdjejea=4,b=3,c=0,d=1,p1 =p2 =1, q1 =2, g2 = 4. Kako je
najmanji zajednicki viSekratnik brojeva q; i g2 jednak 4, to se ovaj integral
rijesava pomoéu supstitucije t* = 4z + 3. Prema tome,

t* =4x +3
3 p— -
/ dx = / 13t /tht
= = €T = =
Vaxr + 3+ vixr + 3 Iz 13 = 2 2+t t+1
Vix+3=t

= (podijelimo polinom #? polinomom ¢ + 1)

:/(t—1+t+11)dt

1
= 5zt2—t+1n\t+1]+c

1
= 5\/436—1—3—{74x+3+1n\\4/4x—|—3+1\+c.

Primjer 28.

Ipracunati / dx
zratunati | ————— .
2—-2)V1—x
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7. Neodredeni integral 217

Rjesenje
Imamoa=—-1,b=1,¢=0,d=1,p; =1, ¢t = 2. Stoga jen = ¢ = 2,
pa koristimo supstituciju

t?=1-—uz.
Dakle,
2 _1_-
dz F=1-a otdt
2—-2)V1—x 9 =241 (t*+1)
dt
= —2/t2—H:—2arCtgt+C
= —2arctg v1—2x+c.
Primjer 29.
Izra¢unati / 1/ T dr.
3—=x
Rjesenje

Ovdjejea=1,b=0,c=-1,d=3,p1 =1, q1 = 2. Stogajen = q1 = 2,
pa integral rijeSavamo koristeéi supstituciju

X

t? = .
3—x

Odavde je (3 — 2)t? = z, tj. 3t> = x> + v = z(t* + 1), pa je

3t?
x = .
241
Deriviranjem se dobije
J 6t(t2 + 1) — 3t2 - 2t it 6tdt
x = = :
(tQ + 1)2 (t? + 1)2
Dakle,
t2 — 31’
—x 2
T 3 6tdt / t2dt
/v:a—x S I / @+1? ") @y
T = @2

= (v. primjer 7, tocka 7.3)
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7. Neodredeni integral 218

t 1
= 6(— 5y + jarcte )
2(t2+1)+2arcg +c

= Jdarctgt — +c

2 4+1

€T 3\/ 3Em
= Jarctg 1/3 - — +c
3—x

T E 41
= 3Jarctg %—\/356—1’24—6.
V3—x

7.6 Integracija nekih trigonometrijskih funkcija

Razmotrit éemo kako se integriraju integrali tipa
/sinm:ccos" xzdr (m,n € NU{0}).

(a) Ako je m neparan broj, integral rijeSavamo koristeéi supstituciju ¢ =
CoS T.

(b) Ako je n neparan broj, integral rijesavamo koristeé¢i supstituciju ¢ = sin x.
(c) Ako sum in parni brojevi, tada se za snizavanje potencije podintegralne
trigonometrijske funkcije koriste formule

1 1
sinx = 5(1 — cos(22)), cos’z = 5(1 + cos(2x)),

. 1.
sinzcosz = 5 sin(2x).

Takoder, koristimo rekurzije do kojih dolazimo parcijalnom integracijom:

1 _ . n—1 _
coszdr = =cos" lzsinz+ cos" 2 zdx,
n n
) 1. n—1 e
sin"zdr = —=sin" 'zcosz+ —— [ sin" 2 zdz.
n n
Primjer 30.

Izracunati / sin® zdzx.

Rjesenje
t =coszx
/sin3 zdr = /Sim2 zsin zdr = dt = —sin zdx
sinfz=1—cos2z=1—1¢2
1
= /(1t2)dt:t+3t3+c
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7. Neodredeni integral 219

1 3
= —cosaz+§cos xr+c

Primjer 31.

Izrac¢unati / cos® zdz.

Rjesenje
t =sinx
/cos5 rdr = /cos4a:cos xdr = dt = cos xzdx
cos*z = (1 —sin?x)? = (1 — 2)?
= /(1 —12)%dt = /(1 — 2t + th)dt
2 1 2 1

=t— §t3+ 5155 +c=sinzx — gsing’x—k gsin5a:+c

Primjer 32.

Izracunati / sin® z cos® zdz.

Rjesenje
/ sin? zcos® zdx = / sin? z cos® x cos xdx
t =sinx
= dt = cos zdzx
cos?2r=1—sin?z=1-—1t2
= /t2(1 —tH)dt = /(t2 —that
1 1 1 1
= §t3—5t5+czgSin3$—gsin5$+C
Primjer 33.

Izracunati / sin? zdz.
Rjesenje
Ovaj integral smo rijesili metodom parcijalne integracije (v. primjer 5,

tocka 7.3). Sada ¢emo ga izracunati koriste¢i formulu

1
sin?z = 5(1 — cos(2z)).
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7. Neodredeni integral 220

1 1
/sin2 xdr = /2(1 — cos(2x))dx = 3

1 11
3%~ 3" §s1n(2:c) c=

Primjer 34.

Izrac¢unati / sin zdz.

Rjesenge

Za rjesavanje ovog integrala koristit ¢éemo rekurzivnu formulu (n = 4).

1 3
/Sin4 rdxr = ~1 sin® z cos z + 1 / sin® zdx

= (vidi primjer 33)
1 371 1

= ~1 sin® z cos x + 1<§x— Zsin(Qa?)) +c
1 3 3

= —Zsmgmcosm—&—8$—1—68m(2$)+c

Primjer 35.
Izracunati / cos® x sin? zdz.

Rjesenje
(%) /cos2 rsint zdr = /(1 — sin? z) sin® zdx

= /sim4 xdr — /sin6 zdx

Koristenjem rekurzivne formule potenciju podintegralne funkcije u integralu
[ sin® zdz smanjit éemo za 2. Dakle,

1
() /sin6mdac = 5 sin5xcosx+2/sin4xda:.

Odavde je

/ cos® rsin xdr = / sin® zdx — / sin® xdx

5
() /sm zdr + g sm5 T COST — 5 /sin4 zdr
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7. Neodredeni integral 221

1 1
= sin5xcosx+6/sin4xdx

(@)

= (vidi primjer 34)

— sin® z cos z — 1 sin® z cos x4 ix— 1 sin(2z)+c.
G 24 16 32

7.7 Primjena trigonometrijskih supstitucija na odredivanje
integrala

/R($, Vaxr? + bx + c)dz,

gdje je R racionalna funkcija

Svodenjem kvadratnog trinoma ax? + bz 4 ¢ na potpun kvadrat ovaj integral
se svodi na jedan od sljedecih integrala:

/R Vm2 = a?)dz, m >0,

koji rijeSavamo supstitucijom x = msint;

/R Va2 +m?)dz, m >0,

koji rijeSavamo supstitucijom x = mtg t;

/R - m2)d:): m >0,
.. m
koji rijeSavamo supstitucijom x = ——.
cost
Primjer 36.
Izracunati / V=22 + 6z —5dx.
Rjesenje

Integral ovog tipa, osim metodom parcijalne integracije (v. primjer 26,
tocka 7.5), mozemo rijesiti pomoéu odgovarajuée trigonometrijske supstitu-
cije. U tu svrhu najprije svodimo trinom —z? 4 6z — 5 na potpun kvadrat:

2?4+ 6r—5=—(22 —62+5)=—[(x —3)* -4 =4 — (z - 3)%
te zatim koristimo supstituciju ¢ = x — 3. Dakle,
/\/mdx:/mdx—‘ $_3‘
dt = dx
[vi-ea
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7. Neodredeni integral 222

Uoc¢imo da smo dobili integral tipa (a). Stoga ¢emo primijeniti supstituciju
t =2sins.

Rac¢unamo

t=2sins

/\/4—t2dt = dt = 2 cos sds

4—t2=4—4sin’s =4cos?s

= /2(:053'2cossds:4/(:0523ds

1
= 4/2(1+cos(23))ds— 2/ds+2/cos(23)ds
= 2s+sin(2s) +c=2s+2sinscoss + ¢

(vratimo se na varijablu ¢)

ing =1t
sins = 3

s = arcsin%

= 2. 4—t3
cos® s = =5~

V4a—t?
2

COS S =

t 1
= 9 in— 4+ —t\vV4—t2+c.
arcsm2+2 +c

Prema tome,

/\/—m2—|—6x—5d$ = /\/4—t2dt

t 1
=2 in— 4+ —t\v4 — t2
arc51n2+2 +c

-3 1
z +§(a:—3) —x24+6x—5+ec

= 2arcsin

Primjer 37.

dx
Izrac¢unati / _—
N
Rjesenje

Ovaj integral je tipa (b), pa koristimo supstituciju

T =tgt.
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7. Neodredeni integral 223

/ A do — it
- T cos2t
2V +1 sin® ¢ cos?t 1

$2+1:tg2t+1: coszt+C082t — Ccos2t

_ % _ [costdt | s=sint
tg 2t sin? ¢ ds = costdt

cost

/ds 1 . 1 n
52 s sint

= (vratimo se na varijablu x)

— __ sint
T = tg t= cost

sint = x cost
1=sin?t + cos?t = 2% cos? t + cos? t = (22 + 1) cos? t

= 2, 1
cos“t = e
cost = —
3 T
int = =
sint = xcost —=T
2
= +1
= - +C
x

223



LITERATURA 224

Literatura

[1] A. Aglié¢-Aljinovié, I. Brnetié, V. Cepuli¢, N. Elezovi¢, Lj. Marangunid,
M. Pasi¢, D. Zubrini¢, V. Zupanovi¢: Nastavni materijali za predmet
Matematika 1 (FER-2), Element, Zagreb, 2009.

[2] T. Bradi¢, R. Roki, J. Pecari¢, M. Strunje: Matematika za tehnoloske
fakultete, Multigraf, Zagreb, 1994.

[3] B. P. Demidovi¢ i suradnici: Zadaci i rijeSeni primjeri iz matematicke
analize za tehnicke fakultete, Golden marketing - Tehnicka knjiga, Za-
greb, 1998.

[4] N. Elezovié¢, A. Aglié¢: Linearna algebra, zbirka zadataka, Element, Za-
greb, 1995.

[5] K. Horvatié: Linearna algebra, Golden marketing, Zagreb, 2004.
[6] P. Javor: Matematicka analiza 1, Element, Zagreb, 1999.

[7] P. Javor: Matematicka analiza 2, Element, Zagreb, 2000.

[8] S. Kurepa: Matematicka analiza 1, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1984.
[9] S. Kurepa: Matematicka analiza 2, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1987.

[10] D. Veljan: Matematika 4, Skolska knjiga, Zagreb, 1997.

224



