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1 Nizovi realnih brojeva

1.1 Pojam niza

Funkcija a : N — R sa skupa prirodnih brojeva N u skup realnih brojeva R
zove se niz (ili slijed) realnih brojeva.

Pisemo a,, = a(n), n € N.

Broj a,, nazivamo opéim (ili n-tim) ¢élanom niza.

Niz ozna¢avamo s (a,)nen ili kraée (a,).

Primjer 1.1.1. Nadi prva tri ¢lana niza ¢iji je n-ti ¢lan zadan formulom

_ n
an = ;5
Rjesenge.
1 1 2

=13~ ®= 533~

3

2 _ _
50 43 = 333 =

Primjer 1.1.2. Naéi drugi, treéi i Sesti ¢lan niza ¢iji je n-ti clan zadan

formulom a,, = cos .

Rjesenge.
as = Cos

L

2

0, a3 = cos § = =

, Qg = COS

wfS

N =
SIE]

Primjer 1.1.3. Naéi drugi, treéi i cetvrti ¢lan niza zadanog rekurzivno:
a1 =2,a, =2a, 1+3zan=2234,...
Rjesenge.

a2:2a1+3:2-2—|—3:7,

az =2a, +3=2-7T+3=17,

ag=2a3+3=2-17+3 = 37.

Primjer 1.1.4. Nadi tredi i ¢etvrti ¢lan niza zadanog rekurzivno: a; = —2,
as =1, a, =na,_1+a,_ozan=3,4,5,....
Rjesenge.

a3:3a2—|—a1:3-1—2:1,

a4:4a3+a2:4'1+1:5.

Primjer 1.1.5. Naci formulu za n-ti ¢lan ovih nizova:
(a) 1,2,3,4,5,..;
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(e) _17%7_%a%7_%7 )
11 1 1

(f) 1’1’5_)’1_6’%’ )
12345

(g> 2913747576

Rjesenje

(a) a, =mn;

(b) a, = 2n;

(c) an =2n —1;

(e) ap = (*i)”7

(f) an = #;

(

g) an = ;-

Omedenost i monotonost niza
Niz (a,) je omeden ako postoji M > 0 tako da je |a,| < M za sve n € N.
Niz (a,) je rastuci ako je a, < a,y1 za sve n € N.

Niz (a,) je padajuci ako je a, > a,1 za sve n € N.

Z,

iz (a,) je strogo padajuci ako je a, > a,,1 za sve n € N.
Niz

Niz (a,) je strogo monoton ako je strogo rastudi ili strogo padajuéi.

(an)
(an)
Niz (a,) je strogo rastuci ako je a, < a,41 za sve n € N.
(an)
(an) je monoton ako je rastudi ili padajudi.

)

Primjer 1.1.6. (a) Niz s opéim ¢lanom a,, = 5sin(3n) je omeden, jer je
la,| = |5sin(3n)| = 5|sin(3n)| <5-1=5
za sve n € N.

2n
n2+1

(b) Niz s opéim ¢clanom a,, = je omeden. Zaista, kako je

n+1-2n=(n-1>2*>0,

to je 2n < n? + 1, odnosno ngil < 1 za sve n € N. Prema tome,

(c) Niz s opéim ¢lanom a,, = n® nije omeden, jer ne postoji pozitivan
realni broj M sa svojstvom |a,| =n® < M za sve n € N.

4
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Primjer 1.1.7. Niz s opé¢im ¢lanom a,, = % je strogo padajudi.
Da bismo to provjerili racunamo razliku:
1 1 n—(n+1) 1

n+l1 — Un = - = = - <0, e N.
Int1 = =071 T 0 n(n+1) n(n+1) "

Prema tome, a, > a,.1 za sve n € N.

Primjer 1.1.8. Niz s opé¢im ¢lanom a,, = nQ—fr‘l je strogo rastuci.
Da bismo to provjerili racunamo razliku:
2n+1) 2n 2(n+ 1) —2n(n +2) 2

(pt1—Qp = — = = >0
i n+2 n+l1 (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

za sve n € N. Prema tome, a, < a,41 za sve n € N.

Primjer 1.1.9. Niz s op¢im ¢lanom a, = (—1)";%5 je omeden, ali nije
monoton.
Naime, |a,| = 25 < 1 zasve n € N, pa je (a,) omeden niz.
Uocimo,
1 2 2 3
—§:a1<a2:§, §=a2>a3:—1,

sto pokazuje da niz (a,) nije monoton.

1.2 Aritmeticki niz

Niz (a,) realnih brojeva je aritmeticki ako postoji realni broj d takav da je
Qp+1 — an, = d za sve n € N.
Prema tome, razlika uzastopnih ¢lanova niza je stalno isti broj d.
Broj d nazivamo razlikom (ili diferencijom) aritmetickog niza (a,,).
Uoc¢imo
as = ay + d,;
as=ay+d=a+d+d=a; + 2d;
a4:a3+d:a1—|—2d+d:a1+3d;
tj. opcenito vrijedi
anp=a;+ (n—1)d, neN.
Odavde vidimo da se n-ti ¢lan aritmetickog niza (a,) moze izraziti pomocu
prvog ¢lana a i razlike d.
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Bitno svojstvo aritmetickog niza jest da je svaki njegov clan (osim prvog)
aritmeticka sredina svog neposrednog prethodnika i neposrednog sljedbenika,
tj.

1
Upy1 = E(an + api2), meEN.

Zaista, kako je a,y1—a, = dia,io—a,+1 = d, oduzimanjem druge jednakosti
od prve dobije se 2a,,+1 — @, — Gp10 = 0, 0odnosno a, 1 = %(an + ap42) za sve
n € N.
Tim svojstvom je aritmeticki niz u potpunosti karakteriziran. Drugim
e e . [ - .o . . 1 . . o .
rijecima, niz (a,) za Cije clanove vrijedi any1 = 5(an + anq2) je aritmeticki.
Naime, tada je 2a,41 = a, + a,12, odnosno

Upt1 — Ay = Upg2 — Apg1, N EN.

Dakle, as — a; = a3 — as = a4 — a3 = ..., tj. razlika uzastopnih clanova je
uvijek isti broj.
Primjer 1.2.1. Nadi sedmi ¢lan aritmetickog niza (a,) ¢iji je prvi ¢lan a; =
5, a razlika d = —2.
Rjesenge.

Iz formule za opéi ¢lan aritmetickog niza imamo:

ar=a,+6d=5+4+6-(-2)=-T7.
Primjer 1.2.2. Naéi tredi ¢lan aritmetickog niza (a,) ako je a5 = 19 i
ag = 31.
Rjesenge.

Iz formule za op¢i ¢lan aritmetickog niza imamo:

19 = a5 = a1 + 4d;

31:a8:a1+7d.
Oduzimanjem prve jednadzbe od druge dobije se 3d = 12, pa je d = 4. Sada
jea; =19 —-4d =19 —-4-4 = 3. Konacno, a3 =a; +2d =3+ 2-4 =11.
Zbroj prvih n clanova aritmetickog niza

Prema formuli za opéi ¢lan aritmetickog niza vrijedi
ag +ap 1 =a1+k—1d4+a+(n—k)}d=a;+a1+ (n—1)d =ay + a,

za svaki n € Niza svaki k € {1,...,n}.
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Prema tome,
a)+a, =a2 +0ap—1 =Aa3+ Qp_o = Ag + Qp_3 = -+ .
Oznacimo sada s s, zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza (a,,) :
Sp=a1 tax+az+ -+ ap_2+ ap_1 + ayp.
Ispisemo li ovih n pribrojnika obrnutim redoslijedom
Sp = Qp +Qp_1+ap_o+---+ a3+ as + ay,
te zatim zbrojimo ove dvije jednakosti, dobijemo
28, = (@1 4ap) + @2+ ap—1)+ @3+ an_9) + - -+ @n_2+a3) + @n—1+a2) + (@, +ay).

Pokazali smo da u ovom izrazu svi pribrojnici unutar zagrada iznose a; + @,
odakle slijedi
28, = n(a; + ay,),

odnosno
n

Sp = §(a1 + ay,).

Kako je a, = a; + (n — 1)d, takoder vrijedi

_n
2

Sn

(2a1 + (n — 1)d).

Primjer 1.2.3. Naci zbroj prvih 100 neparnih prirodnih brojeva.
Rjesenge.

Neparni prirodni brojevi ¢ine aritmeticki niz, gdje je a1 = 11 d = 2.
Koristimo formulu za zbroj prvih n = 100 ¢lanova tog aritmetickog niza.
Vrijedi

100
S100 = 7(2 -1+ (100 — 1) - 2) = 10000.

Primjer 1.2.4. Nadi zbroj prvih 30 ¢lanova aritmetickog niza 2,5, 8,11, 14, ....
Rjesenge.

Ovdje je a1 = 2, d = 3, pa je

30
S30 = 7(2-2+(30— 1) - 3) = 1365.
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1.3 Geometrijski niz

Niz (a,) realnih brojeva razli¢itih od nule je geometrijski ako postoji ¢ €
R\ {0} takav da je a,11 = a, - ¢ zasve n € N.
Buduéi da je koliénik “*** uzastopnih ¢lanova niza jednak ¢, broj ¢ zovemo

kolicnikom (ili kvocijentom) niza (ay).

Vrijedi

Gz = ay - q;

az = az-q=a - q*

ay =az-q=a - ¢
tj. opcenito je

an=a-¢"', neN.

Prema tome, n-ti ¢lan geometrijskog niza moze se izraziti pomoc¢u prvog
¢lana a; i koli¢nika q.

Ako je (a,) geometrijski niz s pozitivnim ¢lanovima, tada je svaki njegov
¢lan (osim prvog) geometrijska sredina dvaju susjednih ¢lanova, tj. vrijedi

Gpi1 = \/Up - Qpio, N €N

. . Ant+1 _ : Ant2 .. . 2 _ . o
Naime, iz =gl a:T = g slijedi a;,; = ap-Gpy2, Paje Apy1r = /Ay - Qpio.
Vrijedi i obratno, ako je (a,) niz s pozitivnim ¢lanovima za koje vrijedi
(pi1 = /Up - Gnio za sve n € N, tada je taj niz geometrijski. Naime, kvadri-
ranjem ove jednakosti dobije se a2, = ay, - Gny2 odakle slijedi 2+ = Z"—ﬁ
n n
za sve n € N. Prema tome, 2 = % = % — ...  §to pokazuje da se radi o
.o . a1 az as
geometrijskom nizu.

Primjer 1.3.1. Nadi peti ¢lan geometrijskog niza (a,,) ¢iji je prvi ¢lan a; = 4,
a kolicnik g = %
Rjesenge.
Iz formule za opéi ¢lan geometrijskog niza imamo:
a5:a1.q4:4-(%>4:i.
Primjer 1.3.2. Naéi ¢etvrti ¢lan geometrijskog niza (a,) ako je az = 12 i
ar; = 192.
Rjesenge.
Iz formule za opéi ¢lan geometrijskog niza imamo:
12 =a3 = a1 - ¢*
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192 = a7 = a; - ¢°.

Podijelimo li drugu jednadzbu s prvom, dobit ¢emo ¢* = 16. Ova jed-
nadzba ima dva rjeSenja: ¢ = —2 1 ¢ = 2.
12

U prvom slucaju dobije se (a;); = g % = 3, odakle slijedi

(as)1 = (a1)1- ¢} =3-(=2)° = —24.

U drugom sluc¢aju imamo (a;); = =5 = % =3, pa je

Sl

w

(as)s = (a1)2- g5 = 3-2° = 24.
Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza
Oznacimo s s,, zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza (a,) :
Sp=a1+ a2+ az+ -+ ap2+ Ap—1 + Ap.
Tada je, prema izrazu za opci ¢lan geometrijskog niza,
sp=atar-gta @+ ta " ta " ta-g" (1)
Mnozenjem ove jednakosti s —¢q dobije se
—Sp g =—01-§—a1-¢ —a1-¢C—-—a1-q
Zbrojimo li sada jednakosti (1) i (2) dobit ¢emo
Sp—Sp-q=a;—aj-q".
Odavde je s,(1 — q) = a1 (1 — ¢™), odakle slijedi
1—q"
1—q’

q# 1.

Sp — A1

U slucaju ¢ = 1 svi ¢lanovi niza (a,) su jednaki, pa je s, = na;.

Primjer 1.3.3. Nadi zbroj prvih deset ¢lanova geometrijskog niza 5, —15,

45, —135, 405, . ...
Rjesenge.
U ovom geometrijskom nizu je a; = 51 ¢ = —3. Prema formuli za zbroj
prvih n ¢lanova geometrijskog niza vrijedi
1— (=3 10
510 =09" # = —T73810.

1—(=3)
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Primjer 1.3.4. Nadi zbroj prvih Sest ¢lanova geometrijskog niza (a,) ako je
a1+a3:521a2+a4:260.
Rjesenge.

52=a1+a3=a+a-¢* = ar(l 4 ¢*);

260 =as+ay=a;-q+a-q¢ =a-q(1+¢*).

Podijelimo li drugu jednadzbu s prvom dobit ¢emo ¢ = % =5
Sada iz prve jednadzbe slijedi a; = 225 = 2.
Konacno,
1—¢° 1 —56
= =2 = 7812.
A 1-5

1.4 Konvergencija niza

Kazemo da niz (a,) realnih brojeva konvergira (ili tezi) prema realnom broju
a ako za svaki € > 0 postoji prirodan broj ng takav da za svaki n > ng vrijedi
an, € (a —e,a+¢).

Broj a zovemo limes (ili grani¢na vrijednost) niza (a,) i piSemo

a = lim a,.
n—oo

Prema tome, kakvu god proizvoljnu simetri¢nu okolinu (a — ¢, a + ¢) zadamo
oko broja a, postojat ¢e ng € N tako da se svi clanovi niza nakon a,, (tj. an,,
Ung+1, Ang+2, - - - ) Nalaze u toj okolini, tj. vrijedit ¢e a,, € (a —¢e,a+¢€) za sve
n > ng. Dakle, svi ¢lanovi niza (a,), osim mozda konaéno mnogo pocetnih
¢lanova, nalazit ¢e se u okolini (@ —€,a + ¢).

Zaniz (a,) koji ima limes a € R kazemo da je konvergentan. U protivnom,
niz je diwergentan.

1
Primjer 1.4.1. Pokazati da je lim — = 0.

n—oo n
Rjesenge.

Stavimo a,, = %, n € N.

Jasno je da s porastom prirodnog broja n ¢lanovi niza (a,) postaju sve
blizi broju nula. Stoga nasluéujemo da niz (a,) ima limes a = 0. Pokazimo
to formalno, tj. pomoc¢u dane definicije.

U tu svrhu najprije zadamo realan broj € > 0, tj. izaberemo proizvoljnu
simetricnu okolinu (a — €,a + ¢). Zelimo pokazati da postoji ny € N sa
svojstvom da za svaki n > ng vrijedi a, € (a—¢,a+¢), odnosno * € (—¢,¢).

10
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Uvjerimo se da broj ng := [1] + 1 (gdje smo s [1] oznacili najvedi cijeli

broj manji ili jednak %) ima trazeno svojstvo. Naime, tada je oc¢ito ng > %,
pa je nio < €. Stoga za svaki prirodni broj n > ng vrijedi % < n—lo < e stojei
trebalo dokazati.

Uoc¢imo da trazeni broj ng (koji se pojavljuje u definiciji limesa niza)
ovisi o0 zadanom broju €. Drugim rijecima, ng ovisi o Sirini izabrane okoline
(a—e€,a+¢€) broja a. U pravilu, §to je ta okolina uza (tj. € manji broj), to ¢e
ng biti veci, odnosno izvan te okoline nalazit ¢e se vise ¢lanova danog niza,
ali uvijek samo konacno mnogo.

Npr., zadamo li ¢ = % u primjeru 1.4.1, imat ¢emo ngy := [%] +1=
[20] + 1 = 21. Prema tome, svi ¢lanovi niza (a,) osim prvih 20 nalazit ¢e se
u zadanoj okolini (a —€,a +¢) = (—55, 35) broja nula.

Ako pak zadamo & = 15 u primjeru 1.4.1, imat ¢emo ng = [1] +1 =
[100] + 1 = 101. Dakle, u ovom ¢e slu¢aju prvih 100 ¢lanova niza (a,) ostati
izvan zadane okoline <—1—(1)0, ﬁ), dok ¢e se svi ostali clanovi niza nalaziti

unutar te okoline.

Primjer 1.4.2. Ispitati konvergenciju niza s opéim ¢lanom a,, = (—1)".
Rjesenge.

Primijetimo da su svi ¢lanovi niza s neparnim indeksom jednaki broju
—1, dok su ¢lanovi niza s parnim indeksom jednaki broju 1. Dakle, ovaj niz
poprima samo dvije razlicite vrijednosti.

Jasno je da bilo koji realan broj a razlicit od —1 i od 1 ne moze biti limes
ovoga niza. Naime, tada je moguée pronac¢i okolinu broja a koja ne sadrzi
brojeve —1 i 1, pa samim time ta okolina ne sadrzi niti jedan ¢lan danog
niza. Preostaje provjeriti je li neki od brojeva —1 ili 1 limes ovoga niza.

Broj a = —1 nije limes niza, buduéi da za npr. € = 1 okolina (a—¢, a+¢) =
(—2,0) ne sadrzi broj 1, pa dakle niti sve ¢lanove niza s parnim indeksom.
Prema tome, izvan okoline (—2,0) ostalo je beskona¢no mnogo ¢lanova niza.

Slicno, niti broj a = 1 ne moze biti limes ovoga niza. Naime, zadamo li
e = 1, tada se izvan okoline (a—e,a+¢) = (0, 2) nalazi broj —1. Dakle, izvan
ove okoline nalaze se svi ¢lanovi niza s neparnim indeksom, kojih je takoder
beskona¢no mnogo.

Prema tome, zadani niz je divergentan.

Svojstva konvergentnih nizova

(a) Konvergentan niz je omeden.

11
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(b) Konvergentan niz ima samo jedan limes.
(c) Ako su (a,) i (b,) konvergentni nizovi, te ako postoji ng € N tako da
je a, < b, za svaki n > ng, tada je lim a, < lim b,.

n—oo n—oo

(d) (Teorem o sendvicu) Ako su nizovi (ay), (by) i (cn) takvi da je a, <
cn < by, za svaki n € N wvecéi od nekog ng € N, te ako vrijedi lim a, =

n—oo

lim b, = [, tada je niz (c,) konvergentan i vrijedi lim ¢, = I.

(e) Ako je (a,) nul-niz (tj. lim a, = 0) i (b,) omeden niz, tada je (a,by,)
nul-niz, tj. lim (a,b,) = 0.

Napomenimo da je omedenost nuzan, ali ne i dovoljan uvjet za konver-
genciju niza. Prema tome, postoje omedeni nizovi koji nisu konvergentni.
Primjerice, niz s opé¢im ¢lanom a,, = (—1)" je omeden. Medutim, taj niz ne
konvergira (vidi primjer 1.4.2).

U sluc¢aju monotonog niza, omedenost ¢e osigurati i njegovu konvergen-
ciju. Dakle, vrijedi sljedec¢a tvrdnja.

Teorem 1.4.3. Monoton i omeden niz realnih brojeva je konvergentan.

Operacije s konvergentnim nizovima

Ako je lim a, = a ¢ lim b, = b, tada vrijede sljedece turdnje.

n—o0 n—oo

(a) lim (a, +b,) = a+b;

n—oo

(b) lim (a, —b,) = a — b;

n—o0

(¢) im(k-a,)=k-a, keR;

n—oo

(d) lim (a, - b,) =a-b.

n—oo

(e) Ako je b, #0 za svakin € N i b # 0, tada je lim%:%.

(f) lim |a,| = |al.

(g) Ako je ap, >0 za svakin € N i a > 0, tada je lim a;, =a°, c€R.

n—0o0

(h) lim ¢™ =¢*, ¢>0.

n—oo

12
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Nizovi s beskonaénim limesima

Kazemo da niz (a,,) divergira prema oo ako za svaki M > 0 postojing € N
takav da je a,, > M za svaki n > ny.
Tada pisemo
lim a, = co.
n—oo
Kazemo da niz (a,) divergira prema —oo ako niz (—a,) divergira prema
00. PiSemo
lim a, = —o0.

n—oo

Primjer 1.4.4. Dokazati da je lim 2" = ooc.

Rjesenge.
Treba dokazati da kakav god M > 0 izaberemo, postoji ng € N takav da
je 2" > M za svaki n > ny.
Primijetimo da je
log M
log2 "

2" > M < log2" > log M < nlog2 >logM < n >

log M
log 2

Uzmimo ng := [ ] + 1 (gdje nam [x] kao i ranije oznacava najvedi cijeli
lo

g M
log2 7’

broj manji ili jednak x). Tada je ng > pa za svaki prirodni broj n > ng
log M

gz P2 je stoga 2™ > M.

imamo n >

Operacije s divergentnim nizovima

(a) Neka je lim a, = a ¢ lim b, = co. Tada vrijedi:

n—oo

lim (a,, + b,) = oo,

n—oo

lim (a, — b,) = —o0,

n—oo

lim (a, - b,) =00, ako jea >0,

lim (ay, - b,) = —oc0, ako je a <0,
a

lim — = 0.

n—oo b

(b) Neka je lim a, = oo i lim b, = co. Tada vrijeds:

n—oo

13



1. Nizovi realnih brojeva 14

lim (a, + b,) = oo,

n—oo

lim (a,, - b,) = oco.

n—oo

(c) Neka je lim a, = oo i c > 0. Tada je lim a;, = oco.

n—oo

(d) Neka je lim a, = a > 0, neka je b, > 0 za svakin € N ¢ lim b, = 0.

n—oo

Qn,
Tada je lim — = oo.

n—oo n

Operacije navedene pod (a) i (b) simbolicki redom zapisujemo ovako:
a—+ 00 = 00,
a— 00 = —00,
a-00=o00, akojea>0,

a-o00=—o0, akojea<0,

oo 0

Napomenimo da su oblici 22, ¢, 000, 00 — 00, 1%, 0%, 00® neodredeni.

Neki vazni limesi

(a) Za geometrijski niz (¢™) vrijedi:

lim ¢" =0, ako je |q| < 1;

n—oo

lim ¢" =1, ako je ¢ =1;

n—oo

lim ¢" = oo, ako je q > 1;

n—oo

(q™) je divergentan, ako je q < —1.

14
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(b) lim (1—|—§)n:ek, ke
() lim ¢/n=1;
(d)gij&W:L k> 0;

(e g&;—n:o, k> 1;
(f)gl%%:0, keR;
) Jim 5 =1

n

R;

Sljedece zadatke rijesit ¢emo koristec¢i pravila za racunanje s limesima.

Primjer 1.4.5. Izracunati limese:

1.) lim 77" -sin(2n) = lim

n—oo n—oo
2
. + 2
2 lim S +2)
n—oo n n—oo 1

Primjer 1.4.6. Izracunati limese:

1) lm ———— =
n—oo 3n% — 8n + 1

2n®+Tn+5 (oo>

o0

(%)n -sin(2n) = (0 - omedeno) = 0

1
= lim — -sin*(n +2) = (0 - omedeno) = 0

2.)

lim

n—oo

i

3.) lim

n—oo —3n° +2n? —n + 3

—5n? 4+ Tn +4

2n5 +n2 -7

n"+n*+1

(dijelimo brojnik i nazivnik s n
24145 24040
lim T =

()
o0
(dijelimo brojnik i nazivnik s n?®)

lim —_5+%+’%—(_—5)—0
n—>002n2+%—n—73 o/

?)
2
3

- (=)

= (dijelimo brojnik i nazivnik s n°)

2,1, 1
n+n+n5
2 1

3
noo =3tz —artis

- ()

15
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4.) lim

n +sinn
5.) Tim S0
n—oo 2N + sinn

™+ 2
6. =
4.5 43"
7) i

T-yn—6
n—oo \/n + 5 - Jn+5-92n

im ———
n—oo H + 2" — 1

(%)
00
(dijelimo brojnik i nazivnik s /n)

T4

lim —————
(D)=
00
_ oo>
-\
(dijelimo brojnik i nazivnik s n)
1++.sinn

lim
n—oo 2 + L .ginn

<1—|—O orinedeno> 1+O_ 1

T 240 2

2+ 0 - omedeno
00
()
(dijelimo brojnik i nazivnik s 9™)
(9"+§3_0+0_0
-2 1-0
00
(%)
(dijelimo brojnik i nazivnik s 5™)

4+ ()" 440
a5 —171+0-0
+(3)" - &

lim

n—oo

Primjer 1.4.7. Izracunati limese:

1.) hm (Vn+7

Vi) = (c0— )
L Vn+T4/n
= i (VT mwﬁ)

(n+7) —n

TLwVFI_+¢_
,Hm¢ﬁ1—+¢— (&)ZO

16



1. Nizovi realnih brojeva 17

2.) lim (Vn?+3n —n) = (0o — o)

o vn?+3n —|—n)
= lim ((Vn2+3n—n) —m—
(( ) vn?2+3n+n

. (n*+3n) —n?
= lim
n—oo \/n2 4 3n+n
. 3n 00
—lim e — (2
n—=oc \/n2 +3n+n 00

= (podijelimo brojnik i nazivnik s n)
3 3

141 2

= lim
n—oo

1+3+1

Primjer 1.4.8. Izracunati limese:

9\ o6 9 \ n5+6
1.) lim (1 + 3—> = (1) = lim (1 + —)

n—oo n

n—00 n+ 2
_7 n+2 _7 -9
= lim (1+ < lim (14
n—00 n+2 n—00 n+2
= e 1=¢T

17



2. Redovi realnih brojeva 18

2 Redovi realnih brojeva

2.1 Pojam reda

Neka je zadan niz (a,) realnih brojeva. Pomocu niza (a,) definiramo novi
niz (s,) na sljedeéi naéin.

S1 = aq
So = ay+as
S3 = Qi + o + as

itd., opéenito n-ti ¢lan niza (s,) definiramo kao zbroj prvih n ¢lanova niza
(ay) :
Sp,=a1tast+az+ -+ a,.
Redom nazivamo uredeni par ((ay), (s,)) nizova (a,) i (s,).

Broj a,, zovemo opéim (ili n-tim) élanom reda.
S, nazivamo n-tom parcijalnom sumom reda.

Za red koristimo oznaku
a1 t+aytag+---+ap+---
ili krace -
S a,
n=1

Primjer 2.1.1. (a) Neka je dan niz (n) prirodnih brojeva. Pripadni red je

dDn=14243+ - 4n+---.

n=1

(b) Nizu s op¢im ¢lanom a,, = = odgovara red

i1—1+1+1+ +1+
n 2 3 n

n=1

_L

o odgovara red

(c) Nizu s opéim ¢lanom a,, =

)P N EE EIE S
10 10 100 1000 10m '

n=1

18



2. Redovi realnih brojeva 19

(d) Nizu s opéim ¢lanom a,, = (—1)" odgovara red

D)=l =14t (=)

n=1

2.2 Konvergencija reda. Suma reda

Primijetimo da smo definirajuéi red brojeva )~ a, zapravo clanove niza
(ay) povezali znakom plus. Znamo racunati kona¢ne sume. No ovdje se radi
o "zbrajanju” beskonacno mnogo clanova nekog niza. Stoga se postavlja
pitanje moze li se tom ”zbroju” dati neki smisao.

U tu svrhu promatramo niz parcijalnih suma (s,). Kao $to smo vidjeli,
do ¢lanova toga niza dolazimo zbrajajuéi redom ¢lanove zadanog niza (a,,).
Clan s,, dobivamo tako da prethodnom ¢lanu s,_; dodamo jo$ jedan, n-ti po
redu, ¢lan niza (a,). Kako n raste, zbrajamo redom sve vise ¢lanova pocetnog
niza (a,). Stoga ¢emo problem ra¢unanja ”sume reda” svesti na pitanje kon-
vergencije niza (s,). Preciznije, ako (s,) konvergira, tada je prirodno njegov
limes smatrati beskona¢nim zbrojem ¢lanova reda (a,,). Prema tome, imamo
sljedec¢u definiciju.

oo

Kazemo da je red Zan konvergentan ako niz (s,) njegovih parcijalnih
n=1

suma konvergira. U tom slucaju broj s = lim s, zovemo sumom reda, te

pisemo
=Y a
n=1
Za red Z a, kazemo da je divergentan ako je niz (s,) njegovih parcijalnih
n=1
suma divergentan.

[e.e]
Kazemo da red E ay, divergira prema oo ako je lim s, = oo. Tada piSemo
n—oo
n=1
[e.e]
E a, = 00.
n=1
[ee)
Kazemo da red E a, divergira prema —oo ako je lim s, = —oo. Tada
n—oo
n=1

19



2. Redovi realnih brojeva 20

o
pisemo E a, = —00.
n=1

Primjer 2.2.1. Ispitati konvergenciju reda pomocu niza parcijalnih suma.
Ako red konvergira, na¢i njegovu sumu.

o
1.) Z n
n=1
Rjesenge.
Niz s opéim ¢lanom a,, = n je aritmeticki, s razlikom d = 1. Prema formuli
za zbroj prvih n clanova aritmetickog niza je

n n
Sp=a1+as+ - +a, = §(a1—|—an) = 5(1—|—n).
Kako je
1
lim s, = lim M = 00,
n—oo n—oo 2
to je Z n = lim s, = oo, tj. red divergira prema oco.
n=1
2) > (-1"
n=1
Rjesenge.

Za dani red s opéim clanom a,, = (—1)" vrijedi:
s1=—1
So — -1 +1= 0
s3=—14+1—-1=-1
s4=—14+1—-14+1=0
itd., opcenito je
0, ako je n paran;
n = { —1, ako je n neparan.

[e.9]

Buduéi da je niz (s,) parcijalnih suma divergentan, to je red Z(—l)" di-
n=1
vergentan.
=~ 1
3. —_
) ; n(n+1)

20



2. Redovi realnih brojeva 21

Rjesenge.
Op¢i clan ovog reda a, = m prikazat ¢emo kao zbroj parcijalnih

razlomaka:

1 A n B

nin+1) n n+1
Odavde je
1 _An+1)+Bn  (A+B)n+ A
nn+1)  nn+1) an+l)

Koeficijente A i B nalazimo rjeSavanjem sustava:

A+B = 0

A = 1°

Prema tome, A=1, B = —1, pa je
1 1 1

“nn+1l) n o n+l

Qn

Sada ra¢unamo n-tu parcijalnu sumu:

Sp = a1+a2+a3+~~+an,2+an,1+an
= (1= = DG = Dt = G - D - o)

1
lim s, = Lim (1— ):1,

zakljucujemo da je zadani red konvergentan i da je

oo

1
St
— n(n+1)
- 1
DYt
— n(n + 2)
Rjesenge.
Kao i u prethodnom primjeru op¢i ¢lan reda a,, = m prikazat ¢emo
kao zbroj parcijalnih razlomaka:
1 A B

n(n+2) n+n+2'

21



2. Redovi realnih brojeva 22

Odavde slijedi

1 _An+2)+Bn _ (A+B)n+2A
nin+2) nan+2) an+2)
Stoga je
A+B =0
24 = 1°

Rjesenje sustava je A = %, B = —1 Dakle,

1 1(1 1 )
ay=——==(—— :
nn+2) 2\n n+2

Zbrajanjem prvih n ¢lanova niza (a,) :

a = 3(1-3)
e = 3(3-3)
e = 5(5-3)
ar = 3(5-35)
a5 = 3(5-7)
s = 355~ )
o = 35— 3)
a1 = (75—
= 305 —)
dobije se
1 1 3 1 1
S":_<H§_n—+1_n+2>21_2(n+1)_2(n+2)
Kako je
lim s, = lim <§— L — L ):§,
n—00 n—oo \4  2(n+1) 2(n+2) 4

zadani red je konvergentan i
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Nuzni uvjet konvergencije reda

o0
Neka je Z a, = s. Ako s (s,) ozna¢imo niz parcijalnih suma danog reda,
n=1
tada je lim s, = s, i takoder lim s, _; = s. Kako je a, = s,, — s,,_1, to je

n—oo n—oo

lim a, = lim (s, — s,-1) = lim s, — lim s, 1 =s—s=0.

n—oo n—oo n—oo n—oo

Time je dokazana sljedeca tvrdnja.

oo
Ako red Z a, konvergira, onda je lim a, = 0.
n—oo
n=1
Uocimo da nam nuzni uvjet konvergencije reda govori sljede¢e. Ako niz
(an) ne konvergira prema nuli, tada je red Y~ a, divergentan. Medutim,
ako je lim, . a, = 0, tada jos uvijek ne znamo nista o konvergenciji danog

reda.

Primjer 2.2.2. Ispitati konvergenciju sljede¢ih redova.

o0

on — 2
1.
) ; n+3
Rjesenge.
se oo . __ 5n—2 ;
Op¢i clan danog reda je a, = 2" . Kako je
5n — 2
lim a, = lim " =50,
n—0o0 n—oo N, 3

to je zadani red divergentan, buduéi da nije ispunjen nuzni uvjet konvergen-
cije reda.

o
1
2.) E cos —.
n
n=1
Rjesenge.
Stavimo a, = cos % Racunamo
. ) 1
lim a, = lim cos— =cos0 = 1.
n—oo n—oo n

Kako je lim a, # 0, zaklju¢ujemo da zadani red divergira.

23



2. Redovi realnih brojeva 24

3.) Z sinn.
n=1
Rjesenge.
Opdi ¢lan ovog reda je a, = sinn. Kako niz (a,,) divergira, to i zadani red
divergira, jer nije ispunjen nuzni uvjet konvergencije reda.

Operacije s konvergentnim redovima

Ako je Z Gy =G 1 Z b, = b, tada vrijede sljedece turdnje.
n=1 n=1

(a)

(an + by) = a+ b;

NE

S
Il
—

NE

(b) (an —bn) =a—b;

i
I

NE

(c) (k-ap,)=k-a, keR.

S
Il
—

2.3 Neki vazni redovi

Uvodimo sljedece redove.

(a) Geometrijski red
Za red Z a, kazemo da je geometrijski, ako je niz (a,) geometrijski, tj.

n=1
postoji ¢ € R\ {0} tako da je a,+1 = a,, - ¢ za svaki n € N.

Prouc¢imo konvergenciju geometrijskog reda. Pokazali smo da suma
Sp=a1+as+---+ay,
prvih n ¢lanova geometrijskog niza (a,) iznosi

o e akojeq#L;
" nay, ako je ¢ = 1.

24
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Kako je lim, ., ¢" = 0 za |q| < 1, to je u tom slucaju

) . I —q" ay
lim s, = lim a4 = .

Zaq > lizaq < —1niz (¢") je divergentan, pa je stoga i (s,,) divergentan
niz.
Zaqg=1je
lim s, = lim na; = fo0,

n—oo n—oo
pa je i u tom slucaju geometrijski red Y 7 | a, divergentan.

Time smo dokazali sljede¢u tvrdnju.
Geometrigski red Zan je konvergentan ako i samo ako je |q| < 1. Tada

n=1

je

1—¢q

(o]
(431
D=
n=1

Primjer 2.3.1. Ispitati konvergenciju geometrijskih redova. Ako red kon-
vergira, izracunati njegovu sumu.

n=1
Rjesenge.

Opéi ¢lan zadanog reda je a, = (%)” Kako je

An1 o (%)n—i—l _ 1
== =35 nE€E N,
to je dani red geometrijski s kolitnikom ¢ = #. Bududi da je |¢| = 5 < 1, to

red konvergira i ima sumu

=, /1\n a 1
> () ===

n=1 q

Wl

=1
2) ) —

n=1

25
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Rjesenge.

Opdi ¢lan zadanog reda je a,, = \/% Racunamo

1
an-i-l: V2n _ 1 _Q

Stoga je dani red geometrijski s koli¢nikom ¢ = ‘/75 Bududi daje |q| = ‘/75 <1,
red konvergira i ima sumu

o0

> . R PG
o1 1—q 1-2 2-V2 '

3) D (=5)"

n=1

Rjesenge.
Ovdje je opéi ¢lan a, = (—5)". Kako je

(i1 B (_5)n+1

= = —5, eN,
(5" "
red je geometrijski s kolicnikom ¢ = —5. Buduéi da je |¢| = 5 > 1, zadani
red divergira.
(b) Harmonijski red
Red Z — zovemo harmonijskim redom.
n=1 n

Uoc¢imo da opé¢i ¢lan harmonijskog reda a, = % konvergira prema nuli.
Stoga je zadovoljen nuzni uvjet konvergencije reda. Medutim, harmonijski
red je divergentan.

(c) Poopéeni harmonijski red

Red Z — pri ¢emu je p € R, zovemo poopcenim harmonijskim redom.
n

Primijetimo da u sluc¢aju p = 1 dobivamo harmonijski red.

Za poopceni harmonijski red se pokazuje da konvergira kada je p > 1, a

divergira za p < 1.

26



2. Redovi realnih brojeva 27

— 1
Primjer 2.3.2. 1.) Red E — Je konvergentan. Naime, to je poopceni
n
n=1
harmonijski red, gdje je p =4 > 1.

= 1
2.) Red E T je divergentan, jer je to poopceni harmonijski red s
n
n=1

p:%<1.

=1
3.) Red Z i je konvergentan. Naime, n/n = ns, pa se ovdje radi o
n=1

poopcéenom harmonijskom redu s p = % > 1.

2.4 Kriteriji za konvergenciju redova s pozitivnim cla-
novima

U prethodnoj tocki proucili smo konvergenciju geometrijskog reda. Pritom
smo u slucaju konvergentnog geometrijskog reda izveli formulu pomocu koje
racunamo njegovu sumu. Nadalje, za poopc¢eni harmonijski red znamo utvr-
diti konvergira li ili ne. Medutim, ako se ovdje radi o konvergentnom redu,
opéenito ne znamo kako izracunati njegovu sumu.

Sumu proizvoljnog konvergentnog reda >~ a, mogule je izracunati
samo u nekim jednostavnijim sluc¢ajevima. Sre¢om, u mnogim je primjenama
dovoljno utvrditi konvergira li zadani red ili ne. Ako je red konvergentan,
tada njegovu sumu s mozemo aproksimirati n-tom parcijalnom sumom s,
pri cemu ¢inimo pogresku s — s,,.

Imamo li red s pozitivnim ¢lanovima (tj. red Y 7, a,, gdje je a, > 0 za
svaki n € N), tada je pripadni niz parcijalnih suma (s,) monotono rastuéi.
Ako je pritom niz (s, ) omeden, tada ¢e takav niz konvergirati (vidi tocku 1.4).
Dakle, u tom slucaju je red > > | a, konvergentan. Ako (s,) nije omeden
niz, tada je lim,, .., s, = 00, tj. danired > | a, divergira prema oo.

U ovoj tocki proucavamo redove s pozitivnim ¢lanovima. Navest ¢emo
neke kriterije koji nam omogué¢uju da za dani red s pozitivnim clanovima
utvrdimo konvergira li ili ne.

Kriterij konvergencije na osnovi usporedivanja

Teorem 2.4.1. Neka su Zan 1 an redovi s pozitivnim clanovima, te

n=1 n=1

27



2. Redovi realnih brojeva 28

neka postoji realan broj ¢ > 0 tako da je a, < cb, za svaki n € N. Tada
vrigede sljedece tvrdnge.

(a) Ako red Z b, konvergira, onda konvergira i red Z Gy, & vTijeds Z ay <
n=1 n=1 n=1

cibn.
n=1

(b) Ako red Z a, divergira, onda divergira i red Z by,

n=1 n=1

Teorem 2.4.2. Neka su Z G 1 Z b, redovi sa strogo pozitivnim clanovima
n=1 n=1 a
(t. an,b, > 0 za svaki n € N) i neka postoji lim b—" # 0. Tada oba reda

n
istovremeno konvergiraju ili divergiraju.

U sljede¢im primjerima ispitat ¢emo konvergenciju danog reda usporedu-
juci ga s geometrijskim ili poopéenim harmonijskim redom.

Primjer 2.4.3. Ispitati konvergenciju sljede¢ih redova.
- 1
1.) S
; n(n+1)
Rjesenge.
U primjeru 2.2.1 (3) smo pokazali da je zadani red konvergentan i da nje-
gova suma iznosi 1. Sada ¢emo vidjeti da se konvergencija ovog reda moze ispi-

tati usporedujuéi ga s poopéenim harmonijskim redom. Opéi ¢lan zadanog
reda je a, = n(++D Za velike vrijednosti broja n, broj n + 1 se ponasa kao i

broj n. Stoga je za velike n

1 1 1

~ = —.
2

nn+1) n-n n

To nam govori da bismo konvergenciju zadanog reda mogli utvrditi uspo-
1

redujuéi ga s poopéenim harmonijskim redom ), = za koji znamo da
konvergira. Opdi clan ovog reda je b, = # Uoc¢imo
1 1

¢ nn+1) n? "

28
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Odavde, zbog konvergencije reda > | b,, po teoremu o usporedivanju re-
dova slijedi da je zadani red )~ | a, konvergentan.

Uocimo da bismo ovdje do istog zakljucka dosli i racunanjem lim,, ‘;—:

Naime,
1

. Ap, . n(n+1) . n
lim — = lim = lim =1+#0.

Kako red Y >° | b, konvergira, to prema teoremu o usporedivanju redova za-
kljuéujemo da red Y > | a, takoder konvergira.

=1
2) ;5n+1

Rjesenge.

Opéi clan zadanog reda je a, = ﬁ

nazivnik 5n 4 1 se ponasa kao Hn, pa je

Za velike vrijednosti broja n,

1
5n+1N5_n'

Stoga ¢emo konvergenciju danog reda ispitati usporedujuéi ga s harmonij-
skim redom fo:l% za koji znamo da divergira. Stavimo b, = %, c = %.
Tada je
__ 1t Il
T
Buduéi dared )7 | b, divergira to, prema teoremu o usporedivanju redova,
red > 7  a, takoder divergira.

=cb,, neN.

Uvjerite se da bismo i ovdje, kao i u prethodnom primjeru, do istog za-
kljucka dosli racunajuci limes lim,, . 3.

o 3
n’ +5n+1
3D i
~ nt+n
Rjesenge.
Op¢i ¢lan zadanog reda je a, = % Kako se za velike vrijednosti

broja n, brojnik n® + 5n + 1 ponasa kao vodecéa potencija n3, a nazivnik
n* +n kao n?, to je
n*4+5n+1 n* 1

n*+n nt n
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L 7a koji

2. Redovi realnih brojeva
Stoga ¢emo zadani red usporediti s harmonijskim redom >~

znamo da divergira. Opdi ¢lan ovog reda je b, = % Lako se provjeri da je
1
—=b,, neN.

_n3+5n+1
N n

a
" nt+n
Odavde, zbog divergencije reda -~ b,, po teoremu o usporedivanju redova

slijedi da je zadani red > 7 | a, divergentan.

= n
4.
) ; (n?4+1)vn+3
Rjesenge.
péi ¢lan danog reda je a, = ——2%—. Za velike vrijednosti broja n,
Opéi ¢lan d da j (n+17;\/m Z lik ijednosti broj
broj n? + 1 se ponasa kao n?, a v/n + 3 kao y/n. Stoga je
n n 1 1
(n2+1)vn+3 n2/n nyn  n3
je poopc¢eni harmonijski red koji konvergira.

n €N,

3
ol ™

Red s opé¢im ¢lanom b, =
n 1
< = by,
ny/n

T 2+ 1vn+3

Kako je
Gy =
a red Zzozl b, konvergentan, to je po teoremu o usporedivanju redova i red

> | a, konvergentan
o
1
5.) E sin —
n
Stavimo a,, = sin % Konvergenciju zadanog reda ispitat ¢emo usporedu-

n=1

sin =
n f—

1

G

Rjesenge.
juéi ga s harmonijskim redom. Stavimo stoga b, = % Tada je
1
lim — = lim 1#0.

n—oo n
Bududi da red )7 | b, divergira, to po teoremu o usporedivanju redova za-

kljucujemo da red 7 | a, takoder divergira.

6.) Z sin 3
30



2. Redovi realnih brojeva 31

Rjesenge.
Stavimo a,, = sin 3% Konvergenciju zadanog reda ispitat ¢emo usporedu-

juéi ga s geometrijskim redom > 7 3% Stavimo b,, = 3% Kako je

bn—i—l _ 3ntl

1 o)
by L 3

to geometrijski red Y | b, konvergira, jer je |¢| < 1. Sada je

: 1

S1n -

3n

= =140
3n

. a .
lim — = lim

n—00 bn n—oo

Buduéi da red 7 b, konvergira, to po teoremu o usporedivanju redova
zakljuéujemo da red Y | a, takoder konvergira.
=1
7.
) ; n+ 2"
Rjesenge.

1
n+4-2n"
zadani red s geometrijskim redom

Da bismo ispitali konvergenciju, usporedit ¢emo
o 1

n=12n"
bn+1

ZE = £, tored Y7 b, konvergira buduéi da je |¢| < 1. Racunamo

Stavimo a, =
Neka je b, = 2% Kako je ¢ =

1
n . maom . 2" . 1 1
lim dn _ lim +12 = im = =
n—00 bn n—oo — n—oo n, + 2 n—00 2% +1 0+1

27‘1

140,

Buduéi da red Y 7 b, konvergira, to po teoremu o usporedivanju redova
zakljucujemo da red > 7  a, takoder konvergira.

Koristenjem teorema o usporedivanju redova mogu se dokazati sljedeci
kriteriji koji nam sluze za ispitivanje konvergencije zadanog reda.

o0

Teorem 2.4.4 (D’Alembertov kriterij). Neka je Z a, red sa strogo po-
n=1
zitivnim clanovima, te neka je

. anJrl
lim

n—oo

[e.e]
(a) Ako je q <1, red Zan je konvergentan.

n=1
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2. Redovi realnih brojeva 32

(b) Ako je g > 1, red Zan je divergentan.

n=1
Teorem 2.4.5 (Cauchyjev kriterij). Neka je Zan red sa strogo pozi-
n=1

tivnem clanovima, te neka je

lim a, = q.

n—oo

(a) Ako je g <1, red Zan je konvergentan.

n=1

(b) Ako je q > 1, red Zan je divergentan.

n=1

Teorem 2.4.6 (Raabeov kriterij). Neka je Z a, red sa strogo pozitivnim

n=1
clanovima, te neka je

lim n( n —1) =q.

n—00 \ 41

(a) Ako je g > 1, red Z a, je konvergentan.

n=1

(b) Ako je q < 1, red Zan je divergentan.

n=1

Uoc¢imo da nam ova tri kriterija ne daju odgovor na pitanje o konvergenciji
zadanog reda u slucaju kada ¢ ne postoji ili je ¢ = 1.

Napomenimo da je Cauchyjev kriterij ”jac¢i” od D’Alembertovog krite-
rija. Naime, ako je konvergenciju zadanog reda moguce ispitati pomocu
D’Alembertovog kriterija, tada to mozemo uéiniti i pomoc¢u Cauchyjevog
kriterija. Ipak, vazno je poznavati D’Alembertov kriterij, budué¢i da je u
mnogim primjerima jednostavniji za primjenu.

Primjer 2.4.7. Ispitati konvergenciju sljede¢ih redova.

o 3
DD
n=1

on
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2. Redovi realnih brojeva 33

Rjesenge.
Rac¢unamo
(”"‘1)3 n 3
. Ap+1 . i S 2(n—|—1)_1 . 13_1
lim # =l EEE =l =R = (1) =5 <L

271
Prema tome, red konvergira prema D’Alembertovom kriteriju.

Uocimo da do istog rezultata dolazimo primjenom Cauchyjevog kriterija.

Zaista,
lim {/a, = lim 4/ ;L—n = lim (\/25) =3 <1,

n—oo n—oo n—oo

pa red konvergira prema Cauchyjevom kriteriju.

= 5n+1
2.) _—
2 ay
Rjesenge.
Rac¢unamo
5(n+1)+1
lim Yty 0 L om0
n—oo (A n—oo % \/_nﬂoo 5n—|— 1 \/7

Dakle, red konvergira prema D’Alembertovom kriteriju.

= 1
3) Z n(n+1)

n=1
Rjesenge.
Za ovaj red smo ustanovili da konvergira (vidi primjer 2.2.1 (3), odnosno
primjer 2.4.3 (1)). Pokazimo sada da se konvergencija zadanog reda moze
utvrditi i pomo¢u Raabeovog kriterija. Zaista,

1
n n(n . 2
lim (==~ 1) = lim n(¥—1)= lim ”(n+ -1)
mTee M T N mt2) S "
= lim(n+2—n)=lim2=2>1,

n—oo n—oo

pa dani red konvergira.
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2. Redovi realnih brojeva 34

Napomenimo da nam u ovom primjeru D’Alembertov i Cauchyjev kriterij
nisu od pomodi. Naime, lako se provjeri da je

im 2 — 1 tim /@, = 1.

n—oo an n—oo

o n n
1) > ( )
) ; an+1
Rjesenge.
Kako je

n n n 1
lim ¢/a, = lim ¢ ( ) — i - <
o, Van = A A3, 1 T3S

to je red prema Cauchyjevom kriteriju konvergentan.

O n— 1 \4n+2
5. ( )
) Z 2n+1

n=1
Rjesenge.
Kako je
n — 1\ 4nt+2 n—1\"%7 1INt 1
iy o= i () () = () =
e VO = BV o1 nSoo \ 2 1 1 2) " 16

to je red prema Cauchyjevom kriteriju konvergentan.
41\
6) > (-)
) ; n+3

Rjesenge.

Rac¢unamo

1\n? 1\~
lim {/a, = lim { (n—l— ) = lim <n—|— ) = (1)

. n+1 no —2 \"
= lim (1—1— —1) = lim (1+ )
. —Q \nt3 —9 \-3 )
= lim <1—|— ) - lim (1—|— ) e “ <1
n—00 n -+ 3 n—00 n -+ 3

Dakle, prema Cauchyjevom kriteriju red je konvergentan.
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7.)21

n!
n=1
Rjesenge.
Bududi da je

1

. py1l . (D) . n! .
1 =1 =1 =1 =0<1
s ay, % % n—oo (n + 1)! oo 1 +1 ’
to je prema D’Alembertovom kriteriju dani red konvergentan.
= 2n—3
8.
) ; (n+1)!
Rjesenge.
Rac¢unamo
2(n+1)-3
. an+1 . (n+2)! . (277/ - 1)(” + ]-)'
lim lim —-—— = lim '
2n —1
= 1 =0<1.

Dakle, prema D’Alembertovom kriteriju red je konvergentan.

o nn
9.
) nz_; 2. nl
Rjesenge.
Rac¢unamo
_(n)" n n

lim 2L = g 20O gy 2t (n+ )

n—oo Ay n—oo 22—7;' n—oo 2n+1 . (n + 1)' -

1. n+1\» 1 . I\ 1

g (F5) =gt (14 D) =5 e s
Dakle, prema D’Alembertovom kriteriju red je divergentan.
= (2n)!
10.

) 2 Gy
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2. Redovi realnih brojeva 36

Rjesenge.
Rac¢unamo
(2(n+1))!
2
n+1)! 2 AL ! 2
hm M (((;Ln))') ~ lim (2n +2)! - (n!) i

. (2n)!(2n +1)(2n + 2) - (n!)?
n=eo (2p)!- (n!- (n+ 1))
— lim (2n+1)(2n +2)

=4>1.

Dakle, prema D’Alembertovom kriteriju red je divergentan.

4-7-10-...-(3n+1)
11.
)22-6~10~...~(4n—2)

n=1
Rjesenge.
Konvergenciju danog reda ispitat ¢emo pomoc¢u D’Alembertovog kriterija.

Kako je
4-7-10-...-(3n+1)

T 9610 ... (4n—2)
4:7-10...-(Bn+1)-B(n+1)+1)
Qn, =
i 2:6-10-...-(4n—2)-(4(n+1)—2)
4-7-10-...-(3n+1)-(3n+4)
©2:6-10-...-(4n—2)- (4n +2)
3n + 4
= an'—7
dn + 2
to je A
. Gpgl . 3dn+ 3
1 =1 =<1
e Ty nemednt2 4
pa zadani red konvergira.
22-4-6-8-10-...- (4n —2)
12.
Rjesenge.
Kako je
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2. Redovi realnih brojeva 37

2.4.6-8-10-...- (4n —2)

a, =

1-4-9-...-n? ’
2:4-6-8-10-...-(4n—2)-4n-(4(n+1) —2)
pi1 =
“ 1-4-9-...-n%- (n+1)2
B An(4n + 2)
" (n+ 127
to je
n . 4n(4n+2
lima+1=hmM:16>1,
n—00 (i n—o00 (n—l—l)z

pa zadani red divergira prema D’Alembertovom kriteriju.

2.5 Alternirajudi redovi

Alternirajuc¢im redom zvat ¢emo red ¢iji ¢lanovi naizmjence mijenjaju pred-
znak. Opci oblik takvog reda je

o)

Z(—l)”“an =a;—as+ag—ag+ -+ (=1)" a, +...,

n=1

pri cemu je a,, > 0 za svaki n € N.

Za ispitivanje konvergencije alternirajuceg reda sluzi nam Leibnizov kri-
terij.

Teorem 2.5.1 (Leibnizov kriterij). Neka je Z(—l)"*lan alternirajuci

n=1
red. Ako je niz (a,) strogo padajuci i ako je lim a, = 0, tada je red
Z(—l)”“an konvergentan, te vrijedi
n=1
o0
0< Z(—l)”“an < ay.
n=1

Primjer 2.5.2. Ispitati konvergenciju alternirajucih redova.

o0

1.) Z(—U’"‘“%

n=1
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2. Redovi realnih brojeva 38

Rjesenge.
Stavimo a,, = % Jasno je da je niz (a,) strogo padajuéi, te da je lim a, =

n—oo

0. Prema Leibnizovom kriteriju zaklju¢ujemo da zadani red konvergira.

- 1
2. -1 n+l_—
) S
Rjesenge.
Stavimo a,, = é/iﬁ Kao i u prethodnom primjeru, (a,) je strogo padajuéi
niz koji konvergira prema nuli. Stoga je prema Leibnizovom kriteriju zadani
red konvergentan.

> 1+n
3. E —1)tt—
Rjesenge.
Stavimo a,, = 11;72. Tada je
. : 14+n
lim a, = lim =
n— oo n—oo | 4+ n2

Provjerimo monotonost niza (a,). U tu svrhu racunamo razliku uzastopnih
clanova niza

1+n 1+(n+1) 1+n 2+n
Up — Qpp1 = - = -
- 1+n2 1+(n+1)2 14n> n?>+2n+2
n* + 3n
= > 0.

(1+n2)(n?+2n+2)

Prema tome, a,, > a,41 za svaki n € N, tj. niz (a,) je strogo padajuéi.
Budu¢i da su ispunjene obje pretpostavke Leibnizovog kriterija zakljucu-
jemo da zadani red konvergira.

4. -1 n+1 n
) ;( ) (2n —1)(2n+ 1)
Rjesenge.
Stavimo a,, = m Tada je
lim a, = lim " =0.

n—00 n—o00 (2n — 1)(2n + 1)
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2. Redovi realnih brojeva 39

Ispitajmo monotonost niza (a,). Za n € N ra¢unamo

n n+1
Qp, — Qpy1 = —
= (2n—1)2n+1) (2n+1)(2n +3)
2n+1
= > 0.
(2n—1)(2n+1)(2n+ 3)

Dakle, a,, > a,1 za svaki n € N, tj. (a,) je strogo padajuéi niz.
Buduci da su ispunjene obje pretpostavke Leibnizovog kriterija zakljucu-
jemo da zadani red konvergira.

o0

n
5. -1 n+l "
DICIRS
Rjesenge.
Stavimo a,, = 3. Vrijedi
n
li n= lim — = 0.

Takoder, za n € N imamo

n n—|—1_2n—1

3n 3gntl 3o+l > 0.

Ap — Apy1 =

Dakle, (a,) je strogo padajuéi niz.
Prema Leibnizovom kriteriju zadani red je konvergentan.

o0

n+1 n+1
6) 2 (1) (n+1)vn+1—1

n=1
Rjesenge.

Stavimo a, = M‘% Ocito je

n+1

lim a, = lim = 0.
n—00 n—oo (n+1)y/n+1-—1
Nadalje, za n € N vrijedi
n+1 n+2

It = O DVt 1-1 (mt2)vnr2—1
n+)(n+2)(Vn+2—-vn+1)+1

(n+1)7 —1)((n+2)2 —1)

Dakle, niz (a,) je strogo padajuéi niz.
Prema Leibnizovom kriteriju zadani red je konvergentan.
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2. Redovi realnih brojeva 40

2.6 Apsolutno konvergentni redovi

Kazemo da je red Z a, apsolutno konvergentan ako je konvergentan red
n=1
S lanl = la] + Jas] -+ + |+
n=1

apsolutnih vrijednosti njegovih ¢lanova.

Vazno je istaknuti da kod apsolutno konvergentnih redova suma reda ne
ovisi o poretku njegovih ¢lanova.

Veza izmedu apsolutne i ”obi¢ne” konvergencije reda dana je sljede¢im
teoremom.

Teorem 2.6.1. Ako red Z |a,| konvergira, tada konvergira i red Z Q.

n=1 n=1

Napomenimo da obrat ove tvrdnje opéenito ne vrijedi, dakle

o0 o
Zan konvergira # Z |a,| konvergira.

n=1 n=1

Ako red Z a, konvergira, a red Z |a,,| divergira, tada kazemo da je red
n=1 n=1

Z a, uvjetno konvergentan.

n=1

- 1
Primjer 2.6.2. 1.) Red E (=1)"" = je uvjetno konvergentan.
n
n=1
Zaista, koriste¢i Leibnizov kriterij pokazali smo u primjeru 2.5.2 (1) da

o0
1
ovaj red konvergira. Nadalje, red E — apsolutnih vrijednosti njegovih
n

n=1
¢lanova je harmonijski red za koji znamo da divergira.

- 1
2.) Red Y (—1)"*!
n=1

je uvjetno konvergentan.

Jn
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2. Redovi realnih brojeva 41

Naime, u primjeru 2.5.2 (2) pokazali smo da ovaj red konvergira. Red
Z ? apsolutnih vrijednosti njegovih ¢lanova je poopéeni harmonijski red
n
n=1
koji divergira (uocite p = % <1).

- 1
3.) Red Z(—l)”*lﬁ je apsolutno konvergentan.
n=1

Naime, red Z — apsolutnih vrijednosti njegovih ¢lanova je poopceni
n

n=1
harmonijski red koji konvergira (p = 6 > 1). Primijetimo da odatle slijedi i
3 - 1
konvergencija reda Z(—l) +1$.
n=1

Da rezimiramo, konvergenciju reda >~ a, s ¢lanovima promjenjiva

predznaka ponekad je moguce utvrditi promatranjem reda > |a,| apso-
lutnih vrijednosti njegovih ¢lanova. Buduéi da je > - |a,| red s pozi-
tivnim clanovima, za ispitivanje njegove konvergencije mozemo primijeniti
neki od kriterija o konvergenciji redova s pozitivnim ¢lanovima. Ukoliko red
> |an| konvergira, znamo da i nas red > 7 a, konvergira. Medutim,
ako red )7 | |a,| ne konvergira, ne mozemo nista zakljuciti o konvergenciji
zadanog reda Y > | ay,.

Posebno, ako je > | a, alternirajuéi red, tada za ispitivanje njegove kon-
vergencije mozemo koristiti Leibnizov kriterij, ili promatrati red Y -, |a,|
apsolutnih vrijednosti njegovih ¢lanova.

Primjer 2.6.3. Ispitati konvergenciju sljede¢ih redova. Ako red konvergira,
provjeriti je li ta konvergencija apsolutna ili uvjetna.

e}

14+n
1. E S L
Rjesenge.

Za ovaj alternirajuéi red smo u primjeru 2.5.2 (3) primjenom Leibnizovog
kriterija pokazali da konvergira. Provjerimo sada je li ta konvergencija apso-
lutna ili uvjetna. U tu svrhu promatramo red

oo 00 1+
;lan‘—nz1+:2

=1
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apsolutnih vrijednosti njegovih ¢lanova. Konvergenciju toga reda ispitat
s . s . . o0 1 .
¢emo usporedujudi ga s harmonijskim redom » >, ~. Kako je

1 1
la,| = +n>—, n €N,
n

1+n2—

a harmonijski red » 7 % divergentan, to je prema teoremu o usporedivanju
. o0 .

redova ired ) 7 |a,| divergentan.

Prema tome, red Zfil(—l)nﬂﬁ—n@ je uvjetno konvergentan.

o0

n=1

Rjesenge.
Ovdje se takoder radi o alternirajué¢em redu ¢iju smo konvergenciju utvrdi-

li u primjeru 2.5.2 (4). Preostaje nam provjeriti je li ta konvergencija apso-
lutna ili uvjetna. Kao i u prethodnom primjeru, red

; jan] = ; 2n—1)(2n+1)

usporedit ¢emo s harmonijskim redom »_>° | +. Uocimo

ol = G @R T

1
> — - — e N.
4 n "

Kako jered ", % divergentan, to je prema teoremu o usporedivanju redova
ired 3207 Go i@y divergentan.

Zakljucujemo da red Z;’Oﬂ(—l)”*lm uvjetno konvergira.

o0

n
3. -1 n+l "
DI
Rjesenge.
Konvergenciju ovog alternirajuceg reda ustanovili smo primjenom Leib-
nizovog kriterija u primjeru 2.5.2 (5). Sada ¢emo pomocu D’Alembertovog

kriterija ispitati konvergenciju reda

e} [e's)

n
D laal =2 5
n=1 n=1



2. Redovi realnih brojeva 43

Rac¢unamo
lim 1%l —;"tllzlim (13" 1 n+yl_1
n—oo |an| n—oo a0 n—oo n - 3'ﬂ+1 3 N— 00 n 3
Zakljucéujemo da red Y 7, 3= konvergira.

Prema tome, red Y, (—1)"*'3% je apsolutno konvergentan.

(e e}

+1
4. -1 n+1 n
);( ) (n+1vn+1-1
Rjesenge.

U primjeru 2.5.2 (6) pokazali smo da zadani red konvergira. Provjerimo
sada je li ta konvergencija apsolutna ili uvjetna. Red

n—+1
Z|a"| Z(n—i—l)\/n——i—l—l

usporedit ¢emo s poopéenim harmonijskim redom >~ ﬁ

Stavimo b,, = \/ﬁ Rac¢unamo

n+1
n . n vV — . 1 \/ 1
lim |a_| = lim (+1)+11: lim (n+1)vn +
= s =
(n+1)%

Kako je poopéeni harmonijski red » 7, ﬁ divergentan (p = % < 1) to
je, prema teoremu o usporedivanju redova, red >~ DT +1)njﬁ takoder
divergentan.

( )n—l—l n+1

Prema tome, red Y - DTt je uvjetno konvergentan.

o0

DDV T

n=1
Rjesenge.
Konvergenciju danog reda provjerit ¢emo ispitujuci vrijedi li nuzni uvjet
konvergencije reda.
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Stavimo a,, = (—1)"* 2. Vrijedi

2n—3°

n 1
li ol = 1i = — £ 0.
S Jan| = lim s =5 #

Stoga nije ispunjen nuzni uvjet konvergencije reda. (Naime, iz lim,, ., a, =0
slijedilo bi lim,, . |a,| = 0 (vidi tocku 1.4).)

Prema tome, red > 7 (—1)"" 2 divergira.

2n—3
= 3n 4 2\
6) > (-1 (5)
S (e
Rjesenge.
Pomoc¢u Cauchyjevog kriterija provjerit ¢emo konvergira li zadani red
apsolutno.

Stavimo a,, = (—1)”“(?2—1?)7{ Tada je

3n 4+ 2\n 3n + 2 3
lim /|a,| = Ii ( ):1' _ 2
S lan| = lm /{5 ) = im -7 =5

Dakle, red Y7, (gﬁﬁ)n konvergira.

Prema tome, red Y oo (—1)"!(22£2)" je apsolutno konvergentan.

Sn+1
o
cosn
)
n

n=1

Rjesenge.
Uoc¢imo da se ovdje ne radi o redu s pozitivnim ¢lanovima. Stoga provje-

rimo konvergira li zadani red apsolutno.

Stavimo a,, = <3*. Tada je

n € N.

Red Y 7, % je konvergentan (to je poopc¢eni harmonijski red, gdje jep = 3 >
1). Prema teoremu o usporedivanju redova zakljucujemo da red Y7, |a,|
konvergira.

Dakle, red Y07, €5+ je apsolutno konvergentan.

$) Z sinZ(fn)
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Rjesenge.
Buduci da je zadani red s ¢lanovima promjenjiva predznaka, ispitat ¢emo

konvergira li red apsolutno.
Stavimo a,, = % 5") . Vrijedi

n € N.

sin(5n)
| = | 225

<5

Red >°° | 5= je konvergentan geometrijski red (¢ = % < 1). Prema teoremu
o usporedivanju redova zakljucujemo da red Y >~ |a,| konvergira.

Dakle, red Y2 M je apsolutno konvergentan.
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3 Redovi funkcija

3.1 Pojam reda funkcija

Neka je (f,) niz realnih funkcija definiranih na skupu S C R.

Tada za svaki x € S imamo niz (f,(z)) realnih brojeva, pa mozemo
promatrati red > 7 | f,(z) realnih brojeva.

Red

(ili krace Z fn) zove se funkcijski red ili red funkcija.

n=1

Primjer 3.1.1. Neka je zadan niz realnih funkcija f, : R — R formulom
falz)=2", neN.

Ovim nizom definiran je funkcijski red

ifn(x) = ix”, r € R.
n=1 n=1

Za svaki (konkretni) x € R dobijemo red realnih brojeva. Primjerice, za
xr = —1 imamo red

PBFACHEDBCIE

Za taj red brojeva pokazali smo da divergira (vidi primjer 2.2.1 (2)).
Stavimo li z = % dobit ¢emo red brojeva

() -3 ()

n=

koji je geometrijski (¢ = 3) i ima sumu
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Primjer 3.1.2. Neka je zadan niz (f,,) realnih funkcija definiranih na inter-
valu S = (0, 00) formulom

fo(z) = (Inz)", neN.

Ovim nizom definiran je funkcijski red

an(x) = Z(lnx)”, x € (0, 00).
n=1 n=1
Uzmemo li z = 2 dobit ¢emo red brojeva
> (2 =) (2
n=1 n=1

za koji se pokazuje da konvergira. Naime, ako opci ¢lan ovog reda oznacimo
s a, = (In2)", tada D’Alembertov kriterij daje

n+1
lim 2 gy 2o
n—oo QA n—oo (ln )"
Stavimo li npr. x = e dobivamo red brojeva
D fale) =2 (e =3 1
n=1 n=1 n=1

koji divergira prema oo.
Za dani funkcijski red
Z fTL (ZE’), S S?
n=1

zanima nas za koje x € S pripadni red brojeva > 7 | f,(z) konvergira.
Skup svih z € S za koje red Y | f.(x) konvergira zovemo podrucjem
konvergencije funkcijskog reda >~ 7 | fn.
Oznacimo s I C S podrucje konvergencije reda y >, f,. Tada je za svaki

z € I dobro definirana suma reda )~ fu(z). Tu ¢emo sumu, buduéi da
ovisi o broju z, oznaciti s f(x); dakle
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Time smo zapravo definirali funkciju f : I — R formulom
fla) =) fula).
n=1
Kazemo da je funkcija f na skupu I razvijena u funkeijski red "7, fn.

3.2 Redovi potencija

Medu najjednostavnije i najvaznije funkcijske redove ubrajamo redove poten-
cija. To su redovi oblika

o0
Zan(m—c)” =aptai(x—c)+taz—c)’+ - +a(x—c)"+--, zER,
n=0
gdje su ¢, ag, ay, as, . .. zadani realni brojevi.
Brojeve ag, a1, as, ... zovemo koeficijentima reda Y -, an(x — c)™.

Uoc¢imo da je podrucje konvergencije reda potencija neprazan skup. Nai-
me, za ¢ = c¢ dobije se red ¢ija je suma jednaka ay.

Opcenito se moze pokazati da je podrucje konvergencije reda potencija
> g an(z — )™ ili jednoclan skup {c} ili interval u skupu R. Ovaj rezultat
je posljedica sljedeceg teorema.

Teorem 3.2.1 (Abelov teorem). Ako red potencija y .~ a,(x —c)" kon-
vergira za neki broj xog # ¢, tada on konvergira apsolutno za svaku vrijednost
x za koju je |x — | < |zo — ¢

Odavde c¢e slijediti da je podrucje konvergencije reda potencija ili {c}, ili
cijeli skup realnih brojeva (u tom slucaju red konvergira apsolutno na R), ili
pak postoji realni broj r > 0 tako da na intervalu (¢ — r, ¢+ r) red potencija
konvergira apsolutno, dok za svaki z € (—o0,c—1)U(c+r, co) red divergira.
U rubnim tockama intervala (z = ¢ —r i 2 = ¢+ r) konvergenciju reda treba
posebno ispitati.

Broj r zovemo radijusom konvergencije reda >~ a,(x — ¢)". Ako je
podrucje konvergencije reda jednoc¢lan skup, tada kazemo da je radijus kon-
vergencije nula, te pisemo r = 0. Ako je pak podrucje konvergencije reda
cijeli skup R, kazemo da je radijus konvergencije beskonacan i u tom slucaju
piSemo r = oo.

48



3. Redovi funkcija 49

Primjer 3.2.2. Naci podrucje konvergencije sljede¢ih redova potencija.

o

1.) Zn! "

n=0
Rjesenge.

Stavimo f,(z) = nlz", n € NU {0}. Pomo¢u D’Alembertovog kriterija
ispitat ¢emo za koje realne brojeve red >~ fn(z) apsolutno konvergira.
Naime, Y | f.(z)| je red s pozitivnim ¢lanovima, pa za ispitivanje njegove
konvergencije mozemo koristiti D’Alembertov kriterij. U tu svrhu racunamo

fn1(2) (n+ Dtz
fol(z) n!zn
Vidimo da je ovaj limes jednak beskonac¢no za svaki z € R\ {0}, te da za

x = 0 limes iznosi nula. Stoga ovaj red potencija konvergira samo za x = 0 i
tada mu je suma jednaka jedinici.

lim

n—oo

= lim

n—oo

= lim [(n+ 1)z| = lim (n + 1)|x|.

n—oo

xn
2.) 2% —
Rjes“en]?;.
Stavimo f,(z) = £, n € NU {0}. Tada je
xzntl
i |7 @)] gy | D AR [ TR i I
n—oo | fn() e n—oo | (n+ 1)la®| n—ocon+1

za svaki x € R. Prema D’Alembertovom kriteriju zaklju¢ujemo da red po-

tencija Y <, ‘% apsolutno konvergira na skupu R.

o xn
0y
n:lxﬂi
Rjesenge.
Stavimo f,(z) = i”/—%, n € N. Vrijedi

n+1

x n+1
lim Jur1(z) -1 ngl — lim A = lim ||,/ i = |x|.
n—o0 j%(z) n—o0 v n—oo [v/m + 1™ n—o0 n-+1

Prema D’Alembertovom kriteriju i Abelovom teoremu zakljuc¢ujemo da ovaj
red apsolutno konvergira za |z| < 1 i divergira za |z| > 1. Preostaje nam
ispitati konvergenciju reda u rubovima intervala, tj. u tockama —1 i 1.
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Za x = —1 imamo f,(—1) = (?/lﬁ)n. Red >, (?/1%" konvergira po Leib-
nizovom kriteriju.

Za r =1 imamo f,(1) = \/iﬁ Red Y07, \/iﬁ je poopéeni harmonijski red
koji divergira (p = 3 < 1).

Prema tome, podruéje konvergencije reda y - \’E/—% je interval [—1,1).

= (2n—1\"
4. - 1"
% (5r) -

Rjesenge.

Stavimo f,(z) = (gg;;)n(x —1)", n € N. Tada je

lim Vfalx)] = limv

om — 1 9
- 1 1 =21
Jim 2| ! 3!96 |

Prema Cauchyjevom kriteriju i Abelovom teoremu zaklju¢ujemo da ovaj red
apsolutno konvergira za 2|z — 1| < 11 divergira za 2|z — 1| > 1. Kako je

2 3 15
§|x—1|<1<:>|x—1|<—<:>x€<— ).

2 22
to red apsolutno konvergira za « € (—1,2) i divergira za = € (—o0,—3) U
(g, 00). Ispitajmo konvergenciju u rubnim tockama —% i g
Za x = —1 imamo

2

w2 -(Gm) () -G) 0) o (B)

Racunamo
1 6n —3\" 6n — 3 "
I n——‘:l' — (1) = lim (1 —1
nfazf< 2) nzﬁo(an+4) (1) nLH;o( TR )
_7 n _7 (6n+4)%—§
= 1 1 =1 1
nf‘&o( +6n+4) nir?o( +6n+4)
; . _7 o G 5 y - 7 \"3
= lim - lim
= (6_7)% l=¢6 #0.
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Odavde slijedi da red Y7 (=1)"(&2)" = 327 | fu(—3) divergira, jer nije

ispunjen nuzni uvjet konvergencije reda.
5

Zax = 5 Imamo

f<5)_ on—1\" 5_1 "o (2n—1\"(3\" [6n—3\"
"\2) \3n+2 2 C\3n+2 2)  \6n+4) "
Buduéi da je fu(3) = |fu(—3)], to je lim,—oo fu(2) = e"s # 0, pa red
Sooe (S8 = %7 | fa(2) takoder divergira.

n=1\6n+4

Prema tome, podrucje konvergencije reda Zle(ng_r;)"(x —1)™ je interval
<_%a g>
= 3"
5.) Zl =
Rjesenge.
Stavimo f,(z) = £5-, n € N. Tada je
3n+11.n+1
lim fn+1($) — lim (n+1)2 — lim 3"+17’L2l‘"+1
n=oo | fo(x) nooo | B | nmoo |30 (n 4 1)20m
2
= 3 lim (L) |z| = 3|z|.
n—oo \m + 1

Prema D’Alembertovom kriteriju i Abelovom teoremu zakljuc¢ujemo da ovaj
red apsolutno konvergira za 3|z| < 1, tj. za x € (-1 1) i divergira za
1

303
3zl > 1, tj. za x € (—oo,—3) U (3,00). Ispitajmo konvergenciju reda u

rubnim tockama —% i %
. "D ey o (-1 ~
Za x = —% imamo fn(—%) =2 (n23 = (n2 - Red )~ *—5— konvergira
prema Leibnizovom kriteriju.
Za x = 5 imamo f,(3) = =5. Red Y77 | & je poopceni harmonijski red

koji konvergira (p =2 > 1).
Dakle, podruéje konvergencije reda

oo 3ngn
n=1 n?2

je interval [, ].

U prethodnoj smo tocki vidjeli da funkcijski red na svom podrué¢ju kon-
vergencije definira funkciju, ¢ije se vrijednosti u tockama domene izracuna-
vaju kao sume odgovarajucih redova brojeva. Prema tome, ako red potencija

Yoo an(z — ¢)™ konvergira na intervalu I = (¢ — r,¢ + r), tada je njime
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definirana funkcija f : I — R takva da je

= Z an(x —c)"

Moze se pokazati da ovako definirana funkcija f ima derivacije svakog reda na
intervalu I. Derivacija f’ dobije se deriviranjem ”¢lan po ¢lan” reda potencija

ZZO:O CLn(I' - C)na tj-

10 = (Sl =) =3 fonla =) = S omfo =

Sada se ponovnim deriviranjem ”¢lan po ¢lan” reda potencija dobije druga
derivacija funkcije f, tj.

f(x) = (inan(x - c)"_1>/ = i (na,(z — )"~ 1)I

n=1

= Zn(n — Day(z —c)" 2.

n=2

Ponavljanjem ovog postupka mogli bismo izracunati derivaciju svakog reda
funkcije f.
Nadalje, pokazuje se da za svaki par brojeva a,b € I vrijedi

/abf(x)dx _ /ab(zan(x—c dx—Z/ (z — ¢)"da
= Zan/ (x — o)"dux,

Sto nam govori da se red potencija moze integrirati ”¢lan po ¢lan”.

Vazno je istaknuti da redovi potencija

= 1
TLZ:O na,(x —c)" HZ:O e an(z — )"

koji se dobiju deriviranjem, odnosno integriranjem ” ¢lan po ¢lan” reda poten-
cijad o2 an(z—c)” imaju isti radijus konvergencije kao ired >~ " an(x—c)™.

1 o
Primjer 3.2.3. Dokazati da je a—ar = an"’l za svaki z € (—1,1).
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Rjesenge.

Promotrimo red potencija
o0
E x".
n=0

Za svaki x € R, red brojeva > >~ z" je geometrijski, s kolicnikom ¢ = .
Znamo da geometrijski red konvergira za |¢| = |z] < 1 i ima sumu

1 =
1_33:;:1;.

Dakle, na podruc¢ju konvergencije I = (—1,1) ovim je funkcijskim redom
definirana funkcija f : I — R formulom

Kao sto smo rekli, derivaciju tako dobivene funkcije f mozemo racunati de-
.. . 99~ o« 9 .. o0 n .
riviranjem ”¢lan po ¢lan” reda potencija )~ 2", tj.

J'(w) = (ixn)/ = i(xn)’ = inwn_l = inx"‘l.

n=0 n=0

o= () - o

1 = n—1
(1—x)? - an
n=1

zasve x € I, bududi dared Y 02 2™ ired Y - naz" ' dobiven derivacijom
njegovih ¢lanova imaju isti radijus konvergencije.

S druge strane,

Prema tome,

Primjer 3.2.4. Dokazati da je In(1 + z) = Z(—l)"‘l T asvaki z €
n

n=1

(—1,1).
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Rjesenge.
Red potencija
> (-1
n=0
je geometrijski red s kolicnikom ¢ = —x. Taj red apsolutno konvergira za

lg| = || < 11ima sumu

1 o0
= —1)"z".
1+z ;%( )’z

Sada se za proizvoljni z € (—1,1) integriranjem ”¢lan po ¢lan” ovog reda
potencija dobije

— = —1)™" | dt = —1)™"dt,
i) (e > )

n

odakle je
ey =y inf
In(1+1¢t)| = —-1)" ,
[ — n+1|,
odnosno
> anrl
ln(1+x)—ln1:;(—1) T
Prema tome,
e} "L‘n
In(1 =) (=)= € (—1,1).
a1+ = DT e (L)

Napomenimo da se moze pokazati da za = 1 ovaj red konvergira prema
In2, pa je stoga

o0 n

x
In(1 =) ()"t =—, ze(-11].
N
Primjer 3.2.5. Dokazati da je e” = Z x_' za svaki x € R.
“— nl
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Rjesenge.
U primjeru 3.2.2 (2) pokazali smo da red 7 ° 2% "~ konvergira za svaki
x € R. Stoga je tim redom definirana funkcija f : R — R sa svojstvom

[ee] In
flo)=>" o
n=0
Deriviranjem ”clan po ¢lan” ovog reda potencija dobije se
> " / > " / > nx"1 > nan!
/ _ i R i T _
o= (X5) =2 () ==
n=0 n=0 n=0 n=1
o0 xn—l 0 "
; (n—1)! — n!

za svaki z € R. Poznato je da je jedina funkcija f sa svojstvom f'(x) = f(x)
za svaki z € R funkcija f(z) = e”. Prema tome,

x
exzzg, r e R

n=0

3.3 Taylorovi redovi

Ako je r > 0 radijus konvergencije reda potencija

oo
an(z —c)",
n=0

tada na intervalu I = (¢ — r,c 4 r) taj red konvergira apsolutno. Takoder,
njime je dobro definirana funkcija f : I — R takva da je

flx) = an(x—c)", xel.
n=0

Funkcija f ima derivacije svakog reda na intervalu I.
Prvu derivaciju f’ racunamo deriviranjem ”¢lan po ¢lan” reda potencija

ZZO:() an(x - C)n; dakle

E na,(x —c)" E na,(x — c) n-l
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Ponovnim deriviranjem ”¢lan po ¢lan” reda potencija dobije se

o0
E n(n — Da,(z — c)" 2,
n=2

te zatim

1( Zn (n—1)(n—2)a,(x —c)" 3.
n=3
Opcenito, za svaki k € N vrijedi
=> nn=1)(n-2) ... (n—k+ay(z—c)" "

Uvrstimo li u ovu formulu z = ¢, red na desnoj strani formule imat ¢e sve
¢lanove osim mozda prvog jednake nuli. Dakle, dobit ¢emo

fO0) =k(k—=1)(k—=2)-...- (k—k+Dag(c— )’ =kla,, keN.

Odavde je
_ ()
ar = L k e N.
Kako je osim toga f(c) = ao, to uz oznaku f©(c) := f(c) imamo
(k)
ak:fk—'(C), k’ENU{O}

Prema tome, koeficijente reda potencija >~ a,(x —¢)" izrazili smo pomocu
derivacija funkcije f u tocki c. Vrijedi

(n)
f(x)—zfn.w( —o)", zel.

n=0

Red potencija

() (. (¢ "(c
Zf ()(x—c)”Zf(CHf()(x—CHf()($—0)2+---

| | |
— 1! 2!

nazivamo Taylorovim redom funkcije f u tocki c¢ i taj red na intervalu [
predstavlja funkciju f.
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Kazemo da je funkcija f razvijena u Taylorov red u okolini tocke ¢ ili po
potencijama od z — c.

Posebno, za ¢ = 0 dobivamo red

o (n)O "0 an
z%fn!( )xnzf(0)+f1(!)x+f2(!):c2+...

koji nazivamo Maclaurinovim redom funkcije f.

Razmotrimo sada problem na drugaciji na¢in. Uzmimo da je zadana
funkcija f : I — R koja na otvorenom intervalu I C R ima derivacije svakog
reda. Neka je ¢ € I. Tada ima smisla promatrati Taylorov red funkcije f u
tocki ¢, tj. red oblika

— () n f'(¢) f"(e)

G (ORI RE SICE ORI
n=0

Pokazuje se da ovako definiran red u okolini tocke ¢ ne mora konvergirati

prema funkciji f. Stovise, moze se dogoditi da Taylorov red funkcije f diver-

gira za svaku vrijednost x # ¢, odnosno da konvergira prema nekoj drugoj

funkciji. Iustrirajmo to sljede¢im primjerom.

Primjer 3.3.1. Neka je zadana funkcija f : R — R formulom
fla) = { 61271—1, ako je |z| < 1;

0, ako je |z| > 1.

Moze se pokazati da funkcija f ima derivacije svakog reda na skupu R.
Takoder, pokazuje se da derivacije funkcije f u tocki 1 iznose nula. Dakle,
vrijedi

f™M(1)y=0, neNuU{o0}.
Stoga Taylorov red funkcije f u tocki ¢ = 1 glasi

>, fn)
S EWe o

n

Prema tome, Taylorov red funkcije f u tocki ¢ = 1 konvergira na skupu R,
ali ne prema funkciji f, nego prema nul-funkciji.
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0.5

-0.5

Slika 1: Graf funkcije f iz primjera 3.3.1

Namedu nam se sljedeca pitanja. Ako funkcija f : I — R definirana na
otvorenom intervalu / C R ima na tom intervalu derivacije svakog reda, koje
je podrucje konvergencije Taylorovog reda

),

n

funkcije f u tocki ¢ € I, te konvergira li taj red na svom podrucju konver-
gencije prema funkciji f7?

Kako bismo odgovorili na postavljena pitanja, najprije uvedimo sljedece
pojmove.

Za funkciju f definiramo n-ti Taylorov polinom u tocki c

f'(0) f"(e) f"(e)

Tn(x):f(c)+T(x—c)+T(:v—c)2+...+ o

i n-ti ostatak funkcije f u tocki c

R.(x) = f(z) = Tn(z), ze€l.

(x—0o)", z€R

Da bi Taylorov red > 7 ! (7;)!(6) (x — ¢)" na nekom intervalu D C [ pred-
stavljao funkciju f mora biti

lim R,(z) =0

n—oo
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za svaki x € D. Ovaj uvjet moguce je zadovoljiti ako su na intervalu D
derivacije svakog reda funkcije f omedene istim brojem M > 0, kao sto
pokazuje sljedec¢i teorem.

Teorem 3.3.2. Neka je f : I — R funkcija koja na otvorenom intervalu
I C R ima deriwacije svakog reda, te neka je ¢ € 1. Pretpostavimo da postoje
brojevi 0 > 0 ¢ M > 0 takvi da je

[f™ (@) < M
za svex € D= {(c—0,c+3d)NI izasven € N. Tada je

lim R,(z) =0

n—o0

0o f(")(c) (]3 .

za svaki v € D, pa Taylorov red > o)" funkcije f na intervalu

D konvergira prema funkciji f.

0 2n+1
Primjer 3.3.3. Dokazati da je sinx = Z(—l)”h za svaki x € R.
n !
n=0

Rjesenge.
Funkcija f(x) = sinz ima derivacije svakog reda, a prve Cetiri redom
iznose

f'(x) = cosz,

f"(x) = —sinx,
f’”( ) = —cos,
f@(x) = sina,
pa Je

f)y=1, f'0)=o0, f"0)=-1, fD0)=0.
Kako je f<4><:c> = f(x), slijedit ¢e f®(z) = f'(z), fO(x) = f"(z), fO(z) =
) =

f"(z), f®(z) = f(x), itd. Posebno, ra¢unanjem derivacija funkcije f u nuli
dobiva se

feM0) = 0,
fe0) = (-0,

za sve n € NU{0}.
Maclaurinov red funkcije f glasi

2n+1 > (_1>n

f(" J! n n
Z Z 2n+1 2+lznzzg(zwrl)!xﬂl'
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Uoc¢imo da se u redu pojavljuju samo potencije od x neparnog eksponenta.
Nadimo podruéje konvergencije ovog reda. Oznacimo

M0 .
fn(x) :T.T , TZENU{O}.
Tada je
L Gt D _ (D" s
Bududi da je
1.2'n+3
| fonys() .| @nray . x?
lim |=———=| = lim |-—&—-| = lim =0<1
n=oe | fonga(w) | nmoo | B nmee (204 2) (20 + 3)

za svaki x € R, to ovaj red po D’Alembertovom kriteriju apsolutno konvergira
na cijelom skupu R.

Provjerimo jos konvergira li dobiveni red prema funkeciji f(x) = sinz. Za
to je dovoljno ispitati omedenost derivacija funkcije f. Uocimo da je za svaki
neN

f™(z) <1, zeR,
odakle slijedi da dobiveni Maclaurinov red na skupu R zaista konvergira
prema funkciji f. Prema tome,

‘ o0 r2ntl
sinx = nzz[:)(—l)”m, z € R.
> 2n
Primjer 3.3.4. Dokazati da je cosz = ;(—1)”(2n)! za svaki z € R.
Rjesenge. "
U prethodnom smo primjeru pokazali da je
. © 2+l
sinx = TLZ:O(—l)"W, r eR.

Deriviranjem ”clan po ¢lan” ovog reda potencija dobije se

n=0
o 2n

= 2t g

n=0

reR,
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odnosno
o0 2n
cosT = Z(—l)”én)', z € R.
n=0 :

2
od x + 2 i naci podrucje konvergencije dobivenog reda.

1
Primjer 3.3.5. Razviti funkciju f(z) = — u Taylorov red po potencijama
x

Rjesenge.
Racunamo derivacije funkcije f :
fl(z) =223 = (-1t 2. 273
/() = (~2)(=B)a~* = (<17 310"
f(z) = (=2)(=3)(~4)~ = (=1 - 4L,

itd. opcenito vrijedi

M) = (=D "n+Dae "2 pneN.

Uvrstimo li u gornju jednakost x = —2 dobit ¢emo
FO=2) = (=10 -+ 1) (~2) 0
_ (_1)n<n + 1)' (_1)f(n+2) i 27(n+2)
2
1)!

za svaki n € N. Kako je osim toga f©(=2) = f(—=2) = 1 = (0+1)!- 2702,
to je
FM(=2) = (n+ 112702 p e NU{0}.

Stoga Taylorov red funkcije f u tocki ¢ = —2 glasi

— f"(=2) n N (1) 270 n_ Nt n
ZT(QH—Q) => — (x4 2) :2%2(“2).
n=0 n=0 n=0

Nadimo podru¢je konvergencije ovog reda. Oznacimo

n+1

Tada je
i for1(@)| g (w +2)"H n+2 |z + 2|
im [ = . —| = lim ——r +2|
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Prema D’Alembertovom kriteriju i Abelovom teoremu zakljuc¢ujemo da ovaj
red apsolutno konvergira za ‘H <1 divergira za |m+ | > 1. Kako j je

|z + 2|

5 <lejz+2|<2sxe (—4,0),

to Taylorov red apsolutno konvergira za x € (—4,0) i divergira za = €
(—o0, —4) U (0, 00). Ispitajmo konvergenciju reda u rubnim tockama —4 i
0.

Za xr = —4 imamo

n-+1 . nt+l n an+1
fal—4) = 2 (=42 = (-2 = (-1

Bududi da je
: n+1
lim |f,(— )|—hmT—oo7£0

tored Y00 ((—1)" 2 =5 | f,(—4) divergira jer nije ispunjen nuzni uvjet
konvergencije reda.

Za x = 0 imamo f,(0) = 2. Red Y 02 ™ = S>> f,(0) takoder
divergira, jer nije ispunjen nuzni UVJet konvergencije reda.
Dakle, podruéje konvergencije Taylorovog reda > °°  2EL (z4-2)" funkcije

n=0 2n+2
f(xz) = %5 u tocki ¢ = —2 je interval (—4,0).

P;imjgzr 3.3.6. Nadi prva tri, razli¢ita od nule, ¢lana razvoja funkcije f(z) =
T —
(z —2)?
Rjesenge.
Ozna¢imo s f,(z) = %(m —3)", n € NU{0}, n-ti ¢lan razvoja funkcije
f u Taylorov red u okolini tocke ¢ = 3.
Vrijedi fo(3) = f(3) =1 #0.

Redom racunamo derivacije funkcije f i njihovu vrijednost u tocki ¢ = 3 :

u Taylorov red u okolini tocke ¢ = 3.

e — —2(x — 3) , .
ae _ 2(20 -7 " —  _9.

@ = L fe = 2
" o —12(1‘ B 4) " _
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Time smo dobili jos dva, razli¢ita od nule, ¢lana Taylorovog reda. To su

_3) 2

(3) = 5@ =3 = (@ =3 = —(r = 3),
f3(3) = f/;(!?’) (x —3)° = %(m —3)* =2(z — 3)%.

Taylorov red funkcije f u tocki ¢ = 3 glasi

< £(n)(3
Zf (3)

. (z—3)"=1—(z—32+2xz—-3°%—....

n=0

3.4 Taylorova formula

Primijetimo da je za definiciju n-tog Taylorovog polinoma

f’C f”C ) f(n)c .
%(:U—c)—l—%(x—c) +...+ n!< )(x—c)

funkcije f : I — R u tocki ¢ € I dovoljno zahtijevati da funkcija f u tocki ¢
ima sve derivacije do ukljucivo n-tog reda. Lako se vidi da je tada

T.(c) = f(c), T.(c)=f'(c), T'(c)=f"(c), ..., T(c)=f"(c).

Moze se pokazati da medu svim polinomima stupnja manjeg ili jednakog
n, polinom 7, najbolje aproksimira funkciju f u neposrednoj okolini tocke
c. Na taj nac¢in mozemo funkciju f u okolini tocke ¢ zamijeniti Taylorovim
polinomom 7,,, ¢ineéi time odredenu pogresku R,,. Stoga se izracunavanje
funkcije svodi na izracunavanje polinoma, pri ¢emu se koristimo samo ele-
mentarnim operacijama.

Ako funkcija f na otvorenom intervalu I ima sve derivacije do ukljucivo
reda n 4 1, onda se pogreska R,, moze izraziti pomocu derivacije reda n + 1
o cemu govori sljedeci rezultat.

Teorem 3.4.1 (Taylorov teorem). Neka je f : I — R funkcija koja na
otvorenom intervalu I C R ima sve derivacije do ukljucivo reda n+1, te neka
jec € 1. Tada se n-ti ostatak funkcije f moZe prikazati u tzv. Lagrangeovom

obliku )
f(n + (15):(':) (2=

gdje je &, neka tocka koja se nalazi u intervalu (c,x), odnosno {(x,c).

R,(x) = , xel,
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Ako funkcija f : I — R zadovoljava pretpostavke iz Taylorovog teorema,
tada je
f(z) =T,(z) + Ru(x), z€l,

odnosno

(n+1)
(x—c)"Jrf(nT(f)T)(x )"t wel

f™(c)

n!

file)

f@) = fle+ 4]

(:L’—C)+- -+

Ovaj prikaz nazivamo Taylorovom formulom.

Primjer 3.4.2. Naci pribliznu vrijednost od sin {5 pomocu Taylorovog poli-
noma 73 i procijeniti pogresku aproksimacije.

Rjesenge.
Funkciju f(x) = sinz prikazat ¢emo u obliku zbroja

f(x) = Ts(x) + Rs(x),

gdje je

- f” LSMO) o, SO
Z f(0) + f'(0)x + o 7 +T$7

n=

f(4) (590)1_4 _ f(4) (ém)le
4l 24

te &, neka tocka iz intervala (0, z), odnosno (x,0).
Prve ¢etiri derivacije funkcije f su:

f'(x) = cosuz,

Rg,(l’) =

f"(z) = —sinz,
”’(x) —cos z,
f@(z) = sin .

Stoga je f'(0) =1, f”(0) =0, f”(0) = —1, pa Taylorov polinom T3 glasi

a ostatak Rj je

& € (0,), odnosno &, € (x,0).
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U
127

s T T T 1 T\3
D) f(12) \12) T 12 g \gg) & 0208808813

Uvrstimo li x = tada je priblizna vrijednost od sin {5 jednaka

Procijenimo pogresku aproksimacije

e
A(fp) =5t () e (0h)

Za &= € (0, 5) vrijedi

. .o 1
|sinéx| < sin & = 5,

pa je pogreska koju ¢inimo

1
i i<1>4:;4~ 1077
‘R3<12>’< 2i\12) =g ®HTEOA10

65



4. Nelinearne jednadzbe i sustavi 66

4 Nelinearne jednadzbe i sustavi

4.1 RjeSavanje nelinearnih jednadzbi

Nalazenje nultocaka nelinearnih funkcija je jedan od najcesé¢ih zadataka prim-
ijenjene matematike. U veé¢ini se slucajeva ovaj problem ne moze eksplicitno
rijeSiti. Stoga se koriste razne numericke metode kojima se nultocke funkcije
priblizno odreduju. Pritom pretpostavljamo da su nultocke funkcije izoli-
rane, tj. da se oko svake nultocke moze opisati interval koji ne sadrzi niti
jednu drugu nultocku dane funkcije.

Neka je zadana neprekidna funkcija f : I — R, gdje je I C R inter-
val. Postupak nalazenja nultocaka funkcije f, tj. tocaka ¢ € I takvih da je
f(e) = 0, provodi se u dva koraka. Najprije je potrebno odrediti interval
[a,b] C I koji sadrzi toéno jednu nultocku ¢ funkcije f. Do takvih se inter-
vala dolazi analizom tijeka funkcije f. Zatim se nekim iterativnim postupkom
nultoc¢ka ¢ odredi do na trazenu tocnost. Unutar intervala [a,b] odredi se
pocetna aproksimacija xy nultocke ¢, te rekurzivnom formulom definira niz
realnih brojeva zi,xs,...,x,,... koji ¢e, uz neke uvjete na danu funkciju
f, konvergirati prema nultocki c¢. Broj z, nazivamo n-tom aproksimacijom
(iteracijom) nultocke c.

Postoji veliki broj metoda za priblizno odredivanje nultocaka funkcije.
Mi ¢emo opisati dvije osnovne metode, a to su Newtonova metoda (metoda
tangente) i metoda jednostavnih iteracija.

4.1.1 Newtonova metoda (metoda tangente)
Pretpostavimo da je zadana funkcija
filab] =R

koja u svim tockama intervala [a, b] ima neprekidnu prvu derivaciju, te vrijedi
f'(x) # 0 za svaki x € [a, b].

Uzmimo pocetnu aproksimaciju zo € [a,b] i u tocki Ty(xo, f(x0)) posta-
vimo tangentu na krivulju y = f(x). Jednadzba tangente glasi

y — f(zo) = f'(xo)(x — x0). (3)

Neka ta tangente sijece os = u tocki s apscisom z;. (Uo¢imo da sjeciste postoji
bududi da je f'(zg) # 0.) Uvrstavanjem x = 7 u jednadzbu (3) dobije se

0 — f(xo) = f'(w0)(21 — o),
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odakle je

Si20) (@)
f'(xo)

Sada na krivulju y = f(z) postavimo tangentu u tocki T3(xy, f(z1)). Ova
tangenta sijece os x u tocki s apscisom

Ty = Ty —

f(iUl)
fr(w1)

To = T1 —

O

Slika 2: Newtonova metoda

Nastavljajuc¢i postupak analogno, dolazimo do niza

an:xn—M n € NU{0}.

f(wn)’

Niz (z,,) definiran ovim iterativnim postupkom konvergirat ¢e prema nultocki
funkcije f, ako su zadovoljeni jos neki dodatni uvjeti. O tome govori sljedeci
rezultat.

Teorem 4.1.1. Neka funkcija f : [a,b] — R ima neprekidnu drugu derivaciju
na intervalu [a,b]. Neka je f(a)f(b) <0, te neka funkcije f' i f"imaju stalan
predznak na [a,b]. Ako za pocetnu aproksimaciju x¢ € |a,b] vrijedi

f(@o) f" (o) >0,
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onda niz aproksimacija definiran s

_ f(zn)
! f(@n)’

konvergira prema jedinstvenoj nultocki ¢ funkcije f.
Za ocjenu pogreske aproksimacije vrijedi formula

n e NU {0}, (5)

Tp41 =T

- 4n < — n - 4n— ) 6

o= aul < 52w = ) )

gdje je
my = min |f'(z)], M,y = max |f"(z)|.

x€[a,b] z€[a,b]
Napomena 4.1.2. (a) Uoc¢imo da je uvjetom f(a)f(b) < 0 osigurano pos-
tojanje nultocke ¢ € [a, b] funkcije f. Naime, taj uvjet znaci da funkcija f u
tockama a i b prima vrijednosti suprotnog predznaka pa stoga, zbog neprekid-
nosti funkcije f, postoji barem jedna tocka ¢ € [a, b] za koju je f(c) = 0 (Slika
3).

- ——————— =

Slika 3: Graf neprekidne funkcije f : [a,b] — R, gdje je f(a)f(b) <0
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Uvjet da funkcija f" ima stalan predznak na intervalu [a, b], tj. da je f strogo
monotona funkcija na tom intervalu, govori nam da je nultocka ¢ jedinstvena.

(b) Uvjet f(xq)f"(xo) > 0 sigurno zadovoljava jedna od rubnih tocaka a
ili b. Naime, ako je f’ pozitivna na [a, ], onda je f strogo rastuca funkcija,
pa zbog uvjeta f(a)f(b) < 0 vrijedi f(a) < 01 f(b) > 0. Pritom, ako je f”
takoder pozitivna na [a, b], moze se uzeti xo := b, a ako je f” negativna na
[a, b] uzima se o := a. Sli¢no zakljuéujemo i u slu¢aju negativne funkcije f’
na [a,b]. Tada je f strogo padajuca funkcija, pa zbog f(a)f(b) < 0 mora biti
f(a) > 01 f(b) < 0. Ako je f” pozitivna na [a,b], moze se uzeti zog := a, a
ako je f” negativna na [a,b] uzima se xqy := b.

Pri aproksimiranju nultocke ¢ funkcije f s n-tom aproksimacijom z, do-
bivenom Newtonovom metodom ¢inimo odredenu gresku, za koju vrijedi ocje-
na (6). Oznacimo li s € trazenu to¢nost s kojom racunamo nultocku ¢ funkcije
f, onda iterativni postupak zaustavljamo kada je ispunjen uvijet

M.
2_7”21<xn - xn—1)2 S g,
odnosno
2mqe

i tada nultocku c aproksimiramo s n-tom aproksimacijom x,,.

Primjer 4.1.3. Newtonovom metodom rijesiti jednadzbu 2° + 2 +1=10s
toénoséu € = 1074,
Rjesenge.

Neka je f(z) = 2° + z + 1. Kako je f'(z) = 5z + 1 > 0 za svaki z € R,
zakljucujemo da je funkcija f strogo rastuca na R, pa stoga f na skupu
R ima najvise jednu nultocku. Osim toga, kako je lim, . . f(z) = —oo,
lim, .o f(z) = oo i f neprekidna, slijedi da f ima to¢no jednu realnu
nultocku.

Nadimo odgovarajuéi interval [a, b] koji sadrzi nultocku funkeije f. Kako
je 2° + 2 + 1 = 0 ekvivalentno s 2° = —x — 1, traZena nultocka c je apscisa
tocke u kojoj se sijeku grafovi funkcija y = 2° i y = —x — 1. Prema Slici 4
nasluéujemo da c¢ pripada intervalu [—1, —3]. Zaista,

1
f(-1)=—-1<o0, f(- 5) ~ 0.46875 > 0,

pa stoga ¢ € [—1, —1].
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Slika 4: Presjek krivulja y = 2% iy = -2 — 1

Provjerimo jesu li na intervalu [—1,—1] ispunjene pretpostavke teore-

2
ma 4.1.1. Vrijedi

fl(x) =562 +1>0, z€ [—1,—%},

f"(x) = 2023 < 0, ze[—1,-1].
Pocetnu aproksimaciju zo biramo tako da je f(zo)f"(zo) > 0. Kako je
f(=1)f"(=1) > 0, uzet ¢emo zo = —1.

Da bismo ocijenili pogresku aproksimacije, odnosno odredili koliko apro-
ksimacija moramo izracunati da bismo nultocku funkcije f odredili do na

zadanu tocnost, potrebno je izracunati

my = min |f(z)], My= max [f"(x)|.
we[-1,—1] z€[~1,~3]
Stavimo
1
o) = 1@ =50 41 Ha) = @) = 200", @€ [-1,-5].

Buduéi da je ¢'(z) = 202® < 0 za z € [—~1,—3], to je funkcija g strogo
padajuca na intervalu [—1, —3]. Osim toga, g je pozitivna funkcija, pa stoga

70



4. Nelinearne jednadzbe i sustavi 71

g postize minimum u desnom rubu, tj. za x = —%. Prema tome,

my = min |f'(z)]= min g(z)= g(— %) = 1.3125.

xe[flrfé] 16[7177%]

Funkcija h je strogo padajuca i pozitivna na intervalu [—1, —1], pa stoga h
postize maksimum u lijevom rubu, tj. za x = —1. Dakle,

My = max |f"(z)]= max h(z)=h(-1)=20.
xe[,L,%} 26[71,7%

Sada s (5) rekurzivno definiramo niz aproksimacija (x,), te prema (7), nul-
tocku ¢ funkcije f aproksimiramo s n-tom aproksimacijom z,, za koju je

5 2.1.3125- 104
|2 — 21| <4 Tf = \/ % ~ 0.003622.
2

Racunanjem se dobije

n| x, |zp — xp1| | fxn)

0]-1 -1

1 1-0.833333 | 0.166667 -0.235211

2 | -0.764382 | 0.003622 -0.025329 |

3 | -0.755025 | 0.009357 -0.000612

4 1 -0.754878 | 0.000147 -0.000001
Prema tome, trazena nultocka je ¢ ~ x4 = —0.754878.

Primjer 4.1.4. Newtonovom metodom rijesiti jednadzbu vx +1 = % S
toénoséu € = 1074,
Rjesenge.

Grafovi funkcija y = Vo + 11y = 1 sijeku se u jednoj tocki (v. Sliku 5).
To zna¢i da dana jednadzba ima tocno jedno rjeSenje, odnosno funkcija
flx)=vVzr+1- % ima toc¢no jednu realnu nultocku za koju, prema Slici 5,
naslué¢ujemo da pripada intervalu [%, 1]. Zaista, kako je f(%) ~ —0.78 < 0,
f(1)~0.41 > 0 f neprekidna, to ¢ € [3,1].

Provjerimo jesu li na intervalu [%, 1] ispunjene pretpostavke teorema 4.1.1.
Vrijedi

fl(z) = ﬁm% >0, ze€li1],

f”(x):_4\/(zl-1-—1)3_x%<0’ CIZE[%,H.
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ly=+vao+1

Pocetnu aproksimaciju xo biramo tako da je f(zo)f"(zo) > 0. Kako je
F(3)f"(3) > 0, uzet ¢emo zy = 3. Nadimo sada

my = min |f(2)], M= max |f"(@)].

Slika 5: Presjek krivulja y =

z€(3,1] z€[3,1]
Stavimo
9(z) = f'(@)| = f'(&) = 57z + 2= 7€ [5,1];
ha) = |f"(x)| = —f"(z) = —F—=+ %, z€[31]

44/ (z+1)3

Tada je ¢g'(z) = f"(z) < 0 za = € [3,1], pa je g strogo padaju¢a funkcija
na tom intervalu. Osim toga, g je pozitivna funkcija, pa stoga g postize
minimum na desnom rubu intervala [1, 1], tj.

V2

my = win |f/()] = min g(x) = (1) = L2 +1.
z€[3,1] ze[3,1] 4
Kako je W(z) = —f"(z) = - (3+1)5 — & <0z e [3,1], to je h strogo

padajuca funkcija na tom intervalu. Osim toga, h je pozitivna funkcija, pa
stoga h postize maksimum na lijevom rubu intervala (1, 1], tj.

1 6
M, = max |f"(z)] = max h(x) = h(—) = £ + 16.
ze[d,1] ze[L 1] 2 18
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Niz aproksimacija (x,,) definiramo koriste¢i formulu (5). Prema (7), nultocku
¢ funkcije f aproksimiramo s n-tom aproksimacijom x,, za koju je

2 2(¥2 +1)10-*
(@ — To] < ) 2 = “f )10 . 0.004096.
M, Yo + 16

Racunanjem se dobije

Tn |Tn — Tna| | fl2n)

0.5 -0.7752551
0.675865 | 0.175865 -0.1850333
0.747711 | 0.071847 -0.0154049 |
0.754820 | 0.007109 -0.0001230
0.754878 | 0.000057 0.0000007

W N O S

Prema tome, trazena nultocka je ¢ = x4, = 0.754878.

4.1.2 Metoda jednostavnih iteracija

Jednadzba f(x) = 0 moze se zapisati u obliku z = g(x), pri ¢emu izbor
funkcije ¢ nije jednoznacan. Primjerice, zelimo li naé¢i nultocku funkcije
f(x) = 2* — 3, tada je taj problem ekvivalentan nalazenju rjeSenja bilo koje
od sljedec¢ih jednadzbi:

(¢) z = %(:c—l—%)

Prema tome, neki od izbora za funkciju g su: g(z) = % ili g(z) =2 +2—3
ili g(z) = 5(x + 2).

Svako rjesenje jednadzbe x = g(x) naziva se ¢uvrsta (fiksna) tocka funkcije
g. Stoga se problem nalazenja nultocaka funkcije f moze svesti na problem
nalazenja fiksnih tocaka funkcije g. Geometrijski gledano, svako rjesenje jed-
nadzbe x = g(x) je apscisa tocke presjeka grafa funkcije g i pravca y = x
(Slika 6).

73



4. Nelinearne jednadzbe i sustavi 74

Slika 6: Metoda jednostavnih iteracija
Te ¢emo tocke pokusati odrediti iterativnim postupkom
Tpi1 = g(x,), n€NU{0},

za neku pocetnu aproksimaciju zo. Kako je 21 = g(xp), to toc¢ka Ti(zq,x1)
lezi na grafu funkcije g. Paralela s osi x kroz tocku T} sijece pravac y = x
u tocki Si(z1,x1). Prema tome, prva aproksimacija z; je apscisa tocke Sj.
Nakon toga kroz tocku Ty(x1,z5) koja lezi na grafu funkcije g postavimo
paralelu s osi z. Ta paralela sijece pravac y = x u tocki Sp(zq,x2), pa je
druga aproksimacija xs apscisa tocke S;. Postupak nastavljamo analogno.
Ako tako definirani niz (z,) konvergira prema tocki ¢, onda je

c= lim z,4; = lim g(x,) = g(lim z,) = g(c)

n—oo n—oo

pod uvjetom da je funkcija g neprekidna. Dakle, u tom je slucaju c fiksna
tocka funkcije g. Medutim, opéenito niz (z,) ne mora konvergirati. Sljedeci
teorem daje nam dovoljne uvjete uz koje ¢e tako definiran niz aproksimacija
konvergirati.

Teorem 4.1.5. Neka funkcija g : [a,b] — R ima neprekidnu prou derivaciju
na intervalu [a,b]. Pretpostavimo da

(a) g(x) € la,b] za svaki x € [a, b);
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(b) postoji q € (0,1) tako da je |¢g'(z)| < q za svaki x € [a,].

Tada postoji jedinstven ¢ € |a,b] tako da je g(c) = c. Takoder, za proizvoljni
xo € [a,b], niz (z,) definiran rekurzivno s

Lntl = g(:l?n), neNU {0}7 (8)

konvergira prema tocki c.
Za ocjenu pogreske aproksimacije vrijede sljedece formule:

n

q
|C_3:n| S 1 ’131 _370‘7 (9>

o= aal < T = 2, (10)

gdje je q = max,efqy) lg'(z)].

Zelimo li fiksnu tocku ¢ funkcije g izracunati s toénoséu e onda, prema
formuli (9), iterativni postupak (8) zaustavljamo kada je

n

q
1—g¢q

|I1 - .ZU()| S £,

odnosno

n > log(e(1 —q)) —log |:E1 — Zo| (11>
log g
i tada fiksnu tocku ¢ aproksimiramo s n-tom aproksimacijom x,.

Primjer 4.1.6. Metodom jednostavnih iteracija rijesiti jednadzbu a® + x —
60 = 0 s tocnoscéu € = 0.005.
Rjesenge.

Stavimo f(z) = 2% + x — 60. Kako je f'(z) = 32> + 1 > 0 na R, to je f
strogo rastuca funkcija na R pa moze imati najvise jednu realnu nultocku.
Osim toga je lim, . o f(z) = —o0, lim, .~ f(z) = 0o i f neprekidna, pa
zakljuc¢ujemo da f ima to¢no jednu realnu nultocku koju oznacimo s c.

Do ovog smo zakljucka mogli do¢i i na sljede¢i nac¢in. Danu jednadzbu
moZemo zapisati u obliku z = —a2 + 60. RjeSenje ove jednadZbe je apscisa
tocke presjeka grafa funkcije y = —z% + 60 i pravca y = z (Slika 7). Vidimo
da je rjesenje jedinstveno, te naslu¢ujemo da pripada intervalu [3,4]. Zaista,
kako je f(4) =8 > 01 f(3) = —30 < 0, to zbog neprekidnosti funkcije f

nultocka ¢ pripada intervalu [3, 4].

I0)
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Y
Y= —z% + 60

401

204

-204

Slika 7: Presjek krivuljay = —23+60iy =2

Da bismo nultocku ¢ odredili metodom jednostavnih iteracija, potrebno je
jednadzbu f(z) = 0 zapisati u obliku = = g(x), za neku funkciju g koja
zadovoljava uvjete teorema 4.1.5. Kako je x = —22 460, to bi jedan od izbora
za funkciju g mogla biti funkcija g(z) = —23 + 60. Tada je ¢'(z) = —3z?, pa
je |¢'(x)| = 3z*. Bududi da je funkcija z — |¢'(z)| strogo rastuca i pozitivna
na intervalu [3, 4], to ona na tom intervalu minimalnu vrijednost poprima za
r = 3, a maksimalnu za x = 4, tj.

2T=[g'B3) < lg'(x)| < |g'(4)| =48, x€[3,4].

Vidimo da nije ispunjen uvjet (b) teorema 4.1.5, buduéi da bi trebalo vrijediti
|d'(x)| < 1zasvakiz € [3,4]. Uo¢imo da cak i kada bismo suzili interval [3, 4],
tako da i dalje sadrzi ¢, ne bismo mogli postiéi da je |¢'(z)| < 1. Stoga ovakav
izbor za funkciju g nije dobar.

Zapigimo sada danu jednadZzbu u obliku 23 = 60—z, odakle se dijeljenjem

obiju strana ove jednadzbe s z* dobije z = 2—(2) — % Stoga je jedna mogucénost
za odabir funkcije g funkcija g(x) = % — i Tada je ¢'(x) = ac—z_1320 <0 za

z € [3,4]. Stoga je |¢'(z)] = %% i lako se pokaze da je i tada |¢'(x)| > 1 za
svaki x € [3,4]. Prema tome, niti ovaj izbor nije dobar.
Zapisimo danu jednadzbu u obliku 2® = —2+60, odnosno = /—z + 60,
te pokusajmo s izborom ¢(z) = v/—x + 60. Tada je
1

() = — <0, ze€]l3,4],
90 = 3 o0n 3,4
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pa je g strogo padajuca funkcija na segmentu [3,4]. Prema tome,
€ [3.4] = g(x) € [9(4), g(3)] = [V/56, V/57]  [3,4],

¢ime je zadovoljen uvjet (a) teorema 4.1.5.
Definiramo funkciju h(z) = |¢'(z)| = W, x € [3,4]. Tada je

1

M =S T rer

>0, x€[3,4],

Nl )

pa je funkcija h rastuéa na [3, 4]. Osim toga, h je pozitivna funkcija, pa stoga
h na segmentu [3, 4] poprima maksimalnu vrijednost za x = 4. Prema tome,
1
= ma = max h(z) =h(4) = —— < 1,
¢ = max 9" ()| nax (z) = h(4) e

pa je ispunjen uvjet (b) teorema 4.1.5. Zaklju¢ujemo da funkcija g ima fiksnu
tocku ¢ na segmentu [3, 4]. Uzmemo z := 4, te niz (z,,) definiramo rekurzivno
pomoc¢u formule (8). Tada je x; = g(zg) = g(4) = v/56, a fiksnu tocku ¢
aproksimiramo s n-tom aproksimacijom z,, gdje je prema (11)

log(e(1 — q)) — log |x1 — x|

n
- log q
log <0.005(1 3@)) log | /56 — 4] o
- log 775 o
pa je stoga n = 1. Dobije se
04 8

1] 3.825862 | -0.174138

Dakle, ¢ ~ z; = v/56 = 3.825862.

Primjer 4.1.7. Metodom jednostavnih iteracija rijesiti jednadzbu e* = x +
1.5 s tocnoséu € = 0.005.
Rjesenge.

Potrebno je odrediti nultocke funkcije f(x) = e* — x — 1.5. Nultocke ove
funkcije nalaze se na presjeku krivulje y = e* i pravca y = x + 1.5. Prema
Slici 8 vidimo da funkcija f ima dvije nultocke.

7
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y=x+1.5

- - - - - = =

A
w
N

i)
o
o)

S
N
w
~
(&)
o

&

Slika 8: Presjek krivuljay =e*iy=x+ 1.5

Do istog bismo zakljucka dosli ispitivanjem tijeka funkcije f. Naime, f'(z) =
e’ — 1 pa je x = 0 stacionarna tocka funkcije f. Kako je f’ negativna na
(—00,0), a pozitivna na (0, 00), zakljuéujemo da f strogo pada na (—oc,0)
i strogo raste na (0,00) pa je x = 0 tocka minimuma funkcije f i f(0) =
—0.5 < 0. Osim toga je lim,_,_ f(z) = lim, . f(z) = 0o i1 f neprekidna,
pa stoga f ima dvije nultocke.

Prema Slici 8 nasluéujemo da nultocke od f pripadaju intervalima [—2, —1]
i [0,1]. Zaista, f(—2) =~ 0.63 > 01i f(—1) =~ —0.13 < 0 pa zbog neprekidno-
sti funkcije f postoji nultocka ¢; € [-2,—1]. Takoder, f(0) = —0.5 < 0 i
f(1) = 0.22 > 0 pa druga nultocka ¢, pripada intervalu [0, 1].

Pronadimo najprije negativnu nultocku ¢; € [—2, —1]. Uocimo da jed-
nadzbu e” = z + 1.5 mozemo zapisati kao = = g(x), gdje je g(x) = e® — 1.5.
Provjerimo ispunjava li funkcija g pretpostavke teorema 4.1.5. Kako je g
rastuca funkcija, vrijedi

v € [-2,-1] = g() €g(-2),9(-1)] =[e? =15 —1.5] C [-2, 1],

¢ime je ispunjen uvjet (a) teorema 4.1.5.
Nadalje,

¢g= max |¢(z)]= max |¢"|= max e"=e ' <1,
z€[—2,-1] z€[—2,-1] z€[—2,-1]
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pa je time ispunjen i uvjet (b) teorema 4.1.5. Stoga postoji jedinstvena
fiksna tocka ¢; € [—2,—1] funkcije ¢g. Uzmemo zy := —1.5 i definiramo
rekurzivno niz (z,,) pomoc¢u formule (8). Tada je 71 = g(zg) = e '° — 1.5, a
¢1 aproksimiramo n-tom iteracijom x,, gdje je prema (11)

log(e(1 — ¢)) — log |1 — |
log q
log(0.005(1 —e™1)) — loge™'?

= g1 ~ 4.26,

pa je stoga n = 5. Racunanjem se dobije

Tn f(xn)

-1.5 0.223130
-1.276870 | 0.055779
-1.221091 | 0.015999 |.
-1.205092 | 0.004756
-1.200336 | 0.001429
-1.198907 | 0.000431

T W N~ O3

Dakle, ¢; ~ x5 = —1.198907.

Pronadimo sada pozitivhu nultocku ¢; € [0,1]. U tu svrhu potrebno je
odrediti funkciju g koja ispunjava uvjete teorema 4.1.5. U ovom slucaju izbor
funkcije g(z) = e* — 1.5 nije dobar, bududi da je

max |¢'(z)] = max e* = e > 1.
e lo ()] = mex

Logaritmiranjem zadane jednadzbe e® = x + 1.5 dobije se * = In(x +
1.5). Provjerimo ispunjava li funkcija g(x) = In(x + 1.5) pretpostavke teo-
rema 4.1.5. Kako je funkcija g rastuca, imamo

z € [0,1] = g(z) € [9(0),9(1)] = [In1.5,In2.5] C [0, 1],

¢ime je zadovoljen uvjet (a) teorema 4.1.5. Nadalje, ¢'(x) = x+11.5 pa je
|g'(2)| = 745 za svaki z € [0,1]. Buduéi da je funkcija z — |g¢'(2)| pozitivna

i strogo padajuca na [0, 1], to se njezin maksimum postize za = 0, odakle
slijedi
2
= max |¢'(z)] = |4 (0)| = = < 1.
0= e 19(2)] = 19 0)] = 5
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Prema tome, zadovoljen je i uvjet (b) teorema 4.1.5. Stoga funkcija g ima
jedinstvenu fiksnu tocku ¢y € [0, 1]. Uzmemo xq := 1, te niz (x,,) definiramo
rekurzivno pomocu formule (8). Tada je x1 = g(z9) = ¢g(1) = In 2.5, a fiksnu
tocku ¢y aproksimiramo s n-tom aproksimacijom z,,, gdje je prema (11)

log(e(1 — q)) — log |71 — 0|

n
- log q
log (0.005(1 - g)) ~log|In2.5 — 1
= 5 ~ 9.60,
log £
pa je stoga n = 10. Racunanjem se dobije
n | o (@)
01 0.218282
110.916291 | 0.083710
2| 0.882234 | 0.034058
31 0.868039 | 0.014196
4 | 0.862062 | 0.005977
5 0.859535 | 0.002527 |
6 | 0.858465 | 0.001071
71 0.858012 | 0.000455
8 | 0.857818 | 0.000192
9 1 0.857737 | 0.000082
10 | 0.857702 | 0.000034

Dakle, co =~ 219 = 0.857702.

4.2 RjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi

Problem rjesavanja sustava nelinearnih jednadzbi ¢esto se javlja u primje-
nama. Postoje razne metode za rjesavanje takvih sustava. Mi ¢emo opisati
dvije osnovne metode, a to su Newtonova metoda i metoda iteracije.

4.2.1 Newtonova metoda

Neka je dan sustav n nelinearnih jednadzbi s n nepoznanica

f1($1,$2,...,$n) = 0
fg(xl,xg,...,xn) = 0
folz1, 20, ... 2,) = 0
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gdje su fy, fa, ..., fn realne funkcije n varijabli koje imaju neprekidne parci-
jalne derivacije prvog reda. Ovaj se sustav zapisuje matri¢no u obliku

f(x) =0,
gdje je
1 fi(x)
x X
N N B f2(' )
Ty fa(x)
Zelimo naéi (izolirano) rjeSenje ¢ € R™ nadeg sustava, tj. tocku
&1
Co
C =
Cn

za koju je f(c) = 0. U tu svrhu izaberemo pocetnu aproksimaciju

o
20

o0

i zatim konstruiramo niz aproksimacija

koji ¢e uz odredene uvjete konvergirati prema c, u smislu

. k .
hmxz(-):ci, 1=1,...,n.
k—o0
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Postupak provodimo rekurzivno na sljede¢i nac¢in. Krenemo od aproksimacije
x*) i zatim formiramo Jacobijevu matricu (odnosno Jacobijan sustava)

F)

M) B )
0 0 0

Joy_ | BEG®) FEG®) L S ®)
an' Ofn . Ofn
a_il(x(k)) 6£2(X(k)) 8;‘”( (k))

Ako je J®) regularna matrica, tada se aproksimacija x**1) ra¢una po formuli

xEHD = x®) (W) Tg(x®) ke NU{0}. (12)

Ako je tako konstruirani niz aproksimacija x(@, xM x® . x® . konver-

gentan, tada ¢e taj niz konvergirati prema rjeSenju c naseg sustava. Uvjete
pod kojima ovaj niz konvergira ne¢emo razmatrati u okviru ovog kolegija.
Medutim, primjeri na kojima ¢emo ilustrirati primjenu ove metode biti ¢e
takvi da zadovoljavaju te uvjete.

Primjer 4.2.1. Newtonovom metodom rijesiti sustav nelinearnih jednadzbi

ZL‘1$2—$2—1 =0
2—zi—-1 = 0

uzevsi za pocetnu aproksimaciju x(© = (2,1). Postupak prekinuti nakon treée
iteracije.
Rjesenge.
Stavimo
f1($1,$2) = I1ry — T2 — 1,
folwy,20) = 22 —22—1.
Tada jeza k=0,1,2,...,

f(X(k)) h (5"1 »flfzk)) _ ﬂ?gk)iﬁék) - $§k) —1
fo (2 2) (117)" = (a5)" —1

Kako je
0 0
0f1 (21, 22) = @9, af: (21,29) = 21 — 1,
0 0
f2 —— (21, 29) = 227, f2 (21, 29) = —2m,,
o0xq 019
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tojeza k=0,1,2,...,

k k
30 _ :Cg ) :c§ ) —1
- 21:@ —ngk) 7

te i )
(I®) 7 = 1 —2§ 1—af"
~ det J®) _ngk) xg‘f) ’
gdje je
det J® = —2(1:@)2 + Qng) - 2(l‘§k)>2.
Prema (12), za k =0,1,2,... imamo
T[] e 1 ]
20D AP | T det 30| o £ (o) o) |
odnosno
(k1) _ (k) 1 k) (k) (k)
Ly T et J® ( 2552 f1($1 ) )+(1—$1 )f2(951 ) ))7
(k+1) _ (k) 1 (k) (k) (k) (k)
Ty =Ty —W< 21y f1(931 Ly ) + f(% , Tg )>

Racunanjem se dobije

T AP RGP
012 1 0 2

1] 1.666667 | 1.333333 | -0.111111 0

2| 1.717949 | 1.397436 | 0.003287 -0.001479

3| 1.716674 | 1.395339 | 0.000003 -0.000001

Dakle, trec¢a iteracija iznosi x(* = (1.716674, 1.395339).
Primjer 4.2.2. Newtonovom metodom rijesiti sustav nelinearnih jednadzbi

4+ 13-4 = 0
1+ xo —sin(x; —x9) = 0

uzevsi za pocetnu aproksimaciju x(©) =
iteracije.

(1,0). Postupak prekinuti nakon trece
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Rjesenge.
Stavimo
fl(xlaxZ) = 4'1'% + I’% - 47
fg(xl, Ig) = X1+ x9— Sin(x1 — 1'2).

Tada jeza k=0,1,2,...,

T T k)
)= [y |-

k) 2 k)N 2
42 4 (23 4
atgk) + mgk) — Sin(xgk) — :Eék))

Kako je
of1 df1
8 =2
o 1(1:1,:62) Ty, e 2(:61,:(:2) o,
0 0
8£ (x1,m9) = 1 — cos(xy — xa), aiz (1,22) = 1 4 cos(x; — x2),
tojezak=0,1,2,...,
(k) (k)
30 814 2%y ’
1 —cos (xgk) — :cgk)) 1+ cos ( (k) _ :cgk))
te ® _® g
(J(k))—l _ 1 1 + cos (ml — Ty ) —2z |
det J®) | _q + cos (xgk) — $gk)) 8x(k)
gdje je
det JB) = 8x§k) (1 + cos (:Egk) — xék))) — 2x§k) (1 + cos (:Egk) — xgk)))
— (8x§k) - 2x§k)) (1 + cos (:ng) — xék))
Prema (12), za k =0,1,2,... imamo
azngrl) B xgk) 3 1 1+ cos (acgk) — :C;k)) —2xgk) fi (xgk), xgk))
2D 209 | At TW | 1 4 cos (o) — o®) 80 || fo(@®, 20 |
odnosno

1
A =2 s (U cos (2 =) (1, o) 2087 1o (o, 081) ).
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k+1)

2 det J®

1

Racunanjem se dobije

<(— 1+cos (l‘gk)

~2$)) f

(17, 237) 821" fo

AP (A
01 0 0 0.158529
11 -0.102921 | 0.010593 0.004550
2 1 0.998883 | -0.105017 | 0.002098 0.000896
31 0.998611 | -0.105522 | 0.000030 0.000016

Dakle, trec¢a iteracija iznosi x* = (0.998611, —0.105522).

4.2.2 Metoda iteracije

Neka je dan sustav n nelinearnih jednadzbi s n nepoznanica

filz1,2e,...;2,) = 0
f2($1,$2,...,$n) = 0
folz1, 20, ... x,) = 0

gdje su f1, fo, ..., fn realne funkcije n varijabli. Ovaj se sustav prevodi u

ekvivalentni oblik

ry = gl('rlv'r%"‘?xn)
To = 92(551751727--‘71‘71)
Tn = gn(T1,22,. .., 70),
koji se matricno zapisuje kao
x = g(x),
gdje je
xy 91(x)
Z2 92(x)
Ty (%)
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Neka je

)

e

pocetna aproksimacija, koju smo nasli nekom grubom ocjenom. Zatim formi-
ramo niz aproksimacija

(k)

Ty
(k) 7
x\ = - , keN,
pomocu formule
xFHD = g(x®)  E e NU{0}. (13)

Ovaj ¢e niz aproksimacija, uz odredene uvjete koje ne razmatramo u okviru
ovog kolegija, konvergirati prema izoliranoj tocki

C1
C2
C = . )
Cn
u smislu
klim xz(-k) =¢, 1=1,...,n.
Ako su funkcije g; neprekidne, onda jeza i =1,...,n,
¢ = lim 2 = lim g,(xY) = g,(lim x) = g,(c),

odnosno ¢ = g(c). Prema tome, c je rjesenje polaznog sustava.
Primjer 4.2.3. Metodom iteracije rijeSiti sustav nelinearnih jednadzbi

43 —6x,+3 = 0
23— a3 —6x9+2 = 0

uzevsi za pocetnu aproksimaciju x(©) = (%, ). Postupak prekinuti nakon pete

iteracije.

Wl
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Rjesenge.
Zapisimo sustav u obliku
1
1
Ty = g(x:{’ — 25+ 2).

Uvodimo funkcije g1, g : R? — R formulom
L 3
gi(@1,22) = 6(»’01 + a5 +3),
1
gg(ﬂfl, LUQ) = 6(37:1)) — x% + 2)

Tada je, prema (13), za k =0,1,2,...,

[mY‘“’] [gl(xﬁ’“),xé))] _ [%((wﬁk)) +(137)" +3)
B Lo s ] H(E) - @) +2) |
odnosno

A = L)+ ) 4 ),

A = G ()~ () 2)
Stavimo

filzy,m9) = 23+ a3 — 621 + 3,
folxy,0) = a3 — a3 — 625 + 2.

Racunanjem se dobije

T AP AP
0.5 0.333333 | 0.162037 0.087963
0.527006 | 0.347994 | 0.026474 0.016262
0.531418 | 0.350704 | 0.004701 0.002717
0.532202 | 0.351157 | 0.000830 0.000497
0.532340 | 0.351240 | 0.000150 0.000085
0.532365 | 0.351254 | 0.000026 0.000017

T WD~ O

Dakle, peta iteracija iznosi x(®) = (0.532365,0.351254).
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Primjer 4.2.4. Metodom iteracije rijesiti sustav nelinearnih jednadzbi

22 — x9 — 3log a9
2LU% —x1Ty — Dre + 1

uzevsi za pocetnu aproksimaciju x(© = (2.2, 3.4)
desete iteracije.

. Postupak prekinuti nakon

Rjesenge.
Zapisimo sustav u obliku
2 = 19+ 3logxy
1
JI% = 5(%’11’2 + 556’2 - 1),
odakle je
1 = /o9 + 3logxs
1
To = \/§(x1x2 + 51’2 - 1)

Uvodimo funkcije g1, g» : R? — R formulom

g1(z1,29) = /2o + 3logzxs,
1
92($1, 1’2) = \/5(131:62 + Dx9 — 1).

Tada je, prema (13),za k =0,1,2,...,

k k
[xgkﬂ) ] _ [gl(:ﬂ§k), xé’“)) ] B \/xé ) 4 310gx§ )
(k+1) | — (k) (k) - )
odnosno
:vgkﬂ) = \/xgk) + 3log xék),
o = \LPa 4 5 1),
Stavimo
fi(z1,29) = 2] — 29 — 3logas,
fg(l’l, IL‘Q) = 21’% — 1T — 5I2 + 1.
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Racunanjem se dobije

[ (AP [ AE)
0] 2.2 3.4 -0.154437 -0.36

1| 2.234824 | 3.426368 | -0.036432 -0.309174
2 1 2.242960 | 3.448853 | -0.031007 -0.190730
3| 2.249862 | 3.462651 | -0.018998 -0.123838
4 | 2.254080 | 3.471580 | -0.012285 -0.079384
5 1 2.256803 | 3.477292 | -0.007856 -0.050904
6 | 2.258543 | 3.480950 | -0.005027 -0.032599
7| 2.259656 | 3.483290 | -0.003214 -0.020869
8 | 2.260367 | 3.484787 | -0.002057 -0.013352
9 | 2.260822 | 3.485745 | -0.001316 -0.008538
10 | 2.261113 | 3.486357 | -0.000841 -0.005462

Dakle, deseta iteracija iznosi x!?) = (2.261113, 3.486357).
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5 Interpolacija funkcija

Jedan od osnovnih problema u teoriji aproksimacija jest kako funkciju f
aproksimirati nekom jednostavnijom funkcijom. Potreba za aproksimacijom
javlja se iz razloga Sto je oblik funkcije f previse slozen za racunanje, ili
su pak poznate vrijednosti funkcije f u samo kona¢no mnogo tocaka a =

To < x1 < --- < x, =b, a zeljeli bismo procijeniti njezinu vrijednost u bilo
kojoj tocki intervala [a,b]. Drugi je slucaj cest u praksi, kada pokusavamo
aproksimirati podatke koji se nalaze izmedu podataka xg,xy,...,x, koji se

dobivaju mjerenjem. Napomenimo da je procjena pogreske aproksimacije
moguca samo u slucaju kada je funkcija f na intervalu [a, b] poznata, odnosno
zadana formulom.

Funkciju kojom aproksimiramo funkciju f obi¢no biramo u klasi poli-
noma, potencija, trigonometrijskih, eksponencijalnih, racionalnih funkcija ili
linearnih kombinacija takvih funkcija. Medu njima su najjednostavniji poli-
nomi. Pomoc¢u polinoma mozemo sa zadanom tocnos¢éu € > 0 aproksimirati
bilo koju neprekidnu funkciju f : [a,b] — R. Naime, tada postoji polinom p
tako da je

‘f(l’) —p(&?)‘ <§g, Vo e [a7 b]'
To je poznati Weierstrassov teorem o aproksimaciji (v. [11, teorem 5, str.
252]).

Standardna ideja u interpolaciji funkcije polinomom jest naéi polinom p,,

stupnja najvise n, tako da je

pulz;) = f(zy), i=0,1,...,n. (14)

Tocke xg,z1,...,x, zovu se cvorovi interpolacije (bazne tocke ili interpo-
lacijske tocke), a p, je interpolacijski polinom. Kao $to ¢emo uskoro vidjeti,
interpolacijski polinom uvijek postoji. Stovise, takav je polinom jedinstven.
(Zaista, ako je g polinom stupnja najvise n koji takoder zadovoljava relacije
(14), tj. ako je g(z;) = f(x;) zai = 0,1,...,n, onda je g(z;) = pu(x;) za
1 =0,1,...,n. Neka je h := g — p,. Tada je h polinom stupnja najvise n,
te vrijedi h(z;) = g(x;) — pp(x;)) = 0zai = 0,1,...,n, tj. himan+1
nultocaka. Prema osnovnom teoremu algebre zaklju¢ujemo da je h nulpoli-
nom, pa je stoga g = p,.)

Postoji vise metoda za nalazenje interpolacijskog polinoma. Mi ¢emo
opisati dvije standardne metode. Za dani skup podataka, obje metode dat
¢e isti interpolacijski polinom (jer je takav polinom jedinstven), ali zapisan
u razli¢itim oblicima, prikladnima za razlicite svrhe.
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5. Interpolacija funkcija 91

5.1 Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma
Pretpostavimo da su poznate vrijednosti
yl):f(xO)a ylzf(xl)w"a yn:f(xn)

funkcije f u konaéno mnogo tocaka a = zo < 1 < - -- < T, = b. Zelimo nadi
polinom p,, stupnja najvise n koji prolazi tockama

T0($07yo)7 T1<x17y1)7"'7 Tn(mnayn)7

tj. takav da vrijedi p,(z;) =y; za j =0,1,...,n.

Yy |
p’L
T,
Ty
’/_\71”:1
Xo 1 0 To Ln—1 T, x

Slika 9: Interpolacijski polinom p,,

Interpolacijski polinom p,, trazimo u obliku
i=0

gdje je l;(z) polinom n-tog stupnja koji u tocki z; poprima vrijednost 1 i
kojemu su xg, 1, ... %i—1, Tijt+1, - - -, Tn nultocke. Dakle, za 1 =10,1,...,n,

Li(z) = aj(x —xo)(x —x1) - (x — i) (T — xipq) . (T — 24),

91



5. Interpolacija funkcija 92

pri ¢emu se konstanta a; odreduje iz uvjeta l;(z;) = 1. Prema tome,
1= a;(x; —xo)(xs — 1) - (X — Tim1) (@ — @ig1) - (T — Tn),
pa je

1

(.l’z' - Zﬁo)(l’z - ZL’l) tee (ZL’Z — Ii—l)(xi - C(]Z‘+1) c. (ZL’Z — In) ’

oy =

(x —zo)(x—21) (. — i) (x — 2i01) ... (x — )

) = =) (o — s @ — ) @) D
pa se uvrstavanjem u (15) dobije
x—xo (x—a1) - (z—xi1) (@ —2441) ... (T — )
Zy i — 20)(Ti — 1) (T — 1) (5 — Tig1) - (T —-Tn).
(17)

Prema (15), uo¢imo da je
= Zyllz(x]) =y;lj(z;))=vy;, 7=0,1,....n
=0

Formulom (17) dan je Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma p,,.
Ocjena pogreske

Pretpostavimo da funkcija f : [a,b] — R na segmentu [a, b] ima neprekidne
derivacije do ukljucivo (n + 1)-og reda. Funkciju f aproksimiramo interpo-
lacijskim polinomom p,,, gdje su a = xg, x1,...,T, = b ¢vorovi interpolacije.
Tada za x € [a,b] imamo ocjenu pogreske

Mn+1

|f(z) = pa(2)| < R

(@ = xo)(x — 1) -+ (& = ), (18)

gdje je
Moy = max | F04) (@),
z€[a,b]
Primjer 5.1.1. Naci Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma koji prolazi
tockama T5(0,2), 71(1,0), T2(2,0), T5(3,8). Izracunati vrijednost polinoma
1
7a T = 3.
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Rjesenge.
Trazeni polinom ps zapiSimo u obliku

Z yili(x) = 2lo(x) + 011 (x) + 0ly(x) + 8l3(x) = 2lo(x) + 8l3(x),

gdje je prema (16)
wo) = T o) =~ Ve~ 2 -3
(r—=0)(x—1)(x—2)
l3(x) = G-0G-D3G-2) =—z(x—1)(x —2)
Stoga je

= 23 -2 —x +2.

U tocki x = % polinom poprima vrijednost pg(%) = g.

Primjer 5.1.2. Nadéi Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma za funkciju

f(x) = sin(mx) i évorove interpolacije zg = 0, 1 = %, ¥3 = 3. lzracunati

vrijednost polinoma, ocjenu pogreske i stvarnu pogresku za =z = 0.4.

Rjesenge.
Kako je
b= o) = FO) =0, y=fa)=F(5) =5 w="Fe=1(;)=1

trazeni interpolacijski polinom je

Zy” ) = () + 3ha(x) + () = 5h(x) + o(a),

gdje je prema (16)

(z —0)(

-
G-0G-

)

8

li(z) = = —182% + 9z,

NI T
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Stoga je

1 1
pa(x) = §l1($) +lh(z) = 5(—18:1:2 +9z) + 62° —

Prema (18), za = € [0,

1

2

| imamo ocjenu pogreske aproksimacije

7
r=—3z%+ —z.

2

M. M. 1 1
F(@) = pa()] < S = o) —an) (@ — )| = o (e =2 ) (2= 5

gdje je

M3 = max |f ()]
16[0,%}

Vrijedi

f/(x) = mcos(mx), f"(x)=—n?sin(rz), ["(z)= —7°cos(rx),
pa je
Ms = max |f (z)] = max | — 7° cos(mz)| = 7° cos 0 = 7°.
z€[0,1] €[0,3]

Prema tome,

@)~ pala)| < T - 1) (2= 2]

Odavde za = 0.4 imamo ocjenu pogreske

3 1 1
4) — . < —|0. 4 — — 4 — — ~ 0. .
7(04) = pa(0.4)] < 5 ‘o 4(0 4 )(0 4 2)) 0.048231985

Kako je

£(0.4) = sin(0.47) ~ 0.951056516,

6

to stvarna pogreska iznosi

£(0.4) = p5(0.4) ~ 0.951056516 — 0.92 = 0.031056516.

94
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5.2 Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Pretpostavimo da funkcija f u konacno mnogo tocaka a = x¢p < 1 < --- <
x, = b poprima vrijednosti yo = f(xo), 11 = f(z1),...,yn = f(z,). Znamo
da postoji jedinstven interpolacijski polinom stupnja najvise n koji prolazi
tockama To(xo, o), T1(x1,y1), - -, Tn(ZTn, yn). Sada éemo taj polinom traziti
u obliku

pu(T) = ap+ar (z—x0)+as(x—xg) (x—x1)+- - Han(r—x0)(x—21) - - - (T—2p_1).
Razmotrimo najprije slu¢aj n = 1. Treba naci polinom
p1(z) = ag + ar(z — xp) (19)

stupnja najvise 1 koji prolazi tockama Ty(zg,yo) 1 T1(x1,y1). Dakle, vrijedi
p1(z0) = yo 1 p1(x1) = y1 pa se uvrstavanjem u (19) dobije yo = p1(xo) = ag
iy =pi(z1) = ap + a1 (1 — ), odakle slijedi

i —a0 N — Y
1 — X ZEl—IO.

a1

Uz oznake

flzo] :=wo, flzo, 1] := ii : gyc(; (20)

polinom p; poprima oblik
pi(x) = flxo] + flzo, x1](21 — @0).
Uzmimo sada da je n = 2. Tada polinom p, trazimo u obliku
po(x) = ag + ar(x — x0) + as(x — x)(x — 1), (21)

uz uvjet da taj polinom prolazi tockama Ty (o, yo), T1(z1,y1) 1 To(x2, ys), tj.
da je pa(o) = Yo, pa(z1) = Y1 1 pa(w2) = yo. UvrStavanjem u (21) dobije
se yo = p2(z0) = ao, 1 = p2(z1) = ap + ar(x1 — x0) 1 Y2 = po(z2) =
ag + a1(x2 — xo) + as(xe — x)(r2 — z1). Odavde prema (20) slijedi

Y1 — a0 Y1 — Yo
T — o Iy —Zo

ap = flro], @ = flzo, 1],
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5. Interpolacija funkcija 96

te
a Y2 — Qo Cll(l’z - $0)
) _
(2 —wo) (2 — 1) (T2 — T0) (T2 — 71)
Y2 — Yo (Y1 — yo) (22 — w0)

(w2 — xo) (w2 — 1) (21 — @) (22 — @0)(%2 — 1)
(2 — yo)(z1 — 20) — (Y1 — yo)(22 — mo)
(w1 = o) (22 — mo) (w2 — 21)
(v2 — y1)(z1 — @0) — (Y1 — yo)(22 — 71)
(21— x0) (22 — T0) (72 — 1)
Y2—U _ Y1 — Yo
(v — @o)(z2 — 1) (21 — o) (22 — o)

Uz oznake (20) i

f[$1,372] - f[$0,371]

flova) = 2t flog, o) = T (22)

dobije se as = f[zg, 1, xs], pa polinom (21) glasi
pa(z) = flzo] + flzo, z1](x — xo) + flxo, 1, T2|(x — o) (2 — 27).
Opcenito, stavljamo
flzil =vi, 1=0,1,...,n,

azai€ NU{0} 1k e N takve da je i + k < n, uvode se oznake

flzi, Tig, o i) = flrin, 7xi;ik__f£fi’ o i) (23)
i tada se lako pokaze da je a; = flxg,z1,...,%;] zai = 1,...,n, pa interpo-

lacijski polinom p,, ima oblik

pn() = flxo)+flxo, z1](x—x0)+. . AflT0, 21, . . . TR (x—20) - - - (2—T1—1). (24)

Brojevi (23) zovu se podijeljene razlike k-tog reda funkcije f wu tockama
Tiy. ., Tivk, & s (24) dan je Newtonov oblik interpolacijskog polinoma p,.
Za ocjenu pogreske interpolacije takoder koristimo formulu (18).
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Za racunanje podijeljenih razlika prikladno je koristiti sljedecu tablicu

Z; f[xz] f[xi, 513i+1] f[%y Tit1, $i+2] f[-l"z', Lit1; Tit2, 33z‘+3]
zo | flzo]
f[x(]a xl]
xy | flza] flzo, w1, 2]
f[xh $2] f[l‘o,xb I, xa]
zy | flzo] flr1, w2, 3 :
f[$2, 333]
w3 | flos] | :

Newtonov oblik interpolacijskog polinoma je prikladniji za racunanje od
Lagrangeovog oblika interpolacijskog polinoma. Naime, u praksi cesto ne
znamo stupanj interpolacijskog polinoma koji ¢e nam dati dovoljno dobru
aproksimaciju, pa se prema potrebi stupanj polinoma povecava. Radimo
li Lagrangeovu interpolaciju, tada svako povec¢anje stupnja polinoma za-
htijeva ponovno rac¢unanje svih koeficijenata interpolacijskog polinoma. S
Newtonovom interpolacijom taj se postupak znatno pojednostavljuje. Za-
ista, kako je

Prs1(2) = pn(2) + anp1(z — 20) (0 —21) - - - (2 — 1),

jasno je da svako povecanje stupnja polinoma, odnosno dodavanje jos jedne
interpolacijske tocke x, 1, iziskuje racunanje samo jednog dodatnog koefici-
jenta a,1 = flzo, 1, ..., Tpil.

Primjer 5.2.1. Naé¢i Newtonov oblik interpolacijskog polinoma koji prolazi
tockama To(—1,7), T1(2,22), T2(4,2), T5(5,19). Izracunati vrijednost poli-
noma za r = 1.
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Rjesenge.
Prema formuli (23) ra¢unamo podijeljene razlike i upisujemo ih u tablicu

Ty f[%'] f[%', xz’+ﬂ f[ﬂ«"zw Ti41, iL‘z‘+2] f[xzv Tit1,Tit2, -Tz‘+3]

Trog — -1 f[l'o] =7
flwo,21] =5
xr1 = 2 f[:Bl] =22 f[:):o,:rl,xz] =-3
flx1,22] = =10 flzo, z1, 22, 23] = 2
ra=4 | flze] =2 flw1, 22,23 =9
flza,x3] =17

xr3 = 5 f[l’g] =19

Prema (24), Newtonov oblik interpolacijskog polinoma glasi

ps(z) = 7T+5(x+1) =3+ 1)(z—-2)+2(x+1)(x —2)(z —4)
= 223 — 132% + 122 + 34.

U tocki # = 1 polinom poprima vrijednost ps(1) = 35.
Primjer 5.2.2. Naé¢i Newtonov oblik interpolacijskog polinoma za funkciju
f(x) = Inz i ¢évorove interpolacije g = 2, 1 = 2.5, x5 = 4. Izracunati
vrijednost polinoma, ocjenu pogreske i stvarnu pogresku za x = 3.
Rjesenge.

Prema formuli (23) dobije se

; flzi] flzis Tiva] flzi, Tiy1, Tigo]
Trog = 2 f[xo] = 0.693148

flzo, z1] = 0.446286
x1 =25 | flz1] = 0.916291 flwo, 1, m2] = —0.066476 |
f[l’l, .’EQ} = 0.313335
zo=4 | flzo] = 1.386294

Prema (24), Newtonov oblik interpolacijskog polinoma glasi

po(z) = 0.693148 + 0.446286(z — 2) — 0.066476(z — 2)(z — 2.5)
—  —0.06647622 + 0.745428z — 0.531804.

U tocki z = 2.7 polinom poprima vrijednost p,(2.7) = 0.996242.
Prema (18), za « € [2,4] imamo ocjenu pogreske aproksimacije

7() = pa(e)] < 2|~ w0 — ) — )| = 2N~ 2) (o~ 25)(w — ),
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gdje je
M _ m
max [ (@)
Vrijedi
1 1 2
f/(l') — E, f”(fE) ﬁ7 f”/(x) — E,
pa je
Mg—max|m |—max‘ = —025
€[2.4] €[2,4]
Prema tome,
0.25 1
[f(@) = pa(2)] < ==& = 2)(z = 2.5)(z — 4)| = 3 |(z = 2)(z — 25)(z — 4)].

Odavde za x = 2.7 imamo ocjenu pogreske
1
|f(2.7) — pa(2.7)] < ﬂ|(2'7 —2)(2.7—-2.5)(2.7—4)| = 0.007583.

Kako je
f(2.7) =1n2.7 =~ 0.993252, py(2.7) = 0.996242,

to stvarna pogreska iznosi

f(2.7) — p2(2.7) &~ 0.993252 — 0.996242 = —0.00299.
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6 Numericke metode za rjeSavanje obic¢nih di-
ferencijalnih jednadzbi

Numericke metode za rjesavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi imaju ve-
liku vaznost u primjenama. Razlog lezi u ¢injenici da se pri rjesavanju
raznih prakti¢nih problema ¢esto pojavljuju diferencijalne jednadzbe za koje
ne mozemo napisati egzaktno rjesenje, ili je pak rjesavanje diferencijalnih
jednadzbi analitickim postupkom dugotrajno ili previse slozeno. Rjesavajuci
obi¢nu diferencijalnu jednadzbu nekom numerickom metodom, dobit ¢emo
tablicno zadanu funkciju, odnosno priblizne vrijednosti y; ~ y(x;) trazene
funkcije y = y(x) u konacno mnogo tocaka z; zadanog intervala.

U ovom poglavlju opisat ¢emo osnovne metode za numericko rjesavanje
obicnih diferencijalnih jednadzbi prvog i drugog reda.

6.1 FEulerova metoda

Diferencijalna jednadzba prvog reda je jednadzba oblika F'(z,y,y’) = 0 za
neku funkciju F. Ova jednadzba cesto se moze zapisati eksplicitno u obliku
y' = f(z,y). Za zadanu funkciju f Zelimo nadi rjesenje y = y(z), = € [a, bl
diferencijalne jednadzbe

y = f(z,y) (25)
koje za neki yy € R zadovoljava pocetni uvjet
y(a) = yo. (26)

Ovaj problem zove se Cauchyjev problem ili inicijalni problem. Uz neke pret-
postavke na funkciju f, Cauchyjev problem ima jedinstveno rjesenje.

Pri numerickom rjesavanju Cauchyjevog problema, segment [a, b] tockama
a=2xy) <z < Ty <x,=>0podijelimo na n € N jednakih dijelova duljine

h = (’_T“ Tocke x;, © = 0,...,n, nazivamo c¢vorovima, a h korakom. Uoc¢imo
ri=x9+1th, i=1...,n.
U svakom ¢voru z;, vrijednosti trazene funkcije y = y(z) aproksimiramo

vrijednostima y; do kojih dolazimo na sljedeé¢i nacin. U okolini tocke xg
funkciju y = y(x) mozemo aproksimirati linearnom funkcijom

x = y(w0) + 9 (20) (x — o) (27)
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¢iji graf je tangenta na graf funkcije y = y(x) u tocki (xg,yo). Naime, za
dovoljno glatku funkciju y = y(z) prema Taylorovoj formuli vrijedi

y"(zo + th)
2

y(x1) = y(xo + ) = y(xo) +y'(x0)h + h?

zanekit € (0, 1). Stoga za dovoljno malu vrijednost koraka h, ¢lan Mlﬂ

koji sadrzi h* mozemo zanemariti i time y(z;) aproksimirati s

y(r1) = y1 = y(xo) + ' (w0)h,

sto je vrijednost linearne funkcije (27) u tocki z;. Koeficijent smjera tangente
na graf funkcije y = y(x) je poznat i iznosi y'(xo) = f(xo, y0). Stoga je

1 = yo + f(zo,y0)h.

Y

Ye——————=—= == = —f=

Ne——————-—-=-

Yo — — — — — =

1 — — —m — — — — — ——— —

=3
IS
8

BE i

Slika 10: Eulerova metoda

Za rac¢unanje aproksimativne vrijednosti ys &~ y(x2) koristimo sada poznatu
vrijednost y;. Stavimo
Y2 = y1 + f(z1,91)h.

Postupajuci analogno, dolazimo do formule
Yir1 =Y + f(zi,yi)h, 1=0,....,n—1. (28)
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Opisani postupak nazivamo Eulerovom metodom.

Geometrijski gledano, funkciju y = y(z) zamjenjujemo po dijelovima lin-
earnom funkcijom koja prolazi tockama (x;,v;), ¢ = 0,...,n. Pritom tocke
(i, yi) 1 (Tiy1,yir1) leze na praveu ¢iji koeficijent smjera, prema (28), iznosi

Yir1 =Y _ Yi+1 — :
= f(xi, Yi 1=0,...,n—1.
p— T = [ ),

Za dovoljno malu vrijednost koraka h, ova po dijelovima linearna funkcija
daje dobru aproksimaciju trazene funkcije y = y(x) u svim tockama inter-
vala [a,b]. Medutim, ova se metoda rijetko koristi u praksi, buduéi da bi
za postizanje preciznijih rezultata korak h trebao biti jako mali. Ipak, ova
jednostavna metoda ima vazno teorijsko znacenje i stoga moze posluziti kao
uvod u razumijevanje slozenijih postupaka.

Primjer 6.1.1. Eulerovom metodom rijesiti Cauchyjev problem

y=x—vy, y(1)=04

na segmentu [1,3.4] dijeleéi ga na ¢etiri, odnosno dvanaest dijelova. Vrije-
dnosti u ¢vorovima usporediti sa stvarnim vrijednostima.
Rjesenge.

3.4-1

(a) Uzmimo n = 4. Tada je h = b_T“ = =7— = 0.6, a ¢vorovi su

ro=1, 1 =29+h =16, xo=x1+h =22, x3=20+h =28, x4=34.
Kako je f(x,y) = x — y, to je prema (28)

Yir1 = Yi + f(@i,y)h = 4 + 0.6(z; —yi), i=0,...,3.

Prema tome,

Yo = 0.4,
yi = yo+0.6(x0 —yo) = 0.4+ 0.6(1 — 0.4) = 0.76,
Y2 = y1 +0.6(x1 —y1) =

264 + 0.6(2.2 — 1.264) = 1.8256,

0.

0.76 + 0.6(1.6 — 0.76) = 1.264,

1.

1.8256 + 0.6(2.8 — 1.8256) = 2.41024.

( )
( )
ys = Y2+ 0.6(x2 — yo)
Yys = y3+06(x3—y3)

Obi¢na diferencijalna jednadzba ' = x — y je linearna i njezino egzaktno
rjeSenje uz uvjet y(1) = 0.4 je funkcija y(x) = x — 1 + 0.4e' 2.
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Dobivene aproksimacije y; unijet ¢emo u tablicu i usporediti sa stvarnim
vrijednostima y(x;) = z; — 1 + 0.4e’~%. Dobije se

01 0.4 0.4
111.6]0.76 0.819524654
21221 1.264 1.320477685 |
3128 | 1.8256 | 1.866119555
4134241024 | 2.436287181
(b) Uzmimo n = 12. Tada je h = =2 = 24-1 — (0.2, a &vorovi su

.1’0:1, l’z:I0+Zh:1+0227 221,,12

Aproksimacije y; u ¢vorovima z; racunaju se prema (28), tj.
1=0,...

Yier = Yi + [(@i,yi)h = yi + 0.2(x; — y3), , 11.

Iznosi aproksimacija i stvarnih vrijednosti prikazani su u tablici

AR y(;)
01 0.4 0.4
111.210.52 0.527492301
21141 0.656 0.668128018
31 1.6 | 0.8048 0.819524654
41 1.8 10.96384 0.979731586
512 1.131072 1.147151776
6| 2.2 | 1.3048576 1.320477685 |
7124 | 1.48388608 1.498638786
8126 | 1.667108864 | 1.680758607
91 2.8 | 1.853766867 | 1.866119555
10| 3 2.043013494 | 2.054134113
11 | 3.2 | 2.234410795 | 2.244321263
12 | 3.4 | 2.427528636 | 2.436287181

Primjer 6.1.2. Eulerovom metodom rijesiti Cauchyjev problem

y(0) =1

na segmentu [0, 1] dijeleéi ga na deset dijelova. Vrijednosti u ¢vorovima

Y =uzy,

usporediti sa stvarnim vrijednostima.
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Rjesenge.
Kako je n = 10, to duljina koraka iznosi h = I’_Ta = % = 0.1. Cvorovi su
.’1,’0:0, $z:$0+lh:1+0127 2:1,,10

Kako je f(x,y) = zy, to su prema (28) aproksimacije y; u é¢vorovima x;

Yiyr = vi + f(zi,y))h =y + 012y, i=0,....9.

Jednadzba 3y’ = xy je obicna diferencijalna jednadzba sa separiranim vari-
152 .

jablama i njezino egzaktno rjesenje uz uvjet y(0) = 1 je y(x) = ez . Iznosi

aproksimacija y; i stvarnih vrijednosti y(z;) prikazani su u tablici

L% | Y y(zi)
0]0 1 1
17011 1.005012521
210.2]1.01 1.02020134
31 0.3 | 1.0302 1.04602786
4104 | 1.061106 1.083287068
510.5 | 1.10355024 | 1.133148453 |
6| 0.6 | 1.158727752 | 1.197217363
71 0.7 ] 1.228251417 | 1.277621313
81 0.8 | 1.314229016 | 1.377127764
910.9 | 1.419358538 | 1.4993025
101 1.547100806 | 1.648721271

6.2 Runge—Kuttina metoda

Postoji ¢itav niz Runge-Kuttinih metoda za numericko rjesavanje Cauchy-
jevog problema

y/:f(xay)a y(a) =%

na segmentu [a,b]. Medu njima je najpoznatija i najvise koristena klasi¢na
Runge-Kuttina metoda ¢etvrtog reda. Vidjeli smo da se Eulerovom metodom
aproksimacija ;1 trazene funkcije y = y(x) u tocki z;,; ra¢una pomocu veé
poznate aproksimacije y; funkcije y = y(z) u tocki z; i aproksimacije f(z;,v;)
vrijednosti funkcije z — f(z,y(x)) u tocki z;. Za razliku od Eulerove metode,
klasicnom Runge-Kuttinom metodom se aproksimacija g;,; ra¢una pomocu
y; 1 aproksimacije vrijednosti funkcije x — f(z,y(x)) u cetiri tocke, gdje se
x bira unutar segmenta [z;, z;,1]. Napomenimo da je, za istu duljinu koraka,
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ova metoda puno preciznija od Eulerove metode. Metodu ¢emo samo navesti,
jer je izvod kompliciran i izlazi iz okvira ovog kolegija.

Segment [a,b] totkama a = g < 1 < 23 < -+ < x, = b podijelimo
na n jednakih dijelova duljine h = Z”T‘l Aproksimacije y; vrijednosti funkcije
y = y(x) u tockama x;, i = 1,...,n, racunamo rekurzivno. Naime, za veé

poznatu aproksimaciju y;, aproksimacija Yi+1 dobiva se pomocu formule

Yiy1 = (k’l + 2ko + 2k3 + k), (29)
gdje su
ki = hf(z, yz)
ko = hf( 2 Yi T )7
ks = hf(z 2 yYi + _)
ky = hf(z;+h,y; + ks).
Primjer 6.2.1. Runge-Kuttinom metodom rijesiti Cauchyjev problem

vy =x—y, y(l)=04
na segmentu [1, 3.4] dijeleéi ga na ¢etiri dijela. Vrijednosti u ¢vorovima uspo-
rediti s vrijednostima dobivenim Eulerovom metodom i sa stvarnim vrije-
dnostima.
Rjesenge.
Za n = 4 duljina koraka iznosi h = b;—“ = 3'44’1 = 0.6. Cvorovi su

Ty = 1, T = ZEQ+h = 16, To = ZL‘l—l—h = 22, T3 = l'2+h = 28, Ty = 34,

a flz,y) =z —y.
Zadano je yo = y(zo) = y(1) = 0.4, a aproksimacije y;11, ¢ = 0, 1,2, 3,
racunamo pomocu formule (29), gdje je

ki = hf($i,yi)_06(33i— Yi)s
ko hf(x; 27?/1 )—06(x1+03 Yi — 2)7
ks = hf(zi+ %y + ’”)—06(%—1—03 yi — 2,
ky = hf(zi+h,y; +ks) =0.6(x; + 0.6 — y; — k3).
Za it = 0 imamo
ky = O6(xo—y0)_06(1—04)—0.36
ky = 0.6(zg+0.3—yo—%)=0.6(1+0.3—0.4—23)=0.432,
ks = 0.6(zo+ 0.3 —yo—2)=0.6(1+0.3—0.4—2482)=0.4104,
ky = 0.6(xg+ 0.6 —1yo— k3)=06(1+06 0.4 — 0.4104) = 0.47376.

105



6. Numericke metode za rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi

106

Tada je

y1 = Yo+ g(ky + 2k + 2ks + ky)
— 04+ 1(0.36+20.432 + 2 0.4104 + 0.47376)
= (.81976.

Za i = 1 imamo

ki = 0.6(z1—1y)=0. 468144
ke = 0.6(z;+03—1y; — ) = 1.0154016,
ks = 0.6(x;+0.3 -1y ) =0.99166752,
ky = 0.6(z;+0.6—y — kg) = 0.530643744.
Tada je
Yo = 1 + 6(k:1 + 2Ky + 2ks + ky) = 1.320736144.

Za i = 2 imamo

ki = 0.6(xg —y2) = 0.527558313,
ky = 0.6(xe+0.3—1ys — ) = 1.098581639,
ks = 0.6(xe+ 0.3 —yy — ) = 1.085542135,
ky = 0.6(xze+ 0.6 —ys — ]{53) = 0.561895673.
Tada je
Y3 =Yz + 6(k:1 + 2ky + 2k3 + ky) = 1.866332437.

Za i = 3 imamo

ki = 0.6(x3 —y3) = 0.560200537,
ky = 0.6(x3+0.3—ys— ) = 1.144280753,
ks 0.6(x3 4+ 0.3 — y3 — ) = 1.13711685,
ky = 0.6(xz3+0.6—y;— kg) = 0.579065482.
Tada je
Ya = Y3+ = 5 (kl + 2ko + 2k3 + ky) = 2.436443041.

U primjeru 6.1.1 aproksimacije y; izracunali smo pomoc¢u Eulerove metode.

Egzakto rjesenje ovog Cauchyjevog problema je funkcija y(x) =

106
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0.4e'~®. Aproksimacije dobivene Eulerovom metodom, Runge-Kuttinom me-
todom i stvarne vrijednosti prikazane su u tablici

i | z; |y (Euler) | v; (Runge-Kutta) | y(z;)

011 0.4 0.4 0.4
1]11.6]0.76 0.81976 0.819524654
212211264 1.320736144 1.320477685 |
3128 1.8256 1.866332437 1.866119555
41341241024 2.436443041 2.436287181

Uocimo da su aproksimacije dobivene Runge-Kuttinom metodom tocnije od
aproksimacija dobivenih Eulerovom metodom.

Primjer 6.2.2. Runge-Kuttinom metodom rijesiti Cauchyjev problem

y=@-a-17+2 y0)=1
na segmentu [0, 0.4] dijele¢i ga na cetiri dijela. Vrijednosti u ¢vorovima uspo-
rediti sa stvarnim vrijednostima.
Rjesenge.

Za n = 4 duljina koraka iznosi h =

b—a 0.4-0
n

== =0.1 Cvorovi su

Ty = 0, T = (L’O—l-h = 017 To = C(]l—l-h = 02, T3 = JZ2—|—h = 03, Ty = 04,

aflr,y)=(y—z—1)2+2.
Zadano je yo = y(xo) = y(0) = 1, a aproksimacije y;4+1, ¢ = 0,1,2,3,
rac¢unamo pomoc¢u formule (29), gdje je

ky = hf(xuyz)_01((yi_$i_1>2+2)a

ky = hf(z;+ Q,yz By =01((y; + 5 — 2, — 1.05)% + 2),
ks = hf(zi+%ui+%) =01((yi + % — 2, — 1.05)* + 2),
ki = hf(x; +h, yz+k3) 0.1((ys + ks — ; — 1.1)? + 2).

Za 1 = 0 imamo
kl = O].((yo — Xy — 1)2 + 2) = 02,
ky = 0.1((yo+ % — xp — 1.05)2 + 2) = 0.20025,
ks = 0.1((yo + % — xo — 1.05)% + 2) = 0.200251251,
ke = 0.1((yo+ k:3 — x9 — 1.1)* + 2) = 0.201005031.

107



6. Numericke metode za rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi 108

Tada je

y1 = Yo+ 5k + 2ks + 2ks + ky)
1+ 1(0.2+2-0.20025 + 2 - 0.200251251 + 0.201005031)
= 1.200334589.

Za i = 1 imamo

ko= 0.1((yn — x1 — 1)? +2) = 0.201006703,
ke = 0.1((y1 + 5 — 2 —1.05)2 + 2) = 0.202275208,
ks = 0.1((y1 + %2 — 2 — 1.05)2 4 2) = 0.202294382,
ke = 0.1((p + k:g — 21 — 1.1)% 4+ 2) = 0.20410585.
Tada je
Yo =1 + 6(k1 + 2k + 2k + ky) = 1.402709878.

Za 1 = 2 imamo
ko= 0.1((y2 — a:z — 1) +2) = 0.204109129,
ky = 0.1((y2+ 8 — 25 — 1.05)2 + 2) = 0.206490492,
ks = 0.1((yo + %2 — 25— 1.05)2 4+ 2) = 0.206551302,
ke = 0.1((y2+ k3 — 25 — 1.1)? + 2) = 0.209564247.
Tada je
Ys = ya + (kl + 2Ky + 2ks + ky) = 1.609336039.

Za i = 3 imamo

kio= 0.1((ys — s - 1)2 +2) = 0.209568878,

ks = 0.1((ys+ 5 — 23— 1.05)% +2) = 0.213258372,
ks = 0.1((ys + ’“2 — 23 — 1.05) + 2) = 0.213393054,
ke = 0.1((ys + k;3 — x5 — 1.1)? + 2) = 0.217869988.

Tada je
y4——y3%-6(k1%—2k2%—2k3+—kﬁ = 1.822792992.
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Egzaktno rjesenje ovog Cauchyjevog problema je funkcija y(z) = tg x + x +
1. Aproksimacije dobivene Runge-Kuttinom metodom i stvarne vrijednosti
prikazane su u tablici

Ti | Yi y(xi)

0 1 1

0.1 | 1.200334589 | 1.200334672
0.2 | 1.402709878 | 1.402710036 |’
0.3 | 1.609336039 | 1.609336250
0.4 | 1.822792992 | 1.822793219

=W N~ O .

6.3 Metoda konacnih diferencija

Pri rjesavanju prakticnih problema cesto se javljaju diferencijalne jednadzbe
sa zadanim rubnim vrijednostima. Postoji vise metoda za rjesavanje ove vrste
problema. Mi ¢emo opisati metodu konacnih diferencija. Za zadane funkcije
fip,q : [a,b] — R treba nadi rjesenje y = y(z), z € [a,b], diferencijalne
jednadzbe drugog reda

Y+ o)y + q@)y = f(z), (30)

koje za neke ag, by, a1, by € R, takve da je a2 +b3 # 0, a? +b? # 0, zadovoljava
rubne uvjete

apy(a) +boy'(a) = co

a1y(b) + biy'(b) = e
Posebno, ako su zadane vrijednosti funkcije y = y(z) na rubovima (tj. by =
by = 0), radi se o Dirichletovom rubnom uvjetu, a ako su zadane vrijednosti
derivacije funkcije y = y(x) na rubovima (tj. ay = a3 = 0), radi se o
Neumannovom rubnom uvjetu.

Segment [a,b] tockama a = x9 < x; < 23 < --- < 1z, podijelimo na n

jednakih dijelova duljine h = b’T" Tada je

.Z'i:xo—l-’ih, 2:0,,n
Tocke 1, x9,...,x, 1 zovu se unutrasnji cvorovi, a xqo i x, rubni cvorovi.
Ideja metode je da se u svakom ¢voru diferencijalna jednadzba zamijeni odgo-

varaju¢om linearnom jednadzbom i zatim rijesi tako dobiveni sustav linearnih
jednadzbi. Rjesenje ovog numerickog problema bit ¢e konacan niz vrijednosti
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yi, i = 0,...,n, gdje su y; aproksimacije za vrijednosti y(z;). Uvedimo oz-
nake y. za aproksimacije vrijednosti y'(z;), te y! za aproksimacije vrijednosti
y'(z;), i =0,...,n.

Uocimo jedan ¢vor z;, gdje je i € {0,...,n — 1}. Pretpostavimo li da je
trazena funkcija y = y(x) dovoljno glatka, prema Taylorovoj formuli imamo

y"(z; + th)

5 h? (31)

Y(wip1) = y(@ + ) = y(a;) +y'(x:)h +

za neki t € (0,1). Ako je h mali, mozemo zanemariti ¢lan M}ﬂ

sadrzi h? i dobiti pribliznu vrijednost za y(x;y1), tj.

koji

y(ip1) ~ y(z:) +y' (x:)h,

Sto uz nase oznake daje
Yir1 = Yi + yih.
Odavde je
Y+l — Yi
Yi = g
Aproksimacija y; derivacije y'(x;) dana formulom (32) zove se aproksimacija
zdesna.
Osim aproksimacije zdesna takoder se koriste aproksimacija slijeva i cen-
tralna aproksimacija koje definiramo na sljedec¢e nacine.
Uzmimo ¢vor x;, gdje je ¢ € {1,...,n}. Ako se u formuli (31) h zamijeni
s —h, dobije se

i=0,...,n—1 (32)

y"(x; + th)

S (—hy?

y(io1) = y(z; — h) = y(;) + y'(z:)(—h) +

za neki s € (0,1). Za malu vrijednost koraka h moze se zanemariti ¢lan

(i +th .. .. ) TR .. )
%fﬂ koji sadrzi h? i dobiti priblizna vrijednost za y(z;_1), tj.

y(i1) ~ y(zi) — y'(2i)h,

Sto uz nase oznake daje
Yi1 = Yi — Yih.
Odavde je
/ Yi — Yi—1

yi= T i=1,...,n. (33)
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Aproksimacija y; derivacije y(z;) dana formulom (33) zove se aproksimacija
slijeva.

Uzmimo sada ¢vor z;, gdje jei € {1,...,n—1}. Centralnu aproksimaciju
dobijemo polazeéi od Taylorovih formula

— " ; " A th

y(xir) = ylai + h) = y(z;) + ' (z)h + 2 (253 >h2 -2 (3:6—1- )h?”
, 1! xl n xl Sh

y(xio) = y(x; — h) = y(z;) — y'(z:)h Yy (2 )hz Y 6— >h3,

(gdje su t, s € (0, 1)), koje oduzmemo i podijelimo s 2h. Dobije se

; _ i , 1 " mn
= “)th(w D ) 4 o (0" th) + 9" sh))

odnosno, zanemarimo li &lan 35 (y"” (z; + th) + y” (z; — sh))h? koji sadrzi h?,

T\~ Y(@ir1) — y(@i-1)
y (CCZ) ~ 2h ?

Sto uz nase oznake daje

y'» _ Yi+1 — Yi—1
¢ 2h ’

Aproksimacija y, derivacije y'(x;) dana formulom (34) zove se centralna apro-
ksimacija.

Za aproksimaciju y/ druge derivacije y”(x;), gdje je i € {1,...,n — 1},
polazimo od Taylorovih formula

i=1,...,n—1. (34)

y" () Yy (z; + th)

6 24
y// 7 y/// 7 y“’ z; — sh
Y1) = yls— h) = y(a) —of Geph+ L g2 - YD) g 4701 5)
2 6 24
(gdje su t,s € (0,1)), koje zbrojimo i zatim podijelimo s h2. Dobije se

(i) = ol 1) = y(z) +o/(eh+ L g L0 p,
— h3

h4

7 + i—1) — 2 i 1 v v
y(@i1) y(iQ ) - 2y(@) =y (w:) + 57 (" (@i + th) +y™ (s — sh)) 2.

Zanemarimo li €lan o (y* (x; 4+ th) + y™(z; — sh))h? koji sadrzi h? imamo

’ €T; +ylz;— -2 €Z;
() ~ Y1) y(h2 1) — 2y(@)
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odnosno S
Yit1 — 2Yi T Yi-1 .
Yl = 2 o oi=1,...,n—1. (35)
U ¢vorovima x;, i = 1,...,n — 1, diferencijalna jednadzba (30) glasi

y" (i) + p(z)y () + q(zi)y(z:) = fl2:).
Kako je y; = y(x;), v} = v/ (x;) te y! = y"(z;), gornja jednadzba daje
yi +p(z)y; +q(zd)y = f(zi), i=1,...,n—1
odnosno, prema (34) i (35),

Yitr1 — 2Yi + Yia
h2

Sredivanjem se dobije

Yi+1 — Yi—1
2h

+p(ﬂ3i) +q(xi)yi=f(xi), 1=1,...,n—1.

1 p(x) 2 1 p(x) :
<§— oh >yz’—1+<Q(5Bi)_ﬁ>yi+<ﬁ+w>yi+l = f(z:), i=1,...,n—1.
Napomenimo da smo pritom umjesto centralne aproksimacije za prvu deri-
vaciju mogli koristiti aproksimaciju zdesna ili aproksimaciju slijeva.

Rubni uvjeti u ¢vorovima zq i z,, glase

aoYo +boyy, = <o
ay, +by, = a

odnosno, prema (32) i (33) imamo

Y1 — Yo

apYo + bo n = O
yn - ynf
alyn+blTl = ¢,
tj.
bo bo
ap — — + — = ¢
( 0 h)?Jo hyl 0
by 4 < 4 by )
——UYp_ a —y,) = ¢.
h?/ 1 1 h@/ 1
Dobili smo sustav od n+1 linearnih jednadzbi s n+1 nepoznanica yg, y1, - - - , Yn-
Uvedimo oznake
b b b
Uozao——o UOI—O, wn:__l Un=a1+—1, fo=co, [o=oci,

h’ h
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tezal=1,...,n—1:

1 p(a) B 2 1 p(x)
W= gn T g W) — g vi= sty

Tada sustav linearnih jednadzbi mozemo zapisati u obliku

fi= f(iUz)

wyo +voy1 = fo
WiYi—1 + Wiy + Y1 = fi, t=1,...,n—1,
WnYn—1 + UnYn = fn

odnosno u matriénom obliku

My =f,
gdje je
w, UuUp U1 0

0 Wo Uz Vg
0 0 Ws Us

o O OO
o O O O
o O O O

M = ,
0O 0 0 0 - Up_9 Up_o 0
o o 0 o0 - Wp—1 Up—1 Up—1
i o o o o0 --- 0 W, (O
[ Yo | [ fo |
n fi
Y2 fa
y= : ; f= :
Yn—2 fn—2
Yn—1 fn—l
L Yn | fa

Ako je matrica sustava M = [m; ;] regularna, tada je rjeSenje sustava jedin-
stveno. Dovoljan (ali ne i nuzan) uvjet za regularnost matrice M jest da je
ta matrica striktno dijagonalno dominantna, tj. da vrijedi

M| + Mol + -+ Ima| + maga] - man| < magl, i=1,.00 0.
To u nasem slucaju trodijagonalne matrice M znaci

lvo| < |uol, |wn| < |unl, || +|wi| <|wl|, i=1,...,n—1.
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Primjer 6.3.1. Metodom konac¢nih diferencija rijesiti rubni problem
™ T

Y +y=uz, y(0) i3 5

na segmentu [0, 7] dijeleci ga na pet dijelova. Vrijednosti u ¢vorovima uspo-
rediti sa stvarnim vrijednostima.

Rjesenge.
Za n = 5 duljina koraka iznosi h = b;—“ = % = {5, ba su ¢vorovi
. . .
xo =0, a:i::co—l—zh:l—oz, 1=1,...,5.

Zapisemo li zadanu diferencijalnu jednadzbu u obliku (30), imamo

ple) =0, ql@)=1, fl@)=z, ze|0,7],

"2
te
s
GOZCLl:CO:l, b():bl:(), 0125—1.
Stoga je
b b b b
U0:G0—£:17 UOZ—OZO, w5:—ﬁl20, u5:a1+ﬁ1:1,
s
f0200:17 f5201:§_17
tezal=1,...,4:
1 pxy) 1 100 2 2 200
Wi=E T gy T e W) m gy =l =1
1 plxy) 1 100 T
Ui:ﬁ oh  hZ a2’ fi:f(xi):%:l—oz-
Potrebno je rijesiti sustav linearnih jednadzbi
upYo +voy1 = Jo
wiyi—1+uiyi+viyi+1 = fia 1= 1,...,71—1,
WpYn—1 + UnYn = fn
odnosno
Yo = 1
100 200 100 T .
?yifl (1_?>yi ?yiJrl = 1—01, 1=1,...,4.
7
Ys = 5—1
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Sustav se moze zapisati u obliku

200 100 m 100
(- = o=
100 200 100 s
5yt (1——>y2+—2y3 = 3
100 200 100 3T
5 Y2+ <1 — —>?/ — i)
100 200 2r 100 /7
et (- = 5 (G

pri cemu smo uvazili da je yo =1iys = 5 — 1.

Egzaktno rjesenje ovog rubnog problema je funkcija y(z) = cosx —sinz +
x. RjeSenje sustava linearnih jednadzbi i stvarne vrijednosti u zadanim ¢vo-
rovima prikazani su u tablici

Zi Yi y(@;)

0 1 1
0.31416 | 0.95735 | 0.95620
0.62832 | 0.85091 | 0.84956 |.
0.94248 | 0.72224 | 0.72125
1.25664 | 0.61507 | 0.61460
1.57080 | 0.57080 | 0.57080

T W N~ O .

Primjer 6.3.2. Metodom konac¢nih diferencija rijesiti rubni problem

T
Y +y=0, y0) =1, y<§) =0

na segmentu [0, 7] dijele¢i ga na osam dijelova. Vrijednosti u ¢vorovima
usporediti sa stvarnim vrijednostima.

Rjesenge.

Za n = 8 duljina koraka iznosi h = =% = 2= = X pa su ¢vorovi

xo =0, :c—:z:o—l—zh—ﬁz 1=1,...,8.

Zapisemo li zadanu diferencijalnu jednadzbu u obliku (30), imamo

pla) =0, qle)=1, f@)=0, we|0.7].
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te
(1,()—0,1—00—1, bo—blzcl—O
Stoga je
b b b b
UOZCL()—EO:L U()—EO:O, wS——El:O, u8—a1+ﬁl:1,

f0260:17 f8:clzo7
tezal=1,...,7:
1 pe;) 1 256 2 2 512

wz’:hg 2% _ﬁ_?, ui:q(xi)_ﬁzl_ﬁzl—?7
1 pla 1 256
et ) 1 fi= f(z;) =0.

Potrebno je rijesiti sustav linearnih jednadzbi

TR o T w

wYo +voy1 = fo
WilYi—1 + WY + 0% = fi, 1=1,...,n—1,
WnYn—1 + UnYn = fn

odnosno
Yo = 1
256 512 256
?yiq—lr(l—?)yﬂr?yiﬂ = 0, 1=1,...,7.
ys = 0.
Sustav se moze zapisati u obliku
512 256 256

(-2 )n+aw = -5
256 512 256
— Ut (1 - —2>yz+ —vy =0
T T T
256 512 256
— Y2+ <1 - —2)y3+ — Y1 = 0
T s T
256 512 256
—Yst <1 - —2>y4+ — ¥ =0
T T T
256 512 256
Yt <1 - —2>y5+ — ¥ = 0

T T

256 12 256
—Ys <1 - ?)ZJG Tty = 0

256 512

—5 Y6 <1 - —2>y7 =0
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pri ¢emu smo uvazili da je yp =11 yg = 0.
Egzaktno rjesenje ovog rubnog problema je funkcija y(x) = cos x. Rjesenje
sustava linearnih jednadzbi i stvarne vrijednosti u zadanim ¢vorovima prika-

zani su u tablici

X

Yi

y(zi)

OO UL i W N — O .

0

0.1963495
0.3926991
0.5890486
0.7853982
0.9817477
1.1780972
1.3744468
1.5707963

1

0.9812186
0.9246082
0.8323512
0.7080045
0.5563620
0.3832699
0.1954016
0

1

0.9807853
0.9238795
0.8314696

0.7071068 |’

0.5555702
0.3826834
0.1950903
0
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