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1. UvOD

Odabir matematickog modela za predvidanje ponasanja stvarnog deformabilnog tijela
pod opterecenjem temeljni je korak u inzenjerskim proracunima. Pri tome uvodimo niz
aproksimacija i idealizacija kojima se neizbjezno udaljavamo od realnog (fizikalnog)
problema pa mozemo reéi da se njegov matemati¢ki ekvivalent temelji na nuznim
pogreskama. Iz toga slijedi da stvaranje dobrog proracunskog modela ukljucuje
pojednostavljivanje realnog problema koliko god je to moguce, a da se pritom dobiju
pouzdani i jasni rezultati (Jaguljnjak Lazarevic, et al., 2024).

Vecina problema u mehanici ¢vrstih tijela rjeSavaju se unutar okvira linearne teorije
elasticnosti. Usvajanje materijalne 1 geometrijske linearizacije kontinuuma rezultira
matematickom formulacijom koju predstavlja 15 parcijalnih diferencijalnih jednadzbi: Sest
kinematickih jednadzbi, tri uvjeta ravnoteze i Sest konstitutivnih jednadzbi. Za odredeni
oblik tijela i rubne uvjete, sustav se rjeSava metodom sila, metodom pomaka ili mjeSovitim
pristupom. Ovisno o odabiru metode dobiva se rjeSenje za polja pomaka, deformacija i
naprezanja (Jaguljnjak Lazarevié, et al., 2024). S obzirom da se radi o slozenom sustavu
jednadzbi, analiti¢ko rjeSenje moze se naci samo za vrlo malo prakti¢nih problema. Ukoliko
sustav jednadzbi nema analiticko rjeSenje, problem rjeSavamo numericki pri ¢emu uvodimo
sljede¢u bitnu aproksimaciju — diskretizaciju. To nam omogucava da formuliramo linearni
sustav algebarskih jednadzbi kojeg rjeSavamo numerickim metodama.

Svaki od navedenih koraka modeliranja 1 proraduna uvodi pogreske koje mozemo
podijeliti na neizbjezne 1 pogreSke nastale zbog loSe odabranog proracunskog modela 1
uvedenih pretpostavki (Dvornik i Lazarevi¢, 2005., Jaguljnjak Lazarevic, et al., 2011.) 1z
tog razloga potrebno je dobro poznavati primjere kod kojih moZemo usporediti analiticke 1
numeriCke rezultate s eksperimentalnim ispitivanjima. Takve primjere nazivamo
benchmarkom — oglednim primjerom za provjeru proracunskih modela (Dvornik, et al.,
2020).

Ovaj rad prikazuje jedan od takvih primjera: konzolni nosa¢ optere¢en popre¢nom silom
na kraju raspona. S obzirom da se radi o linearnom problemu i stati¢ki odredenom sistemu
proracun unutarnjih sila provodi se na nedoformiranom nosacu 1 neovisan je od
geometrijskih 1 konstitutivnih jednadzbi (Jaguljnjak Lazarevi¢, et al., 2024). Analiticka
rjeSenja pomaka, deformacija i naprezanja za ovaj primjer su poznata: Euler-Bernoulli-

Navier (Simi¢, 1992.), TimoSenkova greda (Simi¢, 1992.) i rjeSenje Airyeve funkcije



naprezanja za ravninsko stanje. Odabir rjeSenja ovisi o omjeru raspona nosaca | i visine

poprecnog presjeka h.

2. POVIJESNI OGLED I TEMELJNE PRETPOSTAVKE TEORIJE
ELASTICNOSTI

Greda ili gredni nosac je konstruktivni element kojemu su popre¢ne dimenzije male u
odnosu na njegovu uzduznu dimenziju te sluzi za prenoSenje proizvoljnog opterec¢enja na
oslonce (lezajeve). Pri tome, ovisno o njezinoj namjeni, os grede moze biti ravna ili
zakrivljena, a popre¢ni presjek konstantan ili promjenjiv.

Kroz povijest, inZzenjere je zanimalo kolike moraju biti dimenzije grede kako bi ona na
sebe mogla preuzeti Zeljeni teret, odnosno optereéenje, a da pritom ne dode do velikih
deformacija ili u konac¢nici do sloma. U pocetku rjeSenje ovoga problema temeljilo se na
iskustvu steCenom postupcima pokuSaja i promasaja. Poopcenje uspjesnih rjeSenja koje bi
definiralo proceduru proracuna ve¢inom je bilo neto¢no i komplicirano zbog nedovoljnog
poznavanja mehanizma prijenosa vanjskih sila odnosno nacina na koji materijal reagira na
opterecenje.

Bilo je potrebno preko 400 godina dok se nije doslo do konacnih izraza po kojima se
opisuje savijanje grede. Pocetak analitickog pristupa savijanju grede veZe se uz razmatranja
Galilea Galileija (1564. - 1642.) i Edmea Mariottea (1620. - 1684.). Galileo je uocio da greda
upeta na jednom kraju te opterecena na slobodnom kraju, razvija pukotine na mjestu upetosti

kao $to je prikazano na donjoj slici (Slika 2-1):

propagacija
pukotine

a) Galilejeva drvena greda b) Shematski prikaz Galileovog razmatranja grede

Slika 2-1. Greda upeta na jednom kraju te opterecena na slobodnom kraju (konzola) (Granger, 1648)



Iako je opis djelovanja opterecenja na mjestu upetosti i mehanizam nastanka pukotine
bilo to¢no, tumacenje zasto do toga dolazi, odnosno vrsta i raspored unutarnjih sila bilo je
pogresno. Naime, oba znanstvenika smatrala su da se u gredi javljaju samo uzduzne vla¢ne
sile, prema Galileju jednakog intenziteta, a prema Mariotteu linearno promjenjivog s

maksimumom u to¢ki A i nulom u tocki B (Slika 2-2):

a) b)

Slika 2-2. Uzduzne vla¢ne sile na mjestu upetosti prema: a) Galileju, b) Mariotteu

Sljedeci veliki korak napravio je Svicarski znanstvenik Jacob Bernoulli (1654. - 1705.),
koji se nije bavio raspodjelom naprezanja po visini popre¢nog presjeka, ali je ustanovio da
ukoliko zadrzimo popre¢ne presjeke nosaca ravnima i okomitima na deformiranu os
grede (Slika 2-3):

poprec¢ni presjeci

deformirana os grede

Slika 2-3. Shematski prikaz osi i popre¢nih presjeka grede opterecene na savijanje

zakrivljenost osi mozemo definirati kao:

1i_M (2-1)
p E-I’

gdje su: p — polumjer zakrivljenosti, M - moment savijanja, E- Youngov modul elasti¢nosti
I [ - geometrijska karakteristika poprecnog presjeka (moment tromosti).

S obzirom da se zakrivljenost ravninske krivulje y = f(x) ra¢una prema formuli:



l - y—2 ' (2-2)

P a+y»s
u kojoj se pojavljuje osim same funkcije i njezina druga derivacija, izraz (2-1) predstavlja
diferencijalnu jednadzbu.

RjeSenje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije grede optere¢ene na savijanje zajednicki
su dali nec¢ak Jacoba Bernoullija, Daniel Bernoulli (1700. - 1782.) i Leonard Euler (1707. -
1783.). Iako je njihovo rjesenje bilo to¢no, trebalo je proéi gotovo cijelo stoljeé¢e dok se nije
krenulo primjenjivati u inZenjerstvu.

Pretpostavku da poprecni presjeci ostaju ravni i okomiti na deformiranu os nosaca
nazivamo Euler-Bernoulli-Navierova pretpostavka. Osim nje, pri izvodu diferencijalne
jednadzbe (2-1) koristi se jo$ jedna vazna pretpostavka, a to je da se nalazimo u podrucju
linearno elastiénog modela ponasanja materijala tj. Hookeovog zakona.

Robert Hook (1635. - 1703.), britanski fizi¢ar i matematicar svojim je zakonom opruge,
koji kaze da je sila proporcionalna produljenju, 1678. godine udario temelje Teorije
elasti¢nosti (TE). Zakon koji danas nazivamo Hookeovim zakonom (Hooke's law) opisuje
elasti¢nu (reverzibilnu) deformaciju tijela pod naprezanjem izazvanog optere¢enjem. Faktor
proporcionalnosti je ve¢ spomenuti Youngov modul elasti¢nosti E koji je karakteristiCan za
pojedini materijal.

Obje navedene pretpostavke oslanjaju se na temeljnu aproksimaciju mehanike kojom
realnu Cesti¢nu materiju zamjenjujemo pojmom neprekinute sredine. Zbog toga je potrebno
prije nego li uopce krenemo s prora¢unima nasih konstrukcija i postavljanja teorija, opisati
cijeli niz idealiziranih pojednostavljenja koja uvodimo jer cijelom egzaktnom znanos¢u
dominira zamisao aproksimacije (Dvornik, et al., 2020). Sve $to ¢u spomenuti u ovome radu

bazira se na jednoj vrlo vaznoj pretpostavci, a to je kontinuum.

2.1. Materijalni kontinuum

Razvojem matematike, Newtonove teorijske mehanike i ostalih grana fizike, a pogotovo
matematicke fizike, postavljene su osnovne diferencijalne jednadzbe koje su inZenjerima
uvelike pomogle opisati realne fizicke procese. Da bi to mogli bilo je potrebno uvesti pojam
materijalnog kontinuuma. Znanstvena disciplina koja razvija matematicki model prora¢una
na temelju kontinuuma naziva se mehanika kontinuuma. Kontinuum je zapravo materijalna
neprekinuta i beskonacno djeljiva sredina. Takav pristup je daleko od stvarnog, ali

omogucava primjenu postupaka matemati¢ke analize (integrali i derivacije) i promatranje
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veli¢ina u samo jednoj tocki kontinuuma. Nadalje u veéini slucajeva smatramo da je
kontinuum homogen i izotropan, odnosno da ima jednaka fizicka i mehanicka svojstva u
svim tockama te da su mu svojstva u svim smjerovima jednaka $to bi se jo§ moglo re¢i da je
kontinuum jednoli¢an (Dvornik, et al., 2020).

Medutim znamo da realna materija u stvarnosti nije takva te da diskontinuiteti i ¢esti¢nost
materije svakako postoje. Pogledajmo na sljedecim slikama primjer drva, kamena i tla kao

prirodnog materijala (Slika 2-4.) te betona i ¢elika kao industrijskog materijala (Slika 2-5.).

drvo stijena tlo

Slika 2-4. Primjeri prirodnih materijala

Drvo kao $to vidimo sadrzi vlakna, godove, kvrge i1 pukotine. Svojstva su mu bitno
razli¢ita u smjeru vlakanaca. Drvo nam je savrSen primjer anizotropnog i kompozitnog
materijala.

Stijene su nakupine jednog ili viSe minerala, njezine konacne strukturne znacajke
odredene su tektonskim procesima, dok procesi troSenja odreduju konacne fizikalno
mehanicke znacajke materijala i mase stoga su u vecini slucajeva heterogene i anizotropne
(HrZenjak, 2009). Stijena na slici 2-4. fotografirana je u podnozju Velebita (okolica
Karlobaga).

Takoder i na primjeru tla vidimo nejednoli¢nu raspodjelu materije. Tlo je skupina Cestica
razli¢itog oblika i1 veliine, ono sadrzi slojeve razli¢itog prostiranja, debljine, sastava,
osobina, Cvrstoce i stiSljivosti. Realno tlo je nelinearno elastiCan materijal s povratnim
deformacijama pri rastereCenju. Tlo ima slozenu vezu naprezanja i deformacija pa se

inzenjerski problemi u mehanici tla rjesavaju dvojako: za racunanje deformacija pri



naprezanjima pretpostavlja se da je materijal idealno elastian, a kod racunanja sloma i
stabilnosti uzima se da je materijal kruto plastican (Nonveiller, 1981). Primjer tla kao

prirodnog materijala na slici 2-4. fotografiran je na otoku Pagu.

beton Celik

Slika 2-5. Primjeri industrijskih materijala

Heterogenost betona (Slika 2-5.) vidimo na primjeru armirano betonskog stupa koji sadrzi
agregat razlicitih oblika i veli¢ina, cement i armaturu. Uz to ¢esto dolazi do nakupljanja
ve¢ih zrna na dnu oplate Sto pridonosi nejednolikoj distribuciji agregata po volumenu.
Fotografija je iz visokog prizemlja zgrade AGG fakulteta.

Celik (Slika 2-5.) u odnosu na spomenute materijale smatramo homogenim i izotropnim
na razini uzorka, no u strukturnoj resetci pravilno rasporedeni kristali tvore anizotropiju.
Prilikom tehnoloske obrade dovode se necistoce i mjehuri¢i zraka u blokove celika.

Po svemu sudeci, svi materijali oko nas ne ispunjavaju pretpostavke modela kontinuuma
no zanimljivo je da se analiticka i numericka rjesenja velikoga broja diferencijalnih
jednadzbi temeljenih na kontinuumu poklapaju sa rezultatima pokusa §to nam govori da ¢ak
ako ga pretpostavimo za izrazito diskontinuiran materijal poput Sljunka dat ¢e nam
zadovoljavajuce rezultate (Dvornik, et al., 2020).

Znanstvenu disciplinu koja se bavi razvojem proracunskih modela temeljenih na pojmu
kontinuuma nazivamo mehanikom kontinuuma. Dijelimo ju na mehaniku fluida i mehaniku
¢vrstih tijela koja obuhvaca mehaniku elasticnih tijela, mehaniku plasticnih tijela te

mehaniku visokoelasticnih tijela.



Mehanika elasti¢nih tijela obuhvaca podrucja linearne i nelinearne teorije elasti¢nosti te
probleme elasti¢ne stabilnosti. Predstavlja skup specifi¢nih zadaéa i njihovih rjesenja koja
se temelje na op¢im uvjetima ravnoteze ili gibanja, kinematickim ili geometrijskim
jednadzbama, konstitutivnim ili materijalnim jednadzbama te uvjetima kompatibilnosti ili
neprekinutosti.

U naSim razmatranjima ogranicit ¢emo se samo na zadace iz statike za koje vrijede
sljedeci uvjeti:

1. deformacije tijela (grede) su relativno male i linearno povezane s derivacijama
pomaka - to se naziva geometrijska linearnost
2. postoji linearna ovisnost izmedu elasticnih deformacija i naprezanja (Hookeov
zakon) - to se naziva materijalna linearnost.
Osim materijalne 1 geometrijske linearnosti pretpostavit ¢emo da je rije¢ o homogenom 1
izotropnom kontinuumu te da prilikom proracuna unutarnjih i vanjskih sila mozemo koristi
princip superpozicije.

Navedene pretpostavke prorac¢una nazivamo teorijom I. reda prema kojoj jednadzbe
ravnoteze mozemo postavljati na nedeformiranom sustavu jer su deformacije toliko male da
ne utjeu na tocnost proracuna vanjskih i unutarnjih sila. Teoriju prvoga reda nazivamo jos

I linearnom teorijom elasti¢nosti.

2.2. Geometrijska linearnost

Postoje dva temeljna nacina gibanja tijela: promjena polozaja tijela bez deformacija koje
nazivamo gibanje krutog tijela te promjena polozaja uz deformaciju koje nazivamo gibanje
deformabilnog tijela. Kod gibanja tijela kao krutog tijela ne dolazi do promjene udaljenosti
izmedu tocaka tijela odnosno medusobne udaljenosti i kutovi su sacuvani. Po volji odabrana

kocka unutar tijela ostaje istog oblika i dimenzija (Slika 2-6.).

R

Slika 2-6. Prikaz translacije i rotacije nepridrzanog krutog tijela




U tom slucaju gibanje tijela mozemo prikazati superpozicijom pravocrtnog i/ili
krivocrtnog translacijskog gibanja i rotacijom oko neke osi.

Kod gibanja deformabilnog tijela, translaciju i rotaciju prati pojava promjene duljine i
kuta izmedu proizvoljno odabranih duzina u tijelu. Relativne promjene duljine i/ili kuta
nazivamo duljinske i/ili kutne deformacije. Proizvoljno odabrani kvadrat tada mijenja i oblik
I dimenzije. Ovo gibanje nam je u izravnoj vezi sa silama koje nastaju unutar tijela te
primjenom modela kontinuuma novi poloZaj tijela u potpunosti je odreden vektorima
pomaka u odnosu na pocetni poloZaj. Smatramo da je na podrucju tijela definirano vektorsko

polje pomaka (Slika 2-7.):

Slika 2-7. Vektorski prikaz pomaka nepridrzanog deformabilnog tijela

Vektor pomaka i polja neke tocke mozemo prikazati razlikom dvaju uzastopnih vektora
polozaja 7 i 17, s poGetkom u ishodisu O nepomicnog koordinatnog sustava. Definiranjem
koordinatnih smjerova x, y, z vektore mozemo prikazati skalarnim komponentama pa za
vektor pomaka vrijedi:

U= ui+vj+wk

gdje su u, v i w komponente, a 7, 7 i k jedini¢ni vektori (ortovi) u praveu koordinatnih
smjerova. Vektori i komponente postaju funkcije koordinata pa mozemo pisati i u(x,y, z)
ili za prvu komponentu u(x, y, z). Opcenito, razlikujemo tri osnovna slucaja: veliki pomaci
I deformacije, veliki pomaci i male deformacija, te mali pomaci i deformacije.

U naSoj uobiCajenoj inZenjerskoj praksi zanimljivi su slucajevi kada imamo pravilno
pridrzano tijelo velike krutosti 1 opterecenje koje nije preveliko. Tada se pomaci mogu
realizirati samo kao posljedica deformacija koje su puno manji od dimenzija tijela pa su
relativne duzinske deformacije i kutovi zaokreta mali prema jedinici (Dvornik, et al., 2020).

Pri tome je deformacija jednaka derivaciji polja pomaka. Tocke pomaka mozemo razviti u



Taylorov red ako ih promatramo u bliskoj okolini (Dvornik, et al., 2020) pa tako relativna

duljinska deformacija u smjeru osi x glasi:

B ou N 1 ((’)u)z N (av)z N (6W)2
&= 5% T2 \ox ox ox

analognom derivacijom mozemo zapisati relativne duljinske deformacije u smjeru osiy iz :

(2-3)

)

gyl g,
Relativna kutna (posmi¢na) deformacija u ravnini iznosi :

Ju dJdu du du ov dv ow Jdw (2-4)
—+—+(—-—+—-—+—-—>,
dy 0x \dx dy 0dx dy 0Jx 0dy

ciklickom izmjenom indeksa dobivamo izraze i za preostale dvije kutna deformacije 2¢,, i

284y =

28,y

Prema (Kostrenci¢, 1971) drugi ¢lan u izrazima (2-3) i (2-4) jednak je kvadratu prvog
¢lana pa ako usvojimo to¢nost od 1 % (Sto je standard za tehnicke proracune) proizlazi da
odbacivanjem c¢lanova viSega reda (Clanovi u zagradi) relativna normalna deformacija
poprima vrijednost oko 1 %. S obzirom da deformacije uobicajenih konstrukcija pod
uobicajenim djelovanjem ne prelaze 1/4 te vrijednosti i mozemo koristiti temeljnu

pretpostavku linearne TE, a to je da su relativne deformacije izrazene prvom derivacijom

pomaka:
Ju ou ou (2-5)
Ex =5 ey=@, & =7
Nelinearne ¢lanove iz istoga razloga moZemo zanemariti i kod relativnih posmi¢nih
deformacija:
o SO v ow 0w o @5)
Y 9y ox’ Y2 9z 0y’ = 0x 0z

2.3. Materijalna linearnost

Materijalnu linearnost vezemo uz idealizaciju ponaSanja tijela koja opisuje vezu
naprezanja 1 deformacija. U slucaju materijalne linearnosti naprezanja i deformacije su
medusobno proporcionalne veli¢ine te vrijedi reverzibilnost, odnosno kada materijal
rasteretimo on ne pamti deformacije i vraca se u prvobitno stanje, $to i prikazuje slika 2-8.
(Dvornik, et al., 2020):



naprezanje

(0]
AQ
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£
deformacija

Slika 2-8. Graficki prikaz modela materijalne linearnosti (Hookeov zakona)

. A . . .
Nagib pravca tga = A—Zz E, nazivamo elasticnom konstantom, odnosno Youngovim

modulom elasti¢nosti koja se za pojedine materijale odreduje eksperimentalno. Izraz koji
povezuje naprezanja, deformacije i modul elasti¢nosti u formi materijalne linearnosti
nazivamo Hookeov zakon:

oc=E-¢ (2-7)

Takav model ima ogranic¢enja i vrijedi samo kod vrlo malih naprezanja i deformacija.
Nadalje, linearna zavisnost znaci da jednoj vrijednosti naprezanja odgovara samo jedna

vrijednost deformacije (Dvornik, et al., 2020).

3. TEORIJE SAVIJANJA GREDE

Kao §to je opisano u uvodu, prva sveobuhvatna teorija savijanja grede pripisana je Euleru
i Bernoulliju. Pretpostavke koje su oni uveli u proracun odnose se na pojednostavljenje
odnosa pomak—deformacije i naprezanje — deformacije te su dovele do relativno
jednostavnih proracunskih postupaka koje koristimo i danas. Za razliku od nje, TimoSenkova
teorija savijanja grede djelomi¢no uzima u obzir deplanaciju (vitoperenje) popre¢nog
presjeka odnosno utjecaj posmi¢nih naprezanja na veli¢inu progiba koje ne mozemo
zanemariti ukoliko se radi o nosacu kod kojega duljina ne predstavlja dominantnu dimenziju
u odnosu na visinu poprecnog presjeka.

Osim ove dvije teorije, koje se u praksi najces¢e upotrebljavaju, u radu ¢e biti prikazano

i rjeSenje polja pomaka dobiveno iz Airyjevom funkcijom naprezanja za ravninske zadace.
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U okviru svih rjesenja promatrat ¢emo savijanje ravne grede konstantnog poprecnog
presjeka optere¢ene okomito na os nosaca pri ¢emu se os, lezajevi te opterecenje nalaze u
istoj ravnini. Optere¢enje moze biti kontinuirano ili koncentrirano te moze biti rasporedeno

tako da izaziva Cisto savijanje na dijelovima nosaca.

3.1. Euler -Bernoulli-Navierova teorija savijanja grede

Kod izvoda diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije u okviru Euler-Bernoulli-Navierove
teorije (EBN teorija) , uvode se sljedece pretpostavke i ograni¢enja:

)] Pretpostavke o deformacijama i raspodjeli naprezanja:

1. hipoteza ravnih poprecnih presjeka - pretpostavljamo da poprecni presjeci ostaju
ravni i okomiti na progibnu liniju nosaca iz ¢ega proizlazi da je elasti¢na linija dio

kruznice,

2. sve komponente naprezanja, osim oy , jednake su nuli.

1)) Navedene pretpostavke vrijede uz sljedeca ogranicenja:
1. radi se o relativno dugim $tapovima kod koji je duljina | barem pet puta veéa od

visina poprecnog presjeka h:

[ =5h

2. maksimalni nagib tangente na elasti¢nu liniju iznosi

Amax = 0,05 —0,1rad
3. razmatramo stanje naprezanja u presjecima nosaca koji su udaljeni barem za visinu
h od oslonaca (lezajeva), pocetka ili kraja kontinuiranog opterecenja te

koncentriranog opterecenja.

Tre¢e ograniCenje ima izravne veze Sa Saint-Venantovim principom. Saint-Venantov
princip govori da ako sile koje djeluju na malom djelu povrsine elasti¢nog tijela zamijenimo
drugim, staticki ekvivalentnim sustavom sila koje djeluju na tom istom dijelu, onda ta
promjena rasporeda opterecenja izaziva bitne promjene u blizini koncentriranog optere¢enja
I oslonaca, ali ima zanemariv utjecaj na naprezanja na velikim udaljenostima u usporedbi s
linearnim dimenzijama povrSine na kojoj se sile mijenjaju. U slucaju Cistog savijanja grede

¢ije su dimenzije poprecnog presjeka male u usporedbi sa njezinom duljinom, vanjski
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moment savijanja utje¢e na raspored naprezanja samo u blizini krajeva, a nema posljedicu
na udaljenije poprecne presjeke. Takoder vrijedi i za aksijalno naprezanje, gdje u blizini
opterecenog dijela raspored naprezanja ovisi o na¢inu na koji djeluju uzduzne sile, a u
poprecnim presjecima udaljenima od krajeva, naprezanja su rasporedena jednoliko
(Timosenko i Gudier, 1962).

EBN teoriju savijanja grede izvedena je za stanje Cistog savijanja kada je moment
savijanja M,, # 0 i poprecna sila T, = 0. Ovaj slucaj imamo na primjerima proste grede

(Slika 3-1.) i grede s prepustima (Slika 3-2.) koji su optereceni sa dvije sile istog intenziteta

F(\g (\LF

a 2 b ; a
L4 L4

na istim udaljenostima od lezajeva.

®
P

Mmax=F*a=konst.

Slika 3-1. Primjer Cistog savijanja i savijanja silama

Vidimo da je popre¢na sila (Slika 3-1.) izmedu todaka 1% i 2' jednaka nuli, a moment
savijanja je konstantna vrijednost 1 u tom podrucju se javlja ¢isto savijanje. U dijelovima
izmedu oznacenih todaka A i 1' te 29 i B, popre¢na sila je razli¢ita od nule i u tom sluéaju

deSava se savijanje poprecnim silama.

12



Mmax=F*a=konst.

Slika 3-2. Greda s prepustom: primjer ¢istog savijanja i savijanje silama

Na drugom primjeru (Slika 3-2.), &isto savijanje mozemo primijetiti izmedu lezajeva A% i B!,
a na prepustima se javlja savijanje silama izmedu oznadenih to¢aka 1 i A' te BYi 2. Na

dijelovima gdje imamo cisto savijanje provest ¢emo geometrijsku i stati¢ku analizu.

3.1.1. Geometrijska analiza

Sto se ti¢e same geometrije grede rekli smo da je ona konstantnog popreénog presjeka,
ravna (nije zakrivljena) te djelovanje na nju je u istoj ravnini kao i njezina os. Pod
djelovanjem vanjskih sila dolazi do deformacija grede pri ¢emu uzduZna os prelazi u
zakrivljenu liniju koju nazivamo elasti¢na ili progibna linija (Simi¢, 1992.).

Promatramo element grede diferencijalno male duljine dx prije i poslije deformacije
(Slika 3-3.). Uzduzna vlakna na gornjoj strani deformirane grede se skracuju, a na donjoj
strani produzuju. Vlakno ozna¢eno GH ne mijenja duljinu i kaZemo da se nalazi na

neutralnom sloju nosaca.
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a) b)
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Slika 3-3. Dio nosaca: a) prije deformacije, b) poslije deformacije

Relativna promjena duljine &, uzduznog vlakna EF koje se nalazi na udaljenosti z od
neutralnog sloja dobivamo na sljedeéi nacin:
prije deformacije: AD = BC = GH = EF = dx
poslije deformacije: GH = G'H' = dx = p da
E'F = (p + 2)da.
Iz Cega slijedi da je relativna duljinska promjena:

_E'F—EF _(p+z—p)da
- EF pda

Ex
(3-1)

Ex = —*Z.
p

Po ovome zakljuujemo da se relativna duzinska deformacija mijenja linearno po visini

poprecnog presjeka te da iznosi nula u neutralnoj osi:
- 0
GH=G’H’—>sx=;=O.

Dobivenu relativnu duljinsku deformaciju povezujemo s normalnim naprezanjem preko

Hookeov zakona:
E -
o, =E-¢e=—"2z (3-2)

Iz ¢ega slijedi da su normalna naprezanja linearno rasporedena po visini poprecnog presjeka.
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3.1.2. Staticka analiza

Od unutarnjih sila pojavljuje se samo moment savijanja M,,

proizlazi:

ZMyzo
—My+ﬂ.0xsz=0
A

M, = foZ dA = konst.

Slika 3-4. Prikaz unutarnjih sila i naprezanja

Izraz (3-2) mozemo uvrstiti u izraz (3-3):

E
M, =ff—-zsz = konst.
p

A
M Eﬂ 2dA EI konst
=—|| z = —-1I, = konst.
AP o Y

= = konst.

A
1_ M,
p E-I,

pa iz uvjeta ravnoteze

(3-3)

(3-4)

Izvedeni izraz (3-4) ekvivalentan je izrazu (2-1) kojeg smo spomenuli u uvodu. Proizlazi

da je zakrivljenost elasticne linije konstantna vrijednost na podrucju gdje je M, (x)

konstantno. Integral [f, z*dA je geometrijska karakteristika popre¢nog presjeka koju

nazivamo momentom tromosti ili inercije. Umnozak E - I,, predstavlja krutost na savijanje

(fleksijska krutost). Ako s w(x) ozna¢imo vertikalnu komponentu pomaka osi nosaca tada

¢e izraz (2-2) glasiti:
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1 —w' (x) (3-5)
P 1w
(1+w(x)?)3
Za vrlo male progibe ¢lan w(x)? ée teziti 0 pa éemo ga zanemariti odnosno nazivnik poprima

vrijednost 1, stoga izraz (3-5) mozemo napisati ovako:

1 -
Z = 4w (%), (3-6)
p
Predznak ovisi 0 izboru koordinatnog sustava (Slika 3-5.):
X
+M, +M,
Q»\‘ dw
dx
My‘makszMy.ekst — w'<0

Z\

Slika 3-5. Odabrani koordinatni sustav i predznaci (Simi¢, 1992., p. str. 415.)

Prema skici nagib tangente na elasti¢nu liniju odnosno kut zaokreta jednak je prvoj derivaciji
funkcije progiba:

dw ’ (3_7)
E =w.

Za odabranu orijentaciju koordinatnog sustava i progib elasti¢ne linije koji nastaje pod

tga =a =

djelovanjem pozitivnih momenata savijanja (slika 3-5.) vidimo da je My, oxs¢r = My, mmais Sto
znaci da druga derivacija funkcije M,, (x) mora biti manja od nule. Izjednacit ¢emo izraze
(3-4) i (3-6) te dobivamo:

M, (3-8)
E-1L,

W”(X) — _

Izraz (3-8) predstavlja diferencijalnu jednadzbu progibne (elasti¢ne) linije. Dobili smo
jednadzbu drugog reda za Cije su rjeSenje potrebna dva rubna uvjeta: pomak (progib) w i kut
zaokreta a.

Vazno je ponoviti da diferencijalnu jednadzbu koju smo dobili za Cisto savijanje mozZemo
koristiti 1 za savijanje popre¢nim silama uz ograni¢enja koja smo uveli na pocetku ovog

poglavlja.
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3.1.3. Progib desne konzole prema EBN teoriji

Prikazat ¢emo analiticko rjeSenje prema EBN teoriji za nosa¢ upet na desnom Kkraju i
optere¢enog koncentriranom silom na slobodnom kraju raspona.

Staticki sustav je konzola optere¢ena u ravnini (Slika 3-6.):

Slika 3-6. Prikaz statickog sustava

S obzirom da se radi o staticki odredenom sustavu za proracun reaktivni i unutarnjih sila
dovoljne su samo jednadZbe ravnoteze. Za ravninski model to su tri jednadzbe koje
postavljamo na nedeformiranom nosacu jer je rijec o teoriji I. reda. Prvo ratunamo sumu
svih sila u smjeru osi x:

DYE =01z (3-9)

Kazemo da je izraz (3-9) identi¢ki zadovoljen (i. z.) jer je sila F okomita na os nosaca,
odnosno njezina projekcija na os X je nula.

U drugoj jednadzbi ravnoteze raunamo sumu svih sila u smjeru osi z:

2) XK, =0, (3-10)
R, =F.
Trec¢a jednadzba ravnoteze kaze da suma svih momenata oko tocke A mora biti nula:
3)XM; =0 (3-11)
My=—-F-l

Nakon $to smo proracunali reaktivne sile, slijedi proracun unutarnjih sila koje odredujemo
presijecanjem nosaca zamiSljenim ravninama u karakteristicnim tockama okomito na os
nosaca 1 prora¢unom ravnoteze za zadrZani dio.

Iz uvjeta ravnoteze zadrZanog djela nosafa proracunamo intenzitete unutarnjih sila u

karakteristicnim tockama, 1 i A §to prikazuje Tablica 3-1.
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Tablica 3-1. Intenziteti unutarnjih sila u karakteristi¢nim to¢kama konzole

N — uzduzna sila T, — poprecnassila M, — moment savijanja
(V) (V) (Nm)
N1 =0 TZ,l =-—-F My’1 =0
NA =0 TZ,A =—F My,A =—F l

Dijagrami unutarnjih sila prikazuje slika 3-7. te izgledaju ovako:

o I
o] Jo

b) T, |-F

c)MM

y

Slika 3-7. Prikaz dijagrama unutarnjih sila: a) slika polozaja, b) popre¢na sila, ¢) moment savijanja

U sljedecem koraku trazimo jednadzbu elasti¢ne linije za §to nam je potrebno poznavati

oblik i geometriju popre¢nog presjeka (Slika 3-8.)

x=0 x=|

F
My (x) @
h-ZC(C][ [] Yy K :
' v /M =F*|
= a7 e /M
z X w, (x=1)=0
f— | W, (x=1)=0

Slika 3-8. Prikaz elasti¢ne linije i popre¢nog presjeka nosaca

Vrijednost momenta savijanja na udaljenosti x duz osi nosaca glasi:

M,(x) =—-F-x (3-12)
Uvrstavajuci funkciju momenta u izraz (3-8) slijedi:
—(—F - F- _
iy =D L E-13)
E-l, E-L
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Umnozak E - I, je konstanta pa ju moZemo prebaciti na lijevu stranu jednakosti stoga izraz
(3-13) mozemo zapisati i ovako:

w'(x)-E-l,=F-x. (3-14)

Izraz (3-14) moramo integrirati dva puta kako bismo dobili funkciju progiba w(x). Nakon

prve integracije dobivamo izraz pomoc¢u kojeg ¢emo dobiti funkciju za kut zaokreta w'(x):

1 -
w%@-quzsz2+Q. (3-15)

Jo$ jednom integracijom dobivamo izraz pomocu kojeg ¢emo dobiti funkciju progiba w(x):
1 3-16
Konstante integracije C; i C, racunamo pomocu rubnih uvjeta. Na upetom kraju su progib i

kut zaokreta jednaki nuli: wy(x =1) =0, w,'(x = 1) = 0, stoga konstante integracije

iznose:
1
— __r.j]2
Ci=—5F-12
1
=—F-[3
C, 3 l
Uvrstimo li konstante integracije C; i C, u izraze (3-15) i (3-16) dobivamo sljedece:
1 1 3-17
w'(x) E-l,=zF-x*—=-F-[? (3-17)
2 2
1 1 1 3-18
wx) E-l,=—F-x>=F-1*x+2-F-3 (3-18)

6 2 3
Osim konstanti integracije u izraze za funkcije progiba i kuta zaokreta uvrstit ¢emo i moment

tromosti I, kao geometrijsku karakteristiku poprecnog presjeka. Za pravokutan poprecan

presjek jedini¢ne Sirine moment tromosti iznosi:

L 1-(2c)3 2 (3-19)
YT 712 T3
Nakon $to uvrstimo i moment tromosti, kona¢no rjeSenje za funkciju kuta zaokreta iznosi:
1/3F 3F (3-20)
T(x) — 2 2
we) =g (3 ~3at)
a konacan izraz za funkciju progiba iznosi:
1/ F 3F F (3-21)
_ 32 g2, 3
we) =g (e ¥~ gt 3+ 5l
Najveci progib ¢e biti za x = 0 1 izraz nakon sredivanja izgleda ovako:
F (3-22)

Wiax = 2EC3 &
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3.2. TimoSenkova greda

TimoSenkova greda je naziv nadopunjene ili prosirene EBN teorije savijanja. Elasti¢na
linija nosaca koja je dobivena pomoc¢u EBN teorije odnosno diferencijalne jednadzbe za
Cisto savijanje (3-8) moze se upotrijebit i kod opceg slucaja savijanja kada je omjer visine
nosaca (h) i raspona (1) relativno malen. Medutim kod kratkih i visokih greda kod kojih je
omjer h/l = 1/5 nuzno je uzeti u obzir utjecaj posmi¢nih naprezanja na veli¢inu progiba
elasticne linije.

Opcenito, zbog nejednolike raspodjele posmic¢nih naprezanja po visini presjeka, dolazi
do iskrivljenja, odnosno deplanacije popre¢noga presjeka, pri ¢emu presjeci nosaca vise ne
ostaju ravni i okomiti na elasti¢nu os nosac¢a. Prema TimoSenkovom pribliznom prora¢unu
popreéni presjeci ostaju ravni, medutim kutovi koje zatvaraju s progibnom linijom vise nisu
pravi. Promjena nagiba u odnosu na progibnu liniju odreduje se iz posmi¢ne deformacije
elementa presjeka koji je smjeSten na neutralnoj osi. Elementi na osi ostaju vertikalni i
medusobno klize, Sto uzrokuje kut nagiba tangente elasti¢ne linije uslijed smicanja, koji

odgovara kutu klizanja u tezistu presjeka (Slika 3-9.).

f!!
ecme——an
T I szdx
7H, L
t'll] \ xz
Tox
—ax o

Slika 3-9. Prikaz posmi¢nih naprezanja, (Simi¢,471.str., 1992.)

Upravo tu vrijednost kuta klizanja uvodimo kao dodatni ¢lan u izraz za progib prema
TimoSenkovoj gredi na sljedeci nacin:

_ (Tez)z=0 _ T2Sy (3-23)
yxz - - Y
G L,bG

gdje je S, staticki moment polovice presjeka s obzirom na neutralnu os, a b je Sirina
poprecnog presjeka na neutralnoj osi. U odgovaraju¢em presjeku kut nagiba tangente
elasti¢ne linije zbog smicanja je:

dw, TSy TS A (3-24)
dx 1,bG 1,bG A

Uvest ¢emo bezdimenzijski faktor:
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. SA (3-25)
k' =—,
I,b
pa sada izraz (3-24) mozemo zapisati kao:
dw, Iz (3-26)
dx  GA’

gdje je T, poprecna sila u presjeku x, G modul posmika, A povrsina popre¢nog presjeka.
Prema (3-25) k' je bezdimenzionalni koeficijent koji ovisi o obliku popre¢nog presjeka. U
naSem slucaju k' za pravokutni popre¢ni presjek iznosi:

_SyA_bh?bh12 _ (3-27)

= I,b ~ 8bh3b L>

Deriviranjem izraza (3-26) dobiva se zakrivljenost izazvana smicanjem:

d’w,  d <T2> _ k' dT, (3-28)
dx?2 " dx\GA) GA dx

Zakrivljenosti izazvanoj momentom savijanja doda se zakrivljenost izazvana smicanjem i

dobije se ovakav izraz:

d*w M L (3-29)
dx*>  El, GA dx’

d’w 1 ( EIL, dTZ)

dx*>  EI, GA dx )’

Ako je nosac cijelim rasponom opterecen kontinuiranim opterecenjem q, poprecna je sila T,
neprekinuta funkcija od x, stoga je % = —q paizraz (3-29) izgleda ovako:
d*w 1 ElL,q

dx? _E_1y<M+k GA )

(3-30)

Prvi ¢lan u zagradi u izrazu (3-30) predstavlja utjecaj momenta savijanja, a drugi ¢lan utjecaj

poprecne sile na progib.

3.2.1. Progib desne konzole prema Timosenku

Primjenu izraza (3-19) prikazat ¢emo na primjeru statickog sustava prikazanog na slici 3-6.

Unutarnje sile i geometrija popre¢noga presjeka dani su na slikama 3-7 i 3-8.

Progib zbog utjecaja poprecne sile odreduje se integriranjem jednadzbe (3-26):

T, _
w,(x) = k’G—Z x+ C;. (3-31)
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Konstantu integracije C; racunamo pomocu rubnog uvjeta. Na upetom kraju su progib i kut
zaokreta jednaki nuli.
e rubni uvjet
wy(x = I) = 0 —progib u upetom lezaju jednak je nuli

Stoga konstanta integracije C; iznosi:

_ o F _ . F (3-32)
O—kal‘F C1 = Cl_kﬁl
Uvrstavanjem izraza (3-32) u izraz (3-31) te uzimajuci u obzir izraz (3-27) i b = 1m,
imamo:
’ —F 1 F _ F (3_33)
wy(x) =k ax+k GAl—l,SGh(l x)

Ukupni progib konzole Timosenkovim pribliznim postupkom dobivamo sumirajuci izraz za
progib prema EBN teoriji (3-21) i izraz (3-33):

1/ F 3F F F (3-34)
_ - 3 2. 3 _
w(x) = G (4c3 X _4c3l x + oS l > +1,5 o (I1—x)

Izraz (3-34) predstavlja ukupan progib elasti¢ne linije nosaca prilikom djelovanja momenta
savijanja i poprecne sile.
Maksimalni progib slobodnog kraja nosaca prema ovom proracunu je veci od (3-22) i iznosi:

F -
B+15—-1 (3-35)

w0 =253 Gh

3.3. Rjesenje polja pomaka za desnu konzolu iz uvjeta ravninskog stanja naprezanja

Prema (TimosSenko i Gudier, 1962) stanje naprezanja u ravninskim problemima opisano
je Airyjevom funkcijom naprezanja @ (x, z) za koju vrijedi:
0*d 0*®  9*d (3-36)
dx* + 0x?0z% + az%
I za koju su komponente naprezanja jednake:
0%d 020 RO (3-37)
UX:?' UZ:W' Txyzrxyzm-

Rjesenje polja naprezanja dobivamo integriranjem diferencijalne jednadzbe (3-36) uz

zadovoljenje rubnih uvjeta.
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Razrada rjesenja polja pomaka iz izraza (3-36) i (3-37) za primjer desne konzole opterecene
koncentriranom silom na slobodnom kraju i pravokutnog popre¢nog presjeka jedini¢ne

Sirine (Slika 3-10.), dano je u radu (Jaguljnjak Lazarevi¢, et al., 2024).

|

Slika 3-10. Desna konzola, optereéenje i geometrija

>
I}
o
TR

p

e =

»m/ z _——

Tijek proracuna obuhvaca i raS¢lambu rjeSenja polja pomaka zato $to se rubni uvjet upetosti
moze postic¢i na dva nacina, (Tablica 3-2.):

Tablica 3-2. Dvije grupe rubnih uvjeta

. u(,0)=0 . u(,0)=0

Il w(,0)=0 Il w(,0)=0

.a) (3),.,=0 o) (3),.,=0
z=0 z=0

U oba slucaja to¢ka A ima sprijecen horizontalni i vertikalni pomak: u(l,0) = w(l,0) = 0.
Rjesenja se razlikuju prema nacinu na koji je onemogucen kut zaokreta: a) sprijecena je

rotacija elementa na osi grede ili b) sprijecena je rotacija vertikalnog elementa lezaja.

Prema prvoj grupi rubnih uvjeta dobivamo polje pomaka koje glasi:

F v-F . F _ F (I? ¢ (3-38)
u=—m-x -z—6EIy-Z +W1y-z +E<E_E>.Z
vF _ , F , F* FP (3-39)
W= 2EL, Y Y TeEL Y T 2EL Y T 3EL

1z izraza vidimo da dolazi do deplanacije poprecnog presjeka jer komponente pomaka u i w

ovise o koordinati (Slika 3-11.).
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gornji rub konzole

-0.0004 -0.0003 -0.0002 -0.0001 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004

>
>

komponenta pomaka prema (3-38) u (m)

x=3/4 raspona
x=1/2 raspona

x=1/4 raspoena

Slobodni kraj x=0 m

donji rub konzole

Slika 3-11. Prikaz deplanacije popre¢nog presjeka za a) grupu rubnih uvjeta

3

Ako promatramo samo elasti¢nu liniju z = 0, te ako za moment tromosti uvrstimo IL,=>c

wIinN

tada dobivamo izraz:

_F ., F-I +F-l3 (3-40)
WE3E Y Tage3 ¥ T 2EC3

koji je jednak izrazu (3-21) dobivenom primjenom EBN teorije.

Horizontalni pomak u je za elasti¢nu liniju jednak je nuli (u = 0).

Za drugu grupu rubnih uvjeta komponente polja pomaka glase:

7) = o VE  F FD (3-41)
O E =5k, Y P T eEL, T 26, T 2EL

v-F F F [(c? I? (3-42)
P —" A . 3_13 o — . —
w(x,z) = 2E1, X'z +6E1y (x l )+21y <G +E> (I1—x)

I ovo rjeSenje daje deplanaciju poprecnog presjeka jer komponente pomaka ovise o

koordinati z (Slika 3-12.).
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gornji rub konzole

-0,0004 -0,0003 -0,0002 -0,0001 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004

»
L

komponenta pomaka prema (3-41) u (m)

—x=3/4 raspona
x=1/2 raspona

%=1/4 raspona

Slobodni kraj x=0 m

donji rub konzole

Slika 3-12. Prikaz deplanacije popre¢nog presjeka za b grupu rubnih uvjeta

Ako promatramo samo pomak elasti¢ne osi (z = 0) i uvrstimo moment tromosti I, = 2 c3
izraz (3-42) izgleda ovako:
F 3F-1? F-13 F-c? (3-43)
,0) = x3 — - — [ —
R Y BT T G,

Dobiveni izraz isti je kao izraz (3-34) izveden za Timosenkovu gredu.
Iz usporedbe slike 3-11. i slike 3-12. vidimo da je za grupu b rubnih uvjeta dobivena veca

deplanacija popre¢noga presjeka pa ¢emo iz tog razloga u daljnjim analizama koristiti polje
naprezanja prema izrazima (3-41) i (3-42).

25



4, USPOREDBA REZULTATA

Usporedit ¢emo rjeSenja maksimalnih pomaka desne konzole koje daju proracuni prema:

EBN teoriji (3-22) , Timo$enkovom pribliznom prorac¢unu (3-35) te rjeSenju za polje pomaka

(3-41) i (3-42). Proracuni su provedeni pomoc¢u Microsoft Excela.

Proracunske materijalne karakteristike dane su u Tablica 4-1.

Tablica 4-1. Materijalne karakteristike

Cvrstoéa na
Modul ) o
B Poissonov savijanje/Dopusteno
Materijal elasti¢nosti o _
koeficijent naprezanje
(GPa)
(MPa)
Kamen” 8,5 0,35 4,3
Drvo - ¢etinari I1. Klasa 10 0,20 10
Staklo 70 0,23 27
Celik S355 210 0,30 230

Poprec¢ni presjek nosaca u svim prora¢unima bit ¢e kvadratnih dimenzija 1 X 1 m dok ¢e se

duljina nosaca varirati u vrijednostimal =1m; 1,5m; 2m; 2,5mi3 m.

“Vrijednosti za kamen preuzete su iz: Hrzenjak, et al., 2013.

Za usporedbu rezultata odabrane su to¢ke D i B koje po pojedinim teorijama daju najvece

vrijednosti, Slika 4-1.

vitoperenje poprecnog
presjeka

~

Z

Slika 4-1. Tocke s najvec¢im vrijednostima pomaka

\

nedeformirani nosac
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Za EBN i TimoSenkov proracun, koji daje vrijednosti samo za os nosaca, to je tocka B s
koordinatama (0;0), dok je za rjeSenje polja pomaka to tocka D (0; -0,5) na vlacnoj strani
nosada. Pomak tocke D je vektor d, = upi + wpk ¢&ije komponente dobivamo prema (3-41)
I (3-42). Primijetimo da istu vrijednost pomaka ima i tocka s koordinatama (0;0,5) koja se

nalazi u tlacnoj zoni.

Prikaz rjeSenja za pojedine materijalne prikazani su tabli¢no i graficki. RjeSenje za kamen

prikazuje tablica 4-2.

Tablica 4-2. RjeSenja za kamen

I/h WB,EBN Wp |d_[;| = ,uf) + w2 |?D>|/WB,EBN |d—D)|/WB,T
- (m) (m) (m) % %

1 0,000337 0,000679 0,000743 101,3 9,5
1,5 0,000759 0,001100 0,001175 45,0 6,8

2 0,001349 0,001690 0,001772 25,3 4,8
2,5 0,002108 0,002449 0,002535 16,2 3,5

3 0,003035 0,003377 0,003465 11,3 2,6

Dobivene vrijednosti u Tablica 4-2. prikazane su na Slika 4-2.

Kamen
0,004 —
()
0,003 +
1S &) —e—tocka D
S 0002 T tocka B
© ~
g L tocka B (EBN)
S 0,001 +
a
|
0,000 4 : : : I 1/h
1 1,5 2 2,5 3

Slika 4-2. Vrijednosti za kamen

Rjesenja za drvo prikazuje tablica 4-3.
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Tablica 4-3. RjeSenja za drvo

I/h Wg EBN Wg T |d_D)| = /ulz) + w2 |dD|/WB,EBN |dD|/WB,T
- (m) (m) (m) % %
1 0,000667 0,001267 0,001398 90,0 10,4
1,5 0,001500 0,002100 0,002251 40,0 7,2
2 0,002667 0,003267 0,003430 22,5 5,0
2,5 0,004167 0,004767 0,004937 14,4 3,6
3 0,006000 0,006600 0,006775 10,0 2,7
Dobivene vrijednosti u tablici 4-3. prikazane su na slici 4-3.
Drvo
0,007 +
0,006 +
E 0,005 + o
‘S 0,004 7 Iy —e—totka D
©
£ 0T tocka B
a
o 0,002 1 totka B (EBN)
0,001 +
0,000 | } t t I/h
1 1,5 2 2,5
Slika 4-3. Vrijednosti za drvo
Rjesenja za staklo prikazuje tablica 4-4.
Tablica 4-4. Rjesenja za staklo
I/h Wg EBN Wg r [d,] = ,uf, + w2 ldp | /ws 5w ldp| /g r
- (m) (m) (m) % %
1 0,000257 0,000494 0,000545 92,3 10,2
1,5 0,000579 0,000816 0,000874 41,0 71
2 0,001029 0,001266 0,001329 23,1 5,0
2,5 0,001607 0,001844 0,001910 14,8 3,6
3 0,002314 0,002552 0,002619 10,3 2,6

Dobivene vrijednosti u tablici 4-4. prikazane su na slici 4-4.
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Slika 4-4. Vrijednosti za staklo

Rjesenja za Celik prikazuje tablica 4-5.

Tablica 4-5. Rjesenja za ¢elik

pomaci (m)

0,0030 +

0,0025 +

0,0020 +

0,0015 T

0,0010 +

0,0005

Staklo

0,0000

1,5

2,5

—@—tocka D
tocka B

tocka B (EBN)

I/h

I/h

Wg EBN

Wp,T

|| = [u + w3

|d—D)|/WB,EBN

—
|dD|/WB,T

(m)

(m)

(m)

%

%

1

0,000730

0,001442

0,001583

97,5

9,8

15

0,001643

0,002355

0,002518

43,3

6,9

2

0,002921

0,003633

0,003810

24,4

4,9

2,5

0,004563

0,005275

0,005461

15,6

35

3

0,006571

0,007283

0,007474

10,8

2,6

Dobivene vrijednosti u tablici 4-5. prikazane su na slici 4-5.

Slika 4-5. Vrijednosti za ¢elik

pomaci (m)

0,008
0,007
0,006
0,005
0,004
0,003
0,002
0,001

0,000

Celik

—e—tocka D
tocka B

tocka B (EBN)

B

1,5

2,5

; I/h
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5. ZAKLJUCAK

U radu je prikazana razrada i primjena analiti¢kih rjeSenja za progib kratke konzole
opterec¢ene koncentriranom silom na slobodnom kraju. Dan je povijesni pregled razvoja
prora¢unskim modela U teoriji elasti¢nosti koji se odnose na savijanje grede. Opisani su i
izvedeni izrazi za deformaciju elasticne linije prema Euler-Bernoulli-Navier teoriji i
Timosenkovom pribliznom proracunu. Izrazi za polje pomaka izvedeni su iz ravninskog
stanja naprezanja opisanog Airyevom funkcijom. Na kraju je proveden prora¢un pomaka za
razli¢ite vrste materijala: kamen, staklo, drvo i ¢elik te razli¢ite omjere duljine nosaca i visine
poprecnog presjeka. Usporedujuéi rezultate prorac¢una maksimalnih pomaka slobodnoga
kraja kratke konzole, tablice 4-2. — 4-5. i slike 4-2. — 4-5., mozemo zakljuditi sljedece:

- bez obzira na vrstu materijala te omjera duljine i visine [/h nosaca razlike pomaka
tocke D dobivene iz rjeSenja za polje pomaka |ciD| i tocke B prema Timosenkovom
pribliznom proracunu wp 7, vrlo je mala. Za omjer [/h = 1 pomak tocke D ve¢i je
samo 9,5 — 10,4 %. Taj postotak opada s porastom omjera [/h, te za [/h = 3 iznosi
svega 2,6 — 2,7%. S obzirom na sve pretpostavke koje prate uvodenje proracunskih
modela mozemo reci da su razlike izmedu ova dva nacina proraGuna zanemarive.

- Razlika pomaka |dp| i tocke B prema EBN teoriji wgr, izrazito ovisi o omjeru
duljine i visine [/h nosaca ali ne i o vrsti materijala. Za omjer [/h = 1 pomak tocke
D ve¢i je ¢ak 90 — 101,3 % za sve vrste materijala. S porastom omjera [ /h postotak
povecanja progiba naglo opada izal/h = 3 iznosi svega 10 — 11,3 %.

- Dobiveni odnosi pomaka odgovaraju ovisnosti prikazanoj u ¢lanku Jaguljnjak
Lazarevi¢, et al., (2024), tablica 5-1. i slika 5-1.. Ovisnost je izvedena iz izraza za

proratun progba elastiéne linije desne konzole TimoSenkovim pribliznim

2
proracunom (3-35) koji je moguce izraziti i kao w = — [4 (;) +301+ v)].
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Tablica 5-1. Postotak povecanja progiba slobodnog kraja konzole zbog posmi¢ne deformacije (Jaguljnjak
Lazarevi¢, et al., (2024))

Ovisnost progiba o omjeru l/hiv
v
0,2 0,25 0,3 0,35 0,4
I/h
1 90 % 94 % 98 % 101 % 105 %
2 23 % 23 % 24 % 25 % 26 %
3 10% 10% 11% 11% 12%
4 6% 6% 6% 6% 7%
5 4% 4% 4% 4% 4%
120
100
—_ 80
&,
5 60
Bh
o
E" 40
Ay 20
0

Slika 5-1. Porast progiba zbog utjecaja posmi¢nog naprezanja (Jaguljnjak Lazarevié, et al., (2024)
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