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Predgovor

Ova knjiga pisana je prema nastavnom programu predmeta Matematika 2,
koji se izvodi na prvoj godini preddiplomskih studija rudarstva, naftnog
rudarstva i geoloskog inZenjerstva na Rudarsko-geolosko-naftnom fakultetu
SveuciliSta u Zagrebu, i namijenjena je prije svega studentima tog fakul-
teta. Primjena matematike u tehnickim i prirodoslovnim strukama zahti-
jeva poznavanje temeljnih matematickih koncepata te razumijevanje mate-
matickih nacela. Svrha ove knjige je upoznati studente s osnovnim rezul-
tatima matematicke analize i linearne algebre, nuznima za nastavak daljnje
izobrazbe i buduée djelatnosti. Za uspjesno pracenje sadrzaja ove knjige
potrebno je poznavanje osnova matri¢nog racuna te diferencijalnog racuna i
neodredenog integrala funkcija jedne realne varijable, koji se na Rudarsko-
geolosko-naftnom fakultetu izlazu u okviru predmeta Matematika 1. Pristup
izlaganju gradiva prilagoden je studentima s takvim matematickim predzna-
njem, pri ¢emu je naglasak stavljen na samo znacenje rezultata i njihovu
interpretaciju, bez izvodenja matematickih dokaza. Tekst sadrzi veliki broj
rijeSenih raznovrsnih primjera koji pridonose boljem razumijevanju i utvrdi-
vanju izlozenog gradiva.

Gradivo obuhvacéeno ovom knjigom izlozeno je u osam poglavlja. U prva
dva poglavlja obraduju se odredeni i nepravi integrali, kao prirodni nastavak
na teoriju neodredenih integrala s kojima se studenti upoznaju u Matema-
tici 1. Osnove vektorske algebre i analiticke geometrije prostora predmet su
proucavanja treceg i ¢etvrtog poglavlja. U sljede¢im se poglavljima uvode
realne funkcije viSe realnih varijabli, a zatim vektorske funkcije jedne od-
nosno vise realnih varijabli. U vezi s tim obraduju se osnovni pojmovi kao
§to su limes, neprekidnost, derivacija te integral, kao prirodne generalizacije
odgovarajuéih pojmova u sluc¢aju realnih funkcija jedne varijable. U posljed-
njem poglavlju opisuju se osnovne metode rjeSavanja obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi.

Zahvaljujem kolegi dr. sc. Dragi Spoljariéu na pomoéi pri pisanju sed-
mog i osmog poglavlja. Takoder zahvaljujem recenzentima dr. sc. Ljiljani
Arambasié¢, dr. sc. Zeljki Milin Sipus i dr. sc. Anji Vrbagki na pazljivom
¢itanju rukopisa te korisnim primjedbama i sugestijama koji su pridonijeli
poboljsanju teksta.

Zagreb, ozujak 2018.

Rajna Rajié
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1. Odredeni integral 1

1 Odredeni integral

Pojam odredenog integrala povijesno je povezan s raCunanjem povrsine rav-
ninskih likova. Arhimed! je uo¢io da se povrsina lika moze aproksimirati
zbrojem povrsina pravokutnika koje tom liku opisujemo, odnosno upisujemo.
Na toj ideji Riemann? u 19. stoljeéu zasniva pojam odredenog integrala.

1.1 Pojam odredenog integrala

Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija na segmentu [a, b], tj. neka postoje
m, M € R takvi da je

m < f(x) <M, x¢€la,b].
Segment [a, b] podijelimo na n € N dijelova tockama

a=rog<x1 < < xp_1 <z =b.

Skup A = {xg,x1,...,Tn_1, 2} nazivamo razdiobom segmenta [a, b].
Stavimo
m; = inf  f(x), M;= sup f(x), i=1,...,n
r€[zi—1,24] TE€[wi_1,73)

Na svakom segmentu [x;_1,z;] izaberemo proizvoljnu tocku t; € [x;_1, 2]
Zatim definiramo sljedece zbrojeve:

n
SA:Zmi Zg szl UA—Zf le SA—ZM le
i=1

pri ¢emu sa nazivamo dongim integralnim zbrojem, Sa gornjim integralnim
zbrojem, a oa integralnim zbrojem funkcije f.
Bududéi da je

mgngf(t,)gMng, izl,...,n,

to vrijedi

n

mZ(CEl — xi_l)

=1

— Ti— 1 <Zf — Ti— 1)
< ZMz( — Ti—1 <MZ i — Tio1)
=1

! Arhimed, 287?7-212 B.C., gréki matematicar, fiziGar i izumitelj
2G.F.B. Riemann, 1826-1866, njemacki matematicar

N
§
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odnosno
m(b—a) < sa <oa < SaA < M(b—a), (1)

i to za svaku razdiobu A segmenta [a, b]. Stoga su dobro definirani brojevi
Z, :=sup{sa : A razdioba segmenta [a, b},

Z* :=inf{Sa : A razdioba segmenta [a,b]}.

Broj Z, nazivano donjim Riemannovim integralom, a broj Z* gornjim Ri-
emannovim integralom funkcije f.

Zarazdiobu A’ segmenta [a, b] kazemo da profinjuje razdiobu A segmenta
[a,b] ako je A C A’. Lako se moze provjeriti da profinjenjem razdiobe donji
integralni zbroj raste, dok se gornji integralni zbroj smanjuje; dakle

sa < sar < Sar < Sa.

Odavde slijedi da ukoliko su A’ i A” dvije proizvoljne razdiobe segmenta
[a, b], uvijek vrijedi

sar < San, (2)
tj. svaki je donji integralni zbroj manji od svakog gornjeg integralnog zbroja.
(Naime, kako razdioba A = A’ U A” profinjuje razdiobe A’ i A”, imamo

sar < sa, Sa < Sar,

odakle zbog sa < Sa slijedi (2).)
Kao posljedicu relacije (2) imamo vezu izmedu donjeg i gornjeg Rieman-
novog integrala
I, <TI"

Kazemo da je omedena funkcija f : [a,b] — R integrabilna (u Riemannovom
smislu) na segmentu [a, b] ako je

I, =1"

Tada broj Z := Z, = I* zovemo odredenim integralom funkcije f na seg-
mentu [a, b], te piSemo

7- /abf(x)dx.

Pritom f nazivamo podintegralnom funkcijom, segment |a,b] podrucjem in-
tegracije, a x je varijabla po kojoj se integrira.
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Jasno je da za integrabilnu funkciju f vrijedi

b
on < / f(2)de < Sa, (3)

gdje je A proizvoljna razdioba segmenta [a, b].
Kriterij integrabilnosti funkcije f mozemo iskazati na sljedeéi nacin.
Omedena funkcija f je integrabilna na segmentu [a,b] ako i samo ako za
svaki € > 0 postoji razdioba A segmenta [a,b] takva da je

SA —sA < €. (4)

Vazno je napomenuti da se odredeni integral f; f(x)dx integrabilne funkcije
f moze po volji toéno aproksimirati integralnim zbrojem. Preciznije, iz (1),
(3) i (4) zaklju¢ujemo da za integrabilnu funkciju f na [a, b] postoji razdioba
A = {xg,x1,...,2,} segmenta [a,b], te tocke t; € [x;—1,z;], i = 1,...,n,
takve da vrijedi

b n
/ f(x)dx ~ Z fti) (i — zi-1).
a i=1

Bitnu klasu integrabilnih funkcija éine neprekidne funkcije; dakle svaka
neprekidna funkcija f : [a,b] — R na segmentu [a,b] je integrabilna na
[a,b]. Nadalje, ako omedena funkcija f na segmentu [a,b] ima konacan broj
prekida, onda je f integrabilna na [a,b]. Takoder, monotona funkcija f na
segmentu [a,b] je integrabilna na [a, b].

Odredeni integral f; f(x)dx definirali smo u sluc¢aju a < b. Po definiciji
stavljamo

/aaf(:c)dx —0.

Nadalje, ako je a > b, tada definiramo

/abf(a;)dx = —/baf(a;)dx.

Osnovna svojstva odredenog integrala

(a) Ako je ¢ € [a,b] i f : [a,b] — R integrabilna funkcija na [a,b], onda
je f integrabilna na |a,c] i [c,b], te vrijedi

/abf(:z)dx:/acf(x)da:+/cbf($)da:.
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(b) Ako je c € [a,b] i f : [a,b] — R integrabilna funkcija na [a,c] i [c,b],
onda je f integrabilna na |a,b], te vrijedi

/abf(x)dx:/:f(a:)da:+/cbf(x)dx.

(c) Ako su xy1,x9, 23 € [a,b] i f : [a,b] — R integrabilna funkcija na [a, b,

onda je . . .
/xlgf(:n)dx _ / f(:n)dx—i—/x:f(:n)dx

(bez obzira na poredak tocaka x1,x2,x3).

(d) Ako je f : [a,b] — R integrabilna funkcija na [a,b], onda je

/a ’ f(2)dz

(e) Ako je f : [a,b] — R integrabilna funkcija na [a,b] i k € R konstanta,
onda je

< [

b b
/ kf(x)dx:k/ f(x)dx.
(f) Ako su f,g : [a,b] — R integrabilne funkcije na [a,b], onda je
b

/ab (f(z) +g(x))dz = /ab f(x)d:v+/a g(z)dz.

(g) Ako su f,g : [a,b] — R integrabilne funkcije na [a,b], te ako je
f(z) < g(x) za svaki x € [a,b], onda je

/a ’ fla)de < / " gl

Teorem o srednjoj vrijednosti integralnog racuna
Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na [a,b]. Tada postoji ¢ € |a,b]
tako da je

b
[ f@ds = s - a).

Racunanje odredenog integrala pomocéu njegove definicije je opcenito
tesko. Medutim, u slu¢aju neprekidnih funkcija, to se ra¢unanje svodi na
poznavanje primitivne funkcije zadane funkcije. Vezu izmedu odredenog
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integrala funkcije f i njezine primitivne funkcije opisuje Osnovni teorem
infinitezimalnog ra¢una, a jedan njegov moguéi izricaj je putem Newton—
Leibnizove formule.

Newton—Leibnizova formula

Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na [a,b]. Ako je F bilo koja
primitivna funkcija od f na |a,b], onda je

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

b
Napomenimo da umjesto F(b) — F'(a) obi¢no pisemo F(x)| .

Primjer 1.1.1. Izracunati sljedeée integrale:

2 312 3 3
9 T 2 1 7
d = — = —— — = —
(a)/l TETR T3 T3 Ty
6d e
(b) —len|x] =Ine—Inl=1,
1z 1
™ z 5
(c)/2cosa:dx:sinx :sinﬁ—sinzzl—i,
us s 2 4 2
4

4
1

1
dx
(d) /0 22— arctg x

= arctg 1 — arctg 0 = T
0 4

1.2 Metoda supstitucije

Kod izra¢unavanja integrala f; f(x)dx neprekidne funkcije f ne mozemo
uvijek neposredno naéi primitivnu funkciju od f. Stoga se u slozenijim slu-
¢ajevima koriste razli¢ite metode za pronalazenje primitivne funkcije od f.
S metodom supstitucije kod neodredenog integrala upoznali smo se u Mate-
matici 1. Ovdje ju provodimo na isti na¢in, s tim da je pri svakom uvodenju
nove varijable potrebno promijeniti granice integracije. Preciznije, metoda
supstitucije provodi se ovako.

Neka je f : I — R neprekidna funkcija na otvorenom intervalu I C R.
Neka je funkcija g : J — R derivabilna na otvorenom intervalu J C R 4
funkcija g’ neprekidna na J, te neka vrijedi g(J) C I. Tada za svaki par
a, B € J, uz supstituciju x = g(t) vrijedi

9(B) B
/ f(x)dz = / Fla(0)g (1) dt.
g(a) o



1. Odredeni integral 6

Ako je g strogo monotona funkcija na J, te g(a) = a, g(8) = b, onda je

b g 1(b)
/ f(x)de = / Fg(0)g' (1) dt.
a g (a)

Primjer 1.2.1. Izracunati sljedece integrale:

3

1)/e dx t=3+lnz z=1=t=3+Inl1=3
“Ji z(B3+1Inx)

dt:%dw r=e>=>t=3+ne>=6

6 6
dt 6
= — =Inlt|]] =In6—-In3=In- =In2,
3 t 3 3
¢ cos(Inx) t=lnzx z=1=t=In1=0
2)/1 T dz = dt:%daz r=e=t=Ilne=1
1 1
= /Costdt—sint =sinl —sin0 =sin1,
0 0
t=+1—2cosx
_ 1 : ___sinad
2% sin xdx dt = 2v/I—2cosz (_2)(_ S Z‘)dl’ - \/ilil;ccg)csz
3'% VI—2cosz  |T=5=i=/1-2cosj=1
:c:%’r:Mf: 1—2(:05%”:\@

V2
=v2-1,

V2
= / dt =t
1

4 . 9 dr — t=sinx r=0=t=sin0=0
) 0 SHL- L COS TaAL = dt =cosxdr =75 =t=sing =1

2
1 1
1 1
::‘/ t2dt = =3
0 3

3_ 03 1

025(1 -0 =3,

5 t=2>-1 z=1=2t=1"-1=0

5)/ zsin?(z? — )dz = dt =2xdr z=3=t=3>-1=8
! l‘dl’:%dt

1

(ME]

1

e, 81
= - [ sin®tdt =~ [ =(1—cos(2t))dt
2 Jy 2 )y 2

1 /8 1 /8 18
= / dt — / cos(2t)dt = —t
1/, 1/, 1|,

Ls—0) = L(sin16 = sin0) = 2 — L sin16
= —(8—=0)— =(sinl6 —sin0) = 2 — = sin
4 88 S 8S y

1 8
~ 3 sin(2t)

0
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1 t=a3 r=0=t=0>=0
6)/ 1;2exsdx = dt =32%dz z=1=t=13=1
0 xzdx:%dt
1t b 1
= 3/0 eldt = ~e 0:§(el—eo):§(e—l),
t=Yr+1 r=1=t=y1+1=2
7)/8 de | Yz=t-1 r=8=t=+V8+1=3
Y)Yzl |e=(-1)°

dr = 3(t —1)2dt

3 ars 112 3,2
_ / 3(t— 1) dt:S/t 241
2 13 2 13

3 1
= 3/ <t—2+t>dt_3< t2—2t+ln|t|>
2

9 3 3
= 3<2—6—|—1n3) —3(2—4+ln2)—§+31n§7

3

2

t=234+41 2=0=t=03+1=1

2
8)/ 23+ 1dr = | dt=32%dx x=2=t=22+1=9
0 2dmzldt
1 2 517 2 3 52
= dt 77 — 7_17 —_
/xf 330 =50 1) =75

=vz2—-1 z2=1=t=+/12-1=0
> =221 z=2=t=V22-1=3
9.)/ Vel | a2=1402
1 r x=V1+t?
_ tdt
dr = 142
V3o tdt V3 g2
= : = dt
VI+tZ V14482 /0 1+ t2

V3 2y V3
:/ a+t)-1 1dt:/ -t Va
142 0 1412
V3 dt V3 V3
:/ dt_/ _
1+¢2 0 0

= \f—O) (arctg\f—aTCth) \f_g’

—arctg ¢t
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T =2sint %:sint

10) /2 de _ dr = 2costdt t = arcsin J
0

r=0=t=arcsin0=0
x:2:t:arcsin1:g

3
= / V4 —4sin?t - 2costdt
0
= 4/ \/l—sin2tcostdt:4/ cos? tdt
0 0

s

|

W
o\
[VE]
DN | =

(1 + cos(2t))dt = 2/2dt + 2/2005(2t)dt
0 0

™

ol

2
= 2t| +sin(2t) :2(g—O>+(sin7r—sin0):7r.

0

=]

1.3 Metoda parcijalne integracije

Neka su f,g : I — R derivabilne funkcije na otvorenom intervalu I C R, te
neka su f', g neprekidne na I. Tada za svaki par a,b € I vrijedi

b b
[ s@d@ = 000 - f@gte) - [ Fgw
a \ ) u
= [fl@)g@)]| - / f(x)g(x)dz.

a a

Primjer 1.3.1. Izracunati sljedeée integrale:

1.) / In xdx
1

u=Inx du:‘i—x

dv=dz v=[dx=ux = (zlnz)

= (zlnx)

€ e
—/da::elne—llnl—a:
1 1

=e—(e—1)=1.
1
U=z du = dz ! 1 v
dv=e"dz v= [e"dx =e" o _26 *
1
=e+2e 2~ (el —e?) =372
-2

— (xe”)

= let — (—2)e 2 —¢”
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o, u = 2 du = 2xdx
3.) (%) /0 v”sinzdy = dv =sinxzdx v = fsina:dx = —CcoszT
™ ™
= (—z%cosz)| + 2/ x cos zdx
0 0

s

cosT +0%cos0) +2 [ xcosxdx
0

= (-n2

s
= 7r2+2/ x cos xdx.
0

Integral foﬂ x cos xdx rijesit ¢éemo tako da ponovo primijenimo metodu par-
cijalne integracije.

(k) / rcosxdr =
0

U= du = dx
dv = coszdxr v = fcos zdr =sinz

™ ™
— / sin xdx
0 0

= (wsinm — 0sin0) + cosx

= (xsinx)

™

0
= cosm—cos0=—-1—-—1=-2.

Sada je
/ z?sinzdr = (x) = 7% + 2/ zcoszdr = (xx) = 12 +2(—2) =72 — 4.
0 0

. dx
u = arcsinz du =
V1—z?

dv =dzx U:fdaj:;];

1
4.) (%) /2 arcsinzdr =
0

2_/ zdr
0 0 \/1—$2

.1 0 0 / zdz
arcsin — — O arcsin 0 — —_—
2 0 V1—22
1

=

= xarcsinx

N

N~ N

T /2 xdr ow /2 xdr

6 o V1—2x2 12 0 \/1—1’2‘
1
Integral [ \/% rijeSit ¢emo metodom supstitucije.
rde t=vV1—-22 z=0=t=+v1-02=1

*% = =
( )/0 V1—a? dt= -2t gl 1 ()=

N[
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Dakle,

1 1
3 T 2 xzdx T
arcsinzdx = (%) = — — T — (k%)= — — 1+ .
/0 (*) 12 /0 V1= x2? () 12 2
1.4 Primjena odredenog integrala

1.4.1 Povrsina ravninskog lika omedenog krivuljama zadanim u
pravokutnim koordinatama

Neka je f : [a,b] — R omedena i nenegativna funkcija na segmentu [a, b], tj.
neka postoje m, M € R takvi da je

0<m< f(z) <M, =xzE€]lab].
Zelimo izrac¢unati povrsinu skupa
S={(z,y): a<z<b,0<y< f(z)},

omedenog grafom funkcije f, x-osi, te pravcima x = a i z = b. Skup S
nazivamo krivolinijskim trapezom, odnosno pseudotrapezom (slika 1).

(@]
S
S
sY

Slika 1: Pseudotrapez S

10



1. Odredeni integral 11

Da bismo odredili povrsinu pseudotrapeza .S, podijelit ¢emo segment
[a,b] na n € N dijelova toctkama

a=r9g<x1 < < xp_1<xTpp =b.

Oznac¢imo s S;, i = 1,...,n, pseudotrapez omeden grafom funkcije f, x-osi,
te pravcima x = x;_1 i * = x;. Tada je

S=5USU---US,,

pa je povrsina pseudotrapeza S jednaka zbroju povrsina pseudotrapeza S;,
1=1,...,n.

YA
e \y= f)
N~
S1 Sy |S3| S, S
0 a=m vy 13 21 be—ay @

Slika 2: Pseudotrapez S podijeljen na n = 5 pseudotrapeza 5;

Stavimo

m; = inf  f(x), M;= sup f(x), i=1,...,n,

z€[wi_1,24) TE€[Ti_1,24)

te nad svakim segmentom [z;_1, x;] konstruiramo pravokutnik S! visine m;,
te pravokutnik S/ visine M;, i =1,...,n.

11
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12

y |
y= flz)

Sy Sy 1S5 S/ Sy’

0 a =X X1 2 &3 Xy b= x5 E
Slika 3: Pravokutnici S/ upisani pseudotrapezu S
yﬂ
y = f(z)

Sll/ S2II S3l/ 54// 85”

0 a = x x To T3 Ty b=z ;:L'

Slika 4: Pravokutnici S opisani pseudotrapezu S

12



1. Odredeni integral 13

Povrsina P(S!) pravokutnika S/ upisanog pseudotrapezu S;, te povrsina
P(S!) pravokutnika S/ opisanog pseudotrapezu S; iznose redom

P(SZ,) :mi(xi—:zl-,l), P(SZ”) :Mi(xi_l'ifl)a 1= 1,...,n.

Zbroj povrsina svih upisanih pravokutnika jednak je donjem integralnom
zbroju funkcije f, tj.

n

Y P(S) = mi(w; — i) = sa,
i=1

i=1

dok je zbroj povrsina svih opisanih pravokutnika jednak gornjem integral-
nom zbroju funkcije f, tj.

iP(S;/) = iMz(.%Z — 33‘2;1) = SA
i=1 =1

(gdje je A = {zo,x1,...,Zn_1,2,} razdioba naseg segmenta [a,b]).

O povrsini pseudotrapeza S ima smisla govoriti samo u sluc¢aju da pos-
toji razdioba A segmenta [a, b], takva da je razlika Sa — sa zbroja povrsina
svih opisanih pravokutnika i zbroja povrSina svih upisanih pravokutnika
proizvoljno mala. Drugim rije¢ima, smisleno je govoriti o povrsini pseudo-
trapeza S samo ako za svaki € > 0 postoji razdioba A segmenta [a, b] takva
da je SA —sa < €, odnosno ako je funkcija f integrabilna na segmentu [a, b]
(v. tocka 1.1, (4)). Tada je, prema (3), sa < ff f(z)dz < Sa, pa povrsinu
P(S) pseudotrapeza S definiramo kao

b
Ha—/f@w. (5)

Pomoéu formule (5) mogu se ra¢unati povrsine slozenijih likova u ravnini.

(a) Neka su dane integrabilne funkcije f,g : [a,b] — R, takve da je
0 < g(z) < f(z) za svaki z € [a, b]. Tada se povrsina P(S) lika S omedenog
grafom funkcije f, grafom funkcije g, te pravcima x = a i = b racuna tako
da od povrsine P(S7) pseudotrapeza S; omedenog grafom funkcije f, x-osi,
te pravcima x = a i © = b oduzmemo povrsinu P(S3) pseudotrapeza S
omedenog grafom funkcije g, z-osi i praveima x = a i x = b (slike 5, 6 1 7).

13
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yA
0 =
Slika 5: Povrsina P(S) lika S
yA
S
0 a b w

Slika 6: Povrsina P(S7) pseudotrapeza S

14



1. Odredeni integral 15

<Y

Slika 7: Povrsina P(S2) pseudotrapeza So

Prema (5) imamo
b b b
P(S) = P(31)-P(82) = | fla)da— [ gla)te = [ (¢(@)-g())ds. (6)
a a a
(b) Formula (6) moze se primijeniti i na integrabilne funkcije f,g :
[a,b] — R, takve da je g(x) < f(x) za svaki z € [a,b] (bez da zahtijevamo
nenegativnost funkcije g). Naime, kako je funkcija g omedena na [a,b], to
postoji konstanta k > 0 tako da vrijedi 0 < g(x) + k za svaki = € [a,b].
Translatiramo li grafove funkcija f i g za konstantu k u pozitivhom smjeru
y-osi, povrsina P(S) lika S omedenog grafovima funkcija f i g te pravcima
x = a iz = b bit ée jednaka povrsini lika S; omedenog grafom funkcije

fi(z) = f(x)+ k, grafom funkcije gi(x) = g(x) + ki pravcimaz =aix =0
(slike 81 9).

15
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yA
0 a =:c
y=g(x)
Slika 8: Povrsina P(S) lika S
YA
|
|
|
| |
| |
: y=gi(x) |
| L .
0 a b T

Slika 9: Povrsina P(S;) lika S;

16



1. Odredeni integral 17

Nadalje, kako je 0 < g(z) + k < f(z) + k za svaki = € [a, b], odnosno
0<gi(z) < filz), x€lab],

za racunanje povrsine lika S; moze se primijeniti formula (6). Prema tome,

b
P(S)) = / (fl(az) — gl(:c))dx.

Kako je f(5)=1(x) = (/) +5) = o(o) +8) = F(o)=9(e) 1 P(S) = PIS)
slijedi

b
P(S) = / (f(z) - g(x))dz. (7)

(c) Ako se integrabilne funkcije f, g : [a,b] — R sijeku u tocki s apscisom
¢ € [a,b] 1 ako je g(z) < f(x) za svaki z € [a,c], te f(x) < g(z) za svaki
x € [c,b], onda je povrsina P(S) lika S omedenog grafovima funkcija f i g,
te pravcima x = a i x = b jednaka

O — — — — —
S
Sv

Slika 10: Povrsina P(S) lika S

17



1. Odredeni integral 18

Ako je x = f(y), tj. f je funkcija varijable y, za koju pretpostavljamo
da je integrabilna i nenegativna na segmentu [c, d], onda se povrsina P(S)
pseudotrapeza S omedenog grafom funkcije f, y-osi, te pravcima y = c i
y = d racuna po formuli

d
P(S) = / f(w)dy. (8)

Slika 11: Povrsina P(S) lika S
Opdenitije, ako su dane funkcije x = f(y) i © = ¢(y), integrabilne na
segmentu [c,d], te za koje vrijedi g(y) < f(y) za svaki y € [c,d], tada

povrsina P(S) lika S omedenog grafovima funkcija f i g, te pravcima y = ¢
iy =d iznosi

d
P(S)=/ (f(y) —9(y))dy. (9)

18



1. Odredeni integral 19

Slika 12: Povrsina P(S) lika S
Primjer 1.4.1. Izracunati povrsinu lika omedenog jednim valom sinusoide

y = sinz i osi apscisa.

Rjesenje.

y =sinx

Slika 13: Podrugcje integracije S = {(x, y): 0<z<m 0<y<sin x}

Svaki od likova S i S2 omeden je jednim poluvalom sinusoide y = sin x i osi
x (v. sliku 13). Trazena povrsina P lika S = S;US, omedenog jednim valom
sinusoide y = sinx i osi « jednaka je dvostrukoj povrsini lika .S7. Povrsinu
Py lika S; izracunat ¢emo tako da funkciju f(x) = sinz integriramo na
segmentu [0, 77]. Prema (5), povrsina iznosi

19



1. Odredeni integral 20

T

Plz/ f(ﬂi)dx:/ sinxdr = —cosxz| = —(cosm — cos0) = 2.
0 0 0

Stoga povrsina P lika S iznosi P = 2P, = 4.

Napomenimo da je povrsinu lika S pogresno racunati kao ffﬂ sin zdz.
Naime, tada bismo dobili ffﬂ sinzdx = 0, a jasno je da povrsina ne iz-
nosi nula. Nastala greska je posljedica toga sto graf funkcije y = sinz na
segmentu [—m, 0] lezi ispod osi = pa stoga f fﬂ sin xdr nema smisao povrsine.

Primjer 1.4.2. Izracunati povrsinu lika omedenog parabolom y = x2, prav-
cima x = 2, x = 3 i osi apscisa.
Rjesenje. Trazenu povrdinu izracunat éemo tako da funkciju f(z) = 22

integriramo na segmentu [2, 3] (v. sliku 14).

y A

,_.
=
<
I
8

NeJ

= N W e Loy 3

—4-3-92-10 1 2 3 4 z

Slika 14: Podru¢je integracije S = {(z,y) : 2 <2 <3,0 <y < 2?}

Prema (5), povrsina iznosi

3 3 1
P = / f(x)dx = / 22dr = 23
2 2 3

Primjer 1.4.3. Izracunati povrsinu lika omedenog krivuljom y = In x, prav-
cem r = e i osi apscisa.

3
1 19
:733_23 ——

Rjesenje.
P :/ In xdx = (v. primjer 1.3.1 (1.)) = 1.
1

20



1. Odredeni integral 21

y A

—

y=Inz

Slika 15: Podrucje integracije S = {(a:,y) 1<z <e, 0<y< lnx}

Primjer 1.4.4. Izracunati povrsinu lika omedenog krivuljom y = Inz, te
pravcimaz =11y = 1.

Rjesenje. Pravac y = 1 sijece krivulju y = Inz u tocki T'(e, 1).

Y
T
1 |
S I
|
y=Inzx |
|
|
!
0 1 e T

Slika 16: Podrucje integracije S = {(af,y) 1<z <elnz<y< 1}

Prema (6), trazena povrsina iznosi

21



1. Odredeni integral 22

P = /(1—lnx)d:c:/ daz—/ In xdx = (v. primjer 1.3.1(1.))
1 1 1
—l=(e—-1)—-1=e—2.
1

= X

Primjer 1.4.5. Izracunati povrsinu lika omedenog krivuljama y = 2%, y =
277 i pravcem x = 2.
Rjesenje. Krivulje y = 2% i y = 277 sijeku se u tocki 7'(0,1) (slika 17).

yll

Slika 17: Podrugje integracije S = {(:c,y) 0<x<2,27"<y< 2“}

Prema (6), trazena povrsina iznosi

2 2 2 1 z 2
P = /(2f2“’”)dx:/ 2%0/ <> de = —
0 0 0 2 ln2

@

B 1
0 ln§ 0

I e N ¢ O U
~ In2[, 2|, W2 W2 2 2 42
Primjer 1.4.6. Izracunati povrsinu lika omedenog pravcem y = —z + 1 i

parabolom y = —22 + 5z — 4.
Rjesenje. Nadimo tocke presjeka danih krivulja. Vrijedi

—r4+1=—-2’+bx -4 2> —6x+5=0,

pa su apscise tocaka presjeka rjesenja kvadratne jednadzbe 22 — 62+ 5 = 0,
atosuz; =1ixzg=05.0davde jey; =—-14+1=0iy;=—-5+1=—4, pa
su T1(1,0) i To(5, —4) tocke presjeka.

22



1. Odredeni integral 23

y=—a’+5x—4

Slika 18: Podrugje integracije S = {(x,y) x4+ 1<y< —a?+5r— 4}

Uocimo da se za 1 < z < 5 parabola y = —2? + 5z — 4 nalazi iznad pravca
y = —x + 1 (slika 18), pa je prema formuli (7) trazena povrsina

5 5
P = /(—x2+5x—4)daz—/ (—z + 1)dx
1 1

5 5
= /(—x2+5x—4+x—1)da::/(—:1:2+6:c—5)dx
1 1

1 5 125 1
= <—x3+3$2—5$) :<—+75—25>—<—+3—5>
3 . 3 3

32
3
Primjer 1.4.7. Izracunati povrSinu lika omedenog krivuljama y = +/z,
Yy =2 — x 1 osi apscisa.

Rjesenje. Nadimo najprije presjek krivulja y = Vx iy =2 — 2. Iz \/z =
v 2 — x kvadriranjem slijedi x = 2—x, pa je x = 1. Uo¢imo da je x = 1 zaista
rjeSenje jednadzbe /x = /2 — x, jer zadovoljava uvjete x > 012 —x > 0.
Tada je y = v/1 = 1. Dakle, krivulje se sijeku u tocki 7°(1,1) (slika 19).

23



1. Odredeni integral 24

Slika 19: Podrucje integracije S = S1 U So

Trazenu povrsinu racunamo kao zbroj dviju povrsina P; i Ps, pri ¢emu je
Py povrsina lika S7 omedenog krivuljom y = /z, pravcem z = 1 i osi z, a
P; povrsina lika S5 omedenog krivuljom y = +/2 — x, pravcem z = 1 i osi x.
Prema tome,

1 1
2 2 2
P = /ﬁdngxi
0

= Z(1-0)=2,
o 3 3

2
t=2—2 z=1=t=2-1=1
P, = /lmdx_‘dt:_dx T e,

0 1 9
= —/ \/Edt:/ Vidt = =.
1 0 3

Stoga je

2 2 4
P=P+P=-+_-=—-.
1+ 2 3 + 373
Primjer 1.4.8. Izracunati povrsinu lika omedenog parabolama y = 222,
y = 2 i pravcem y = 2z.
Rjesenje. Nadimo tocke presjeka danih krivulja. Parabole y = 222 iy = 22

sijeku se u tocki T7(0,0). Nadalje,

2wl =rer’=cerP-z=0cz(r—-1)=0,

24



1. Odredeni integral 25

pa se parabola y = 222 i pravac y = 2z sijeku u tockama T7(0,0) i To(1,2).

Kako je

=2z 22-2r=0&x(x—2)=0,

zakljuéujemo da se parabola iy = x2 i pravac y = 2 sijeku u tockama 77 (0, 0)
iT5(2,4).

Trazena povrsina je zbroj povrsine P; lika S omedenog parabolama y =
222 iy = 22 i pravcem = = 1, te povriine Py lika So omedenog parabolom
y = 22 i praveima v = 1 i y = 2z (slika 20).

1 1 1
P = / (222 — 2%)dx = / 22de = ~a3
0 0 3 o

3
2 1 2 8 1 2
P — op — 22 _(.2_13 Y VR IO I N
% /1(96 x*)dz <:): 3:):) 1 < 3> < 3) 3

pa je povrsina lika

|

Slika 20: Podrucje integracije S = S1 U So

Primjer 1.4.9. Izracunati povrsinu lika omedenog krivuljom y = In x, prav-
cimay=1iy=21o0siy.

25



1. Odredeni integral 26

Rjesenje. Povrsinu lika izracunat ¢emo tako da za varijablu integracije uz-
memo y (slika 21). Iz y = Inz slijedi = €Y. Prema (8), trazena povrsina
iznosi

2 2
P = /eydy:ey =e?—e.
1 1
yll
2
S T =ceY
1
0 1 z

Slika 21: Podru¢je integracije S = {(z,y): 1 <y <2,0 <z <e¥}

Primjer 1.4.10. Izracunati povrsinu lika omedenog parabolom 3% =4 — z
i pravcem y = —z + 2.

Rjesenje. Nadimo tocke presjeka ovih dviju krivulja. Zamjenom y = —x + 2
u jednadzbi y? = 4 — = dobivamo kvadratnu jednadzbu (—z + 2)? = 4 — =,
tj. 2 — 3z =0 ¢ija rjesenjasu xy =0ixo =3. Tadajey; = -1 +2 =21

y2 = —x2+2 = —1. Prema tome, tocke presjeka su 77 (0, 2) i 75(3, —1) (slika
22).

Trazenu povrsinu jednostavnije je izra¢unati ako za varijablu integracije
uzmemo y. Prema (9), tu povrsinu dobivamo tako da od povrsine P; lika

omedenog parabolom y? = 4—z, pravcem y = —1 i y-osi oduzmemo povrsinu
P, trokuta omedenog pravcima y = —x + 2, y = —1 i y-osi. Potrebno je jos
izraziti £ pomoéu y u jednadzbama parabole y? = 4 —x i pravca y = —x + 2.

Dakle, iz y> = 4 — z slijedi x =4 — 9%, dok iz y = —x + 2 slijedi z = 2 — 4.
Sada je

2
P = /(4—y2)dy,

-1
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1. Odredeni integral 27

2 2
P - Pl—PF/ ((4—y2>—<2—y>>dy=/1<—y2+y+2>dy

3 2 2
Y Y 8 1 1 9
( + —I—y> B < 3+ —|-> <3+2 ) 2

Slika 22: Podrugje integracije S = {(m,y) -1 <y<2,2—y<x<4-— y2}
1.4.2 Povrsina ravninskog lika omedenog krivuljama zadanim pa-
rametarskim jednadzbama

Neka je funkcija y = y(x), x € [a, b], zadana parametarskim jednadzbama
x = x(t)
, tel,
{ y=y(t)

gdje granice intervala I odredimo iz jednadzbi x(t1) = a, x(t2) = b. Pret-
postavimo da je y > 0 za svaki x € [a,b]. Za racunanje povrsine P(S)
pseudotrapeza S omedenog grafom funkcije y, x-osi, te pravcima xz = a i
x = b koristimo formulu (5). Dakle,

b
P(S):/ y(z)dz.
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1. Odredeni integral 28

Kako je funkcija zadana parametarskim jednadzbama, prelazimo na integra-
ciju po varijabli t, tj. provodimo supstituciju

x = x(t)
dex = (t)dt,

gdje @(t) oznacava derivaciju funkcije ¢t — x(t) po varijabli ¢t. Prema tome,

P(S) = /t ")) dt.

1

Primjer 1.4.11. Izracunati povrsinu lika omedenog elipsom zadanom pa-
rametarskim jednadzbama x(t) = asint, y(t) = bcost, t € [0, 27].

Rjesenje. Povrsina lika omedenog elipsom jednaka je ¢etverostrukoj povrsini
lika koji elipsa zatvara s pozitivnim smjerovima koordinatnih osi x i y (slika
23).

b

—a 0 a T

Slika 23: Lik omeden elipsom

Prema formuli (5)
P = 4/ y(z)dz.
0

Bududi da je elipsa zadana parametarskim jednadzbama, moramo prijeéi na
integraciju po varijabli ¢. Dakle,
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x=2xz(t1) =0=asint; =0=sint; =0=1t; =0,
T

=x(t2) = a = asinty = a = sinty =1 =ty = 7.

Stoga je

us

P= 4/02 y(t)i(t)dt.

Kako je #(t) = acost, imamo

™ ™ ™

P = 4/2 (t jc(t)dt:4/2 bcostacostdt:4ab/2 cos? tdt
0 0

0
= 4@()/2 %(1 + cos(2t)) = 2ab/2 (1 + cos(2t))dt
0

= 2ab/2 dt + 2ab/2 cos(2t)dt = 2abt
0 0

<

Bl

2 2
+ absin(2t)
0

= 2ab (g — 0) + ab(sinm — sin0) = abrm.

0

Primjer 1.4.12. Izrac¢unati povrsinu lika koji omeduje astroida z(t) =
acos®t, y(t) = asin®t, t € [0, 27].
Rjesenje. Povrsina lika omedenog astroidom jednaka je ¢etverostrukoj po-

vrsini lika koji astroida zatvara s pozitivnim smjerovima koordinatnih osi x
iy (slika 24).

Slika 24: Lik omeden astroidom
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Stoga je trazena povrSina jednaka

p= 4/an(x)d:c.

Prijedimo na integraciju po varijabli ¢:

™

r=x(t1)=0=acos®t; =0 =cost; =0 = cost; =0 =t; = 5
r=x(ty) =a=acos?ty =a = cos’ty =1 = costy =1 =ty = 0.
Dakle,

P41 / (Ot

2

Kako je i(t) = —3acos? tsint, slijedi
0 0
(x) P = 4/ y(t)a(t)dt = 4/ asin® t(—3a cos® tsint)dt

us

2 2
™

0 2
= —124> / sin* t cos® tdt = 12a° / sin t cos? tdt

jus
5 0
us

= 12@2/2 sin® t(1 — sin® t)dt
0

= 12@2/ sin tdt — 12@2/ sin® tdt.
0 0

Za izracunavanje integrala [ sin”td¢, n > 2, koristimo rekurzivnu for-
mulu

1 n—1
/sin” tdt = —=sin™ ' tcost + —— / sin™ 2 tdt.
n n

Dakle,

us

] n—1 [2
+ / sin” 2 tdt
n 0 n 0

_1 [3
" / sin™2 tdt.
0

2 1 ..
(xx) / sin"tdt = ——sin" "tcost
0

n

Uvrstimo li n = 6 u formulu (**) dobivamo

3 5 [%
/ sin tdt = = / sin? tdt.
0 6 Jo

Odavde slijedi
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jus jus

(x) = 1242 /2 sin tdt — 122 /2 sin® tdt
0 0

jus jus jus

5
1242 /2 sin® tdt — 1242 - /2 sin® tdt = 2a2/2 sin? tdt
0 6 0 0

3 T 3 id
wx) zan =4) =2a%- = 25111 tdt = ~a? 2sinztalt
4) =2 "1 3@
1 3
((xx) zan=2) = 2/ sin® tdt = 42/ dt
3,]2 3,7 3 >
20| =2 f—o) .
i (3 g" "

Primjer 1.4.13. Izracunati povrsinu lika omedenog jednim svodom cikloide
z(t) = a(t —sint), y(t) = a(1 — cost) i osi apscisa.

Rjesenje. Trazena povrsina lika (v. sliku 25) jednaka je

2am
P= / y(z)dz.
0

Prijedimo na integraciju po varijabli ¢ :

x:x(tl):0:>a(tlfsint1):0:>tlfsint1:():>t1:0,

x = x(ty) = 2am = alte — sinte) = 2aw = to — sinty = 27 = to = 2.

Prema tome,

Kako je &(t)

27
p- /0 y(8)i(t)dt.

= a(1 — cost), slijedi

2m 2m
P = /0 y(t)x(t)dt:/o a(l — cost)a(l — cost)dt

27 27
= a2/ (1 — cos t)2dt = a2/ (1 —2cost+ cos? t)dt
0 0

2T 2 2
= a° / dt — 2a® / costdt + a? / cos® tdt
0 0 0

= a’t

2w 27

—2a?%sint

2
1
+a? / B (1 + cos(2t))dt
0

0 0

2m 1
a*(2m — 0) — 2a?(sin(27) — sin0) + a2/ 5(1 + cos(2t))dt
0
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1 2 1 2w
= 2a’7m+ az/ dt + a2/ cos(2t)dt
2 Jo 2 Jo

) 1 ) 2 27
= 2a°m+ —a“t

1
5 + ZaQ sin(2t)

0 0

1 1
= 2a’m+ 5(12(2# —-0)+ 1a2(sin(47r) —sin0) = 3a’m.

0 2am

Slika 25: Lik omeden jednim svodom cikloide i osi apscisa

1.4.3 Polarni koordinatni sustav

Osim Kartezijevog koordinatnog sustava, u ravnini se moze uvesti i polarni
koordinatni sustav.

Neka je O évrsta tocka ravnine i o polupravac s pocetkom u tocki O. Tada
je svaka tocka T koja pripada ravnini, osim tocke O, jednoznacno odredena
s dva podatka. To su udaljenost » = d(O,T) tocke T od tocke O, te kut
¢ € [0,2m) sto ga polupravac OT zatvara s polupravcem o (v. sliku 26). Za
tocku O je r = 0, a kut nije definiran. Toc¢ku O zovemo polom, a polupravac
o polarnom osi. Uredeni par (r, ) zovemo polarnim koordinatama tocke T.
Ovako uveden koordinatni sustav u ravnini nazivamo polarnim koordinatnim
sustavom.
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Sy

Slika 26: Polarni koordinatni sustav

Slika 27: Tocke T4 (1, %), T»(2, %) i T5(3, 2F) u polarnom koordinatnom
sustavu
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata tocke

Pravokutni i polarni koordinatni sustav izaberemo tako da je pol O polarnog
sustava u ishodistu pravokutnog sustava, te da se polarna os o podudara s
pozitivnim dijelom osi apscisa.
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yﬂ

)

Slika 28: Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata tocke T’

Neka su (z,y) pravokutne, a (7, ¢) polarne koordinate tocke 7" u ravnini.
Tada je veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana jednadzbama

r=rcosp, Yy=rsingp,

odnosno

)
r=yr2+y? tgp= ot

Uocimo da jednadzba tg ¢ = £ ima dva rjesenja u intervalu [0, 27), pa je pri
odredivanju kuta ¢ potrebno voditi rac¢una o kvadrantu u kojem se nalazi
tocka T.

Jednadzba krivulje u polarnom koordinatnom sustavu

Neka je I C R. Funkcijom r = r(¢), ¢ € I, zadaje se krivulja u ravnini
u polarnom koordinatnom sustavu. Kako se toc¢ka giba po krivulji, tako se
mijenja kut ¢ i u ovisnosti o njemu mijenja se udaljenost tocke od pola.
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\j

Slika 29: Krivulja r = r(¢) u polarnom koordinatnom sustavu

Primjer 1.4.14. Nadi jednadzbu pravca y = 1 u polarnom koordinatnom
sustavu.

Rjesenje. Veza izmedu pravokutne koordinate gy i polarnih koordinata r i
¢ dana je jednadzbom y = rsin, pa jednadzba pravca y = 1 u polarnom
koordinatnom sustavu glasi rsinp = 1, tj.

, pe(0,m).

T= -
sin ¢

Primjer 1.4.15. Naéi jednadzbu kruznice 22 + 32 = 9 u polarnom koordi-

natnom sustavu.

Rjesenje. Udaljenost r tocke od pola izrazena pomodéu pravokutnih koordi-
nata tocke je r = \/x2 + y2, pa je za tocke koje leze na zadanoj kruznici
r = 3. Uo¢imo da u ovom primjeru r ne ovisi o varijabli ¢.

Primjer 1.4.16. Nadi jednadzbu kruznice z* + (y — $)? = “742 (@ >0)u
polarnom sustavu.

Rjesenje. Ovdje se radi o kruznici polumjera § sa sredistem u tocki S(0, §).
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[NRRS]

Slika 30: Kruznica x2 4 (y — %)2 = a

Polarnu jednadzbu dobit ¢emo koristeéi veze x = rcos p i y = rsin ¢ izmedu

pravokutnih i polarnih koordinata. Dakle, uvrstimo li x i y izrazene pomocu
2

7 i ¢ u jednadzbu kruznice 22 + (y — %)* = % dobijemo

2
(rcosp)? + <Tsingo - %) =L
odakle slijedi

2 2
2 o2 2 52 . a _a

recos“p+risin‘p—arsmp + — = —,
4 4

2

odnosno r“—ar sin ¢ = 0. Podijelimo li ovu jednadzbu s r dobije se jednadzba

kruznice u polarnim koordinatama

r=asing, ¢ €[0,7].

1.4.4 Povrsina ravninskog lika omedenog krivuljama zadanim u
polarnim koordinatama

Neka je r = r(¢), ¢ € [a, 5], jednadzba krivulje zadane u polarnim koor-
dinatama, pri ¢emu je 7 integrabilna funkcija na segmentu [, §]. Zanima
nas povrsina P(S) lika S omedenog lukom krivulje r = r(¢) i polupravcima
p=aip=7.
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a

Y

Slika 31: Lik S omeden s r =7r(p), p =aip =0

Da bismo odredili povrsinu lika S, podijelit ¢emo segment [o, f] nan € N
dijelova tockama

a=p)<p1 < <1< pp=p.

Oznac¢imo s S;, i = 1,...,n, lik omeden lukom krivulje r = r(y¢) i poluprav-
cima ¢ = @;—1 1 ¢ = ;. Tada je povrSina lika S jednaka zbroju povrsina
likova S;, i =1,...,n (slika 32).

Stavimo
m; = inf  r(p), M;= sup r(p), i=1,...,n.
SOE[SOFL%‘] 506[901'717‘?1']
Zatim za svaki ¢ = 1,...,n konstruiramo kruzni isje¢ak S/ polumjera m; i

kuta ¢; — ;1 (slika 33), te kruzni isjecak S}’ polumjera M; i kuta ¢; — ;1
(slika 34).
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1 P25 g

\

@)

Slika 32: Lik S podijeljen na n = 4 lika S;

Slika 33: Kruzni isjecak S, upisan liku S;
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Slika 34: Kruzni isjecak S/ opisan liku S;

Povrsina P(S}) kruznog isjecka S; upisanog liku S; iznosi
! 1 2
P(5;) = oM (pi — pi-1),
dok povrsina P(S!) kruznog isjecka S/ opisanog liku S; iznosi
! 1 2
P(S;) = §Mi (pi — pi-1).
Zbroj povrsina svih upisanih kruznih isjecaka jednak je

n

> P(S)) = %Zm?(% —i-1),
=1

i=1

a to je donji integralni zbroj sa funkcije ¢ — %7’2((,0) koji odgovara razdiobi
A = {0, L1, +sYn—1,¢n}- Zbroj povrsina svih opisanih kruznih isjecaka
jednak je

ZP(S;/) = % Z Mz2(% - 901'71)’
=1 i=1

a to je gornji integralni zbroj Sa funkcije ¢ — %r2(<,o) koji odgovara istoj
razdiobi A.
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O povrsini lika S ima smisla govoriti samo u slu¢aju da postoji razdioba
A segmenta [«, (], takva da je razlika Sa —sa zbroja povrsina svih opisanih
kruznih isjecaka i zbroja povrsina svih upisanih kruznih isjecaka proizvoljno

mala, odnosno ako je ¢ — 3r?(p) integrabilna funkcija na [, 8]. Kako

je tada, prema (3), sa < %ff r2(¢)dp < Sa, to povrsinu P(S) lika S
definiramo kao

B
P(S) =+ / () de. (10)

Opdenitije, neka su dane dvije krivulje r = r1(p), r = 12(¢) koje su
integrabilne na segmentu [a, ], te takve da je r1(p) < ra(yp) za svaki ¢ €
[a, B] (slika 35).

SH

Slika 35: Lik S omeden s r =ri(p), r =12(p), p =a i@ =4

Tada se povrsina P(S) lika S omedenog krivuljama r = ri(p), r = r2(y),
te polupravcima ¢ = a1 ¢ = 3 dobije tako da od povrsine P(S2) lika S
omedenog krivuljom r = r9(p) i polupravcima ¢ = a i ¢ =  oduzmemo
povrsinu P(S7) lika S omedenog krivuljom r = r1(¢) i polupravcima ¢ = «
i p = (. Prema (10) vrijedi

B B
P(S) = P(S2)~ P(S) = 5 [ rh(ode—; [ rie)de,
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odnosno

B
P(S) =3 [ (30) ~ri(0)de.

Primjer 1.4.17. Izracunati povrsinu lika omedenog kardioidom r(p) =
a(l — cos ).
Rjesenje. Trazena povrSina lika jednaka je

1 2 ) 1 2m ) )
P = - r“(@)de = = a“(1 — cosp)“dy
2Jo 2 Jo

3
= (v. primjer 1.4.13) = 5 a’m.

\j

2a @) o

Slika 36: Kardioida r(p) = a(1 — cos @)

Primjer 1.4.18. Izracunati povrsinu lika omedenog Bernoullijevom lemni-
2 cos(2¢p).

Rjesenje. Trazena povrsina jednaka je Cetverostrukoj povrsini dijela lika koji
lezi u prvom kvadrantu (slika 37).

1[5, i, 5 1 .
P = 4.- r“(p)dp = 2 a” cos(2¢)dy = 2a -55111(290)
0 0

skatom 72(p) = a

I
2

= a® (sing — sinO) = a’.

0
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QY

2

Slika 37: Bernoullijeva lemniskata 72(¢) = a? cos(2¢)

Primjer 1.4.19. Izrac¢unati povrsinu lika koji je omeden krivuljom r(y) =
asin(3¢p).

Rjesenje. Trazena povrsina jednaka je trostrukoj povrsini dijela lika koji lezi
u prvom kvadrantu (slika 38).

Slika 38: Ruza s tri latice 7(¢) = asin(3¢p)
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1.4.5

3 2 s z
= a2/3 (1 — cos(6y))dp = a2/5 dy a /d cos(6p)dp
2 Jo 4 Jo 4 Jo
3,05 3,1 i
= ZCLZQOO vk gsin(&p)o
= §a2 (E - 0> - 1a (sin(27) —sin0) = ~ a’r
4 3 8

Duljina luka krivulje zadane u pravokutnim koordinatama

Neka je dana funkcija y = y(z) koja ima neprekidnu prvu derivaciju na
[a,b]. Zelimo izrac¢unati duljinu [ luka krivulje koji spaja tocke A(a,y(a)) i
B(b,y(b)). Segment [a, b] podijelimo na n € N dijelova tockama

a=x0 <21 <+ < Tp_1<xp=>o

Zatim povucemo poligonalnu liniju koja spaja tocke T;(z;, y(z;)), 1 = 0,...,n,
koje leze na na3oj krivulji (slika 39).

A
Y

Slika 39: Poligonalna linija koja spaja tocke Ty, ..., Ty na krivulji y = y(z)
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Za svaki ¢ = 1,...,n udaljenost tocaka T;_; i T; jednaka je

d(Ti_1,T;) = \/(xi — 1) + (y(z:) — y(xim1))®

- (B

Prema Lagrangeovom teoremu o srednjoj vrijednosti, za svaki i = 1,...,n
postoji t; € (z;_1,x;) tako da je

M2 =) (),

Stoga je

d(ﬂ—lvﬂ) =V 1+ y/(tz)z(xl - wi—1)> 1= 17 sy T

Ako je razdioba A = {xg,x1,...,2n-1,2,} dovoljno fina, onda se duljina
[ luka krivulje moze dobro aproksimirati duljinom poligonalne linije kroz
tocke A =Ty, T1,...,T,—1,T, = B koja iznosi

n

Y AT, T) = Z\/l + 1/ (:)* (@i — i) (11)

i=1

Uocimo da je (11) integralni zbroj oa (integrabilne) funkcije x> /1 + 3/ (z)?
koji odgovara razdiobi A. Stoga je duljinu ! luka krivulje smisleno definirati

kao
l= /b V1+9y(x)%de. (12)

Primjer 1.4.20. Izrac¢unati duljinu luka semikubne parabole y? = 23 od
ishodista koordinatnog sustava do tocke 7'(4, 8).

Rjesenje. Bududi da se trazi duljir;a luka dijela krivulje koji lezi u prvom
kvadrantu, iz y* = 23 slijedi y = 2. Odavde je y'(z) = 3/z. Duljina luka
iznosi

4 4
I = /\/l—i-y’(x)Qd:L‘:/ \/1—1—%:1:(11‘
0 0

t=14+%2 z=0=>t=1 0
0 4
= |dt=fde w=4=1t=10|=¢ Vitdt =
de = ddt !

10v/10 — 1).

10

N

t

O =~
[SSRIN )
—

8
77
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y A

b - o ______T=
Y

Slika 40: Semikubna parabola y? = z3

Primjer 1.4.21. Izracunati duljinu luka krivulje y = 1:1:2 — = 1n1: od tocke

s apscisom xz = 1 do tocke s apscisom = = e.

Rjesenge. Derivacija dane funkcije iznosi y/(x) = %x — % . %, odakle je

LSS S AP BN +12
12T a\" T —a\""z)
Duljina luka je

v [\i () o= [ ()
_ <4 ln]x\> 1—<4e+;ln> <4 5 1) HEE

Primjer 1.4.22. Izra¢unati duljinu luka krivulje y = Inz od tocke s apsci-
som z = /3 do tocke s apscisom z = /8.

L+y @) = g

l

Rjesenje. y'(x) = %, pa duljina luka krivulje iznosi

v o B E T
\/1+y’x2dx:/ 1—|—da::/ —dz
/\/3 @ V3 z? Vi T
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t=vz2+1 r=+3 2
t2=z241 r=+8= 3
_ 2=t -1
xrdx = tdt
2
VOl gy = YO pdy = Stotdt = Sdt

3 2 3 (42 3
t 2o1)+1 1
- /zdt:/ (2)+dt:/ <1+2>dt
, B-10 T ), o , e
/Sdt+ " d —t3 L =1

2 2 t2—1_ t+1

+-1In
1 2 1 1
= (3—2)—|—<ln—ln> :1—1—5111%.

2 2 2
2 4 3

1.4.6 Duljina luka krivulje zadane parametarskim jednadzbama

Neka je funkcija y = y(x), € [a, b], zadana parametarskim jednadzbama

x = x(t)

s

T — — — — - — - = =

Slika 41: Krivulja y = y(z) koja spaja tocke A i B

Neka je x(t1) = a, x(t2) = b, tj. neka su t; i to vrijednosti parametara koje
pripadaju krajnjim tockama A i B luka. Pretpostavimo da funkcije = x(t)
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i y = y(t) imaju neprekidne prve derivacije na segmentu I koji spaja tocke
t1 1 to, te neka je t — z(t) strogo rastuca funkcija na I. (Uoc¢imo da je tada
t1 < tg.) Duljinu [ luka krivulje y = y(x) ra¢unamo pomocu formule (12).
Dakle,

- /b\/l (@) 2da.

Buduéi da je funkcija zadana parametarskim jednadzbama, prelazimo na
integraciju po varijabli ¢, tj. provodimo supstituciju

x = xz(t)
dex = Z(t)dt.
Nadalje, kako je
) = 90

dobije se

. 2
V1+y(z)2de = [1+ <%) &(t)dt = \/&(t)% + y(t)? dt.

Prema tome, duljina luka krivulje jednaka je

= /t2 VEDE T 902 dt. (13)

Lako se pokaze da je formula (13) valjana i bez pretpostavke o strogoj mo-
notonosti funkcije ¢ — x(t), s tim da granice integracije biramo tako da je
1 < to.

Primjer 1.4.23. Izracunati duljinu luka krivulje z(t) = $t3—t, y(t) = t?+2,
t €10,3].

Rjesenje. 1z

w(t) = t2-1,
yit) = 2,
slijedi
)2 +yt)? = B-12+@2)?2=t"—22+1+42=t"+22+1
= (*+1)>2%
Duljina luka krivulje je
3 3 3 3
I = / V)2 +yt)2dt = / (t2 + 1)dt = ( - t)
) : P
3
== ? + 3 =12.
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Primjer 1.4.24. Izracunati duljinu luka krivulje z(t) = e'cost, y(t) =
e'sint, t € [0,In7].
Rjesenge. 1z

i(t) = elcost—elsint = el(cost —sint),
y(t) = elsint+elcost = el(sint + cost),
slijedi

2 (cost — sint)? + e (sint + cost)?
2(cos® t +sin®t 4 sin®t + cos? t) = 2¢

B0 + (0 =

(&
— ¢ Qt‘

Duljina luka krivulje je

Inm Inm Inm
| = / VEDOE+ gO2 dt = / Vaetidt — /3 / eldt
0 0 0

Inm
_ \@et _ \/5(611177 _ 60) _ \/5(7(’ o 1).

0

Primjer 1.4.25. Izrac¢unati duljinu luka prvog svoda cikloide z(t) = a(t —
sint), y(t) = a(l — cost), t € [0, 27].

Rjesenge.
yli
0 2am r—
Slika 42: Cikloida
1z
z(t) = a(l—cost),
y(t) = asint,
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slijedi
&(t)? + j(t)? a?(1 —cost)? + a’sin’t

a®(1 — 2cost + cos®t) + a® sin? ¢t

a

2(1 — 2cost + cos®t +sint) = a?(2 — 2 cost)

t t
= 2a*(1 — cost) = 2a? - 2sin? (2> = 4a? sin® <2> .

Duljina luka prvog svoda cikloide iznosi

2w 2w
I = V()2 +g(t)2dt = / 4a2 sin? dt
0

= 2 dt = —4 =
a/o sm2 a(:os2

= —4a cos7r — cos() = &a.

0

Primjer 1.4.26. Izra¢unati duljinu luka astroide z(t) = acos®t, y(t) =
asin®t, t € [0, 27].

Rjesenge.
yh
a
—a 0 a x=
a
Slika 43: Astroida
1z
i(t) = —3acos?tsint,
y(t) = 3asin®tcost,
slijedi
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c(t)2 +y(t)? = 9a®cos? tsin®t + 9a? sin? t cos® t
= 9a? cos® tsin? t(cos® t 4 sin® t)
= 9a?%cos®tsin’t.
Duljina luka astroide jednaka je ¢etverostrukoj duljini luka dijela krivulje
koji se nalazi u prvom kvadrantu. Dakle,

I = 4/2 \/i(t)2+y(t)2dt:4/2 V 9a? cos? t sin? t dt
0 0

s =sint t=0=>s5=0

2
= 12a/0 costsintdt = ds = costdt =T —s—1

1
= 6a.

1
= 12a/ sds = 6as>
0 0

1.4.7 Duljina luka krivulje zadane u polarnim koordinatama

Neka je r = r(p), ¢ € [a, ], jednadzba krivulje zadane u polarnim koor-
dinatama, pri ¢emu funkcija r ima neprekidnu prvu derivaciju na segmentu

[, B].

\j

Slika 44: Krivulja r = r(¢) koja spaja tocke A i B
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama

z(p) = r(p)cosp, y(p) =r(p)sinep.

50



1. Odredeni integral 51

Za ra¢unanje duljine [ luka krivulje r = r(p) od toc¢ke A na krivulji kojoj
odgovara polarni kut « do to¢ke B na krivulji kojoj odgovara polarni kut 3
koristimo formulu (13), pri ¢emu ulogu parametra ¢ preuzima varijabla .

Dakle,
5
— [ Var it de.

Rac¢unamo

w(@)? +(p)? = [(r(@)cose) ]+ [(r(¢)sing)]”
= (r'(p) cosp — r(p) sinp) 2y (' () sing + r(p) cos 90)2
= (e’ +r'(p)

Stoga je duljina [ luka krivulje jednaka

B
1= / Vi@ + (@) d. (14)

Primjer 1.4.27. Izracunati duljinu luka krivulje r(p) = asinp, ¢ € [0, 7.

Rjesenje. Uocimo da se ovdje radi o kruznici polumjera § sa sredistem u

tocki S(0,§) (v. primjer 1.4.16). Znamo da je opseg ove kruznice jednak
am, a sada ¢emo ga izracunati pomoc¢u formule (14).

Slika 45: Kruznica r(¢) = asing, ¢ € [0, 7]

o1
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Vrijedi r'(p) = acos ¢ pa je
()2 +7'()? = a®sin? o+ a?cos’ p = a®.
Duljina luka iznosi

I = /Tr 7’(@0)2+7"(90)2ds0=/ﬂ\/c?d90=a<p
0 0

Primjer 1.4.28. Izracunati duljinu luka kardioide r(¢) = a(1 + cos ¢).

= ar.

™
0
Rjesenje. Kako je r'(p) = —asin ¢, slijedi
()2 +7(9)? = a®(1+cosp)?+a?sin? @
= a*(1 4 2cosp + cos® ) + a’sin® ¢
= a*(1 4 2cosp + cos? p +sin ) = a*(2 + 2 cos )

= 2a*(1 4 cosp) = 2a* - 2 cos? (g) = 44 cos® (g) .

®) 2a

\j

Q

Slika 46: Kardioida r(p) = a(1 + cos ¢)

Duljina luka kardioide jednaka je dvostrukoj duljini luka dijela krivulje iznad
z-osi. Dakle,

| = 2/07r\/md<p:2/oﬂ,/4azcosz<§>dap

s
= 4a/ cosfdgoz&zsinf :8a<sinz—sin0>:8a.
0 2 2 2

0
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Primjer 1.4.29. Izracunati duljinu luka krivulje r(¢) = asin?’(%), Y €
[0, 37].

Rjesenje. Kako je r'(¢) = ast(g) COS(%)a imamo
r(@)? +7'(9)? = a’sin (%) + a*sin* (%) cos? (%)
-t (3) () 1 )
— a2sint f)
a” sin (3

3 3 0
I = Vr(e)? + r'(p)? dgp:/ \/ a? sin? (— dy
0 0 3
2

3T 3 3 .
2
= a/ d@—a/ cos —dp = —p —g-ésin ¥
2 Jo 2 Jo 3 27|, 2 9 3,
3 3
- %(?m —0) - 4a(sjn(27r) —sin0) = Jar.

1.4.8 Volumen rotacijskog tijela

Neka je y = y(z) neprekidna funkcija na segmentu [a, b]. Zelimo izracunati
volumen V' (S) rotacijskog tijela S nastalog rotacijom oko osi x lika omedenog
grafom funkcije y = y(z) te pravcima x =aix =b1i osi .

U tu svrhu podijelit éemo segment [a,b] na n € N dijelova tockama

a=x0 <21 <+ < Tp_1<xp=0>o

Zatim rotacijsko tijelo presijecemo ravninama x = z;, ¢ = 0,...,n, koje
su okomite na os x. Primijetimo da su presjeci krugovi polumjera |y(z;)|,
i = 0,...,n. Ovim smo ravninama podijelili rotacijsko tijelo na n dijelova
S; volumena V' (S;),i=1,...,n, pa je

V(S)=V(S1) + -+ V(Sn).
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Slika 47: Rotacijsko tijelo S

Slika 48: Rotacijsko tijelo .S podijeljeno na dijelove S;

Stavimo
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Sada svakom tijelu S; upiSemo valjak S] ¢ija je baza krug polumjera m;, a
visina iznosi z; — z;_1, te oko svakog tijela S; opisemo valjak S/ s bazom
polumjera M; i visinom x; — z;—1, ¢t =1,...,n.

Volumeni V'(S}) upisanih valjaka, te volumeni V' (S') opisanih valjaka iznose

V(S = min(xi —xi1), V(S!)=M?n(x; —xi1), i=1,...,n.

1

Zbroj volumena svih upisanih valjaka jednak je
n n
Z V(S = mew(wz —Ti_1) = SA,
i=1 i=1

a to je donji integralni zbroj funkcije x + y?(z)7 koji odgovara razdiobi
A ={xp,x1,...,Zp_1,%n}. Zbroj volumena svih opisanih valjaka iznosi

Z V(SZ//) = ZMZ-ZTF(QJZ' — a:i_l) = SA,
=1 =1

a to je gornji integralni zbroj funkcije = + y?(x)7 koji odgovara razdiobi A.

Slika 49: Valjak S} upisan tijelu .S;
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Slika 50: Valjak S/ opisan tijelu S;

O volumenu rotacijskog tijela S ima smisla govoriti samo u sluc¢aju da
postoji razdioba A segmenta [a, b, takva da je razlika Sa — sa zbroja vo-
lumena svih opisanih valjaka i zbroja volumena svih upisanih valjaka pro-
izvoljno mala, a to je onda ako je funkcija x +— %?(z)7 integrabilna na
segmentu [a,b]. Tada je, prema (3), sa < ff y?(z)rdx < Sa, pa volumen
V(S) rotacijskog tijela S definiramo kao

b
V(S)= 7'('/ y*(x)dz. (15)

Ako je © = z(y) neprekidna funkcija varijable y na segmentu |[c, d], onda
volumen V' (S) rotacijskog tijela S nastalog rotacijom oko osi y lika omedenog
grafom funkcije = z(y) te pravcima y = ciy = d i osi y iznosi

d
V(S) = 77/ 22 (y)dy. (16)
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8y

Slika 51: Rotacijsko tijelo S

Primjer 1.4.30. Izrac¢unati volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi x

lika omedenog krivuljom y = tgx, pravcem x = 7 i osi z.

Rjesenje. Prema formuli (15), volumen rotacijskog tijela je

T T T sin?zx
vV = 7r/ yz(as)dxzﬂ/ thxdx:ﬂ/ 5—dx
0 0 o COs“T
T1—cosz T dx T
= 7r/ dezw/ 2—7r/ dx = mtgx
0 cos? x o Cos?zx 0

2
= W(tg%—th)—w(%—O) :77—%.

4
—TTx
0

4

S

0

o7
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I
|
|
|
|
|
|
| y=tgw
|
|
|
|
|
|

»
NE

Slika 52: Rotacija lika oko osi =

Primjer 1.4.31. Izracunati volumen tijela koje nastaje rotacijom lika ome-
denog elipsom 2—3 + %j =
(a) oko osi z,
(b) oko osi y.
Rjeéegje. (a) Izrazimo li u jednadzbi elipse y?> pomoéu z dobijemo 3? =
b

b2 — me, pa prema formuli (15) volumen rotacijskog tijela iznosi

¢ 9 e Vo, 2 v 4
vV = ﬂ/_ay(x)dx—w/_a<b —a2$>dx—7r<b:r—3a2:r>

= 7 (b%a— ia3 — 7 ( b*(—a) — ﬁ(—a)3 = %ﬂabQ.
3a? 3a? 3

(b) Ako u jednadzbi elipse x? izrazimo pomoéu y, dobijemo 2% = a? — ‘;—;yz.

Sada je, prema formuli (16), volumen rotacijskog tijela jednak

b 2 b 2 a? 2 2 a? 3
V = ﬂ/baz (y)dy:ﬂ/b<a —bzy)dy:ﬂ<ay—31ﬂy>

2 2
— 2p 4743 _ 2 gy @ 43\ _ 4 o
= 7T<ab 3b2b> 7T<CL( b) 3b2( b)>—37rab.

a

—a

b

—b

o8
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YA y
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>
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o |
s Y

_a\\o /a

Slika 53: Rotacija lika omedenog elipsom oko osi x i oko osi y

Primjer 1.4.32. Izra¢unati volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi x
lika omedenog krivuljama y = 2 i y = /.

Rjesenje. Nadimo tocke presjeka krivulja y = 22 iy = /z. Iz 22 = /x
slijedi 2* = 2, odnosno z(z® — 1) = 0. Stoga se krivulje sijeku u tockama
T1(0,0) i Th(1,1).

Ty

(=)

—
~~ |
8y

Slika 54: Rotacija lika oko osi x
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Trazeni volumen je razlika volumena V; tijela koje nastaje rotacijom oko
osi z lika omedenog krivuljom y = /x, pravcem x = 1 i osi z i volumena
V5 tijela koje nastaje rotacijom oko osi z lika omedenog parabolom y = 22,

pravcem x =11 osi x.

1 1 1 1 T
i = 71'/ y2(x)dx:ﬂ'/ (ﬁ)de:W/ xde = —wx?| = =,
0 0 0 2y 2
1 1 1 1 L
Vo = 71'/ yQ(z)daz:w/ ($2)2d:n:7r/ alde = —7wa®| = —m,
0 0 0 5 o 9
pa je trazeni volumen
3
Primjer 1.4.33. Izra¢unati volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi x

lika omedenog krivuljama y = %, y=a3iz=2.
Rjesenje. Pravac x = 2 sijece krivulju y = % u tocki 77(2, %), a krivulju
y = 2% u tocki T»(2,8). Uotimo da se krivulje y = £ iy = 2% sijeku u

x
tockama T5(1,1) i Ty(—1,—1).

JO
o) o 7

Slika 55: Rotacija lika oko osi x

Trazeni volumen dobije se kao razlika volumena V) tijela koje nastaje
rotacijom oko osi x lika omedenog krivuljom y = 23, pravcima z = 1, x = 2
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i osi x i volumena V5 tijela koje nastaje rotacijom oko osi = lika omedenog

krivuljom y = %, pravcima x =11z = 2 te osi x.

1 L? 127

2 2 2
i = 77/ y*(x)dx = 77/ (2%)2dx = 7'('/ 2Sdr = —mz’| = =,
1 1 1 7 1 7

2 271\? 2 17 1
Vo = 77/ y2(l‘)dﬂs:7r/ () d:czw/ 2dr = —m—
1 1 \7T 1 x

= 77'("
pa trazeni volumen iznosi

247
ST
Primjer 1.4.34. Izracunati volumen tijela koje nastaje rotacijom lika ome-
denog semikubnom parabolom y? = 23, pravcem = = 1 i osi
(a) oko osi z,
(b) oko osi y.

V=Vi-W=

Rjesenje.

Slika 56: Rotacija lika oko osi x i oko osi y

(a) Volumen rotacijskog tijela iznosi
1 1 41
1
V = 7r/ yz(m)dw—ﬂ/ x?’d:nzwx— = 7.
0 0 4

o 4
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(b) Volumen rotacijskog tijela je razlika volumena V; valjka nastalog rota-
cijom oko osi y kvadrata omedenog koordinatnim osima, te pravcima z =1
iy = 11 volumena V5 tijela nastalog rotacijom oko osi y lika omedenog
semikubnom parabolom y? = 23, pravcem y = 11 osi y.

1 1 1
i = 71'/ a:2(y)dy:ﬂ'/ 1ldy = my
0 0

=T.
0
Iz y? = 23 slijedi 22 = y%, pa je
1 1 1
3 3
Vo = 7T/ 332(y)dy:7r/ y%dy: *Wy% = —T.
0 0 7 o 7

Stoga trazeni volumen iznosi

V=V-V,= %71.
7

Primjer 1.4.35. Izra¢unati volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi x
lika omedenog krivuljama y = /z,y = —x+21iy = 0.

Rjesenje. Nadimo presjek krivulje y = \/z i pravca y = —x + 2. Iz /z =
—x + 2 slijedi z = (—z + 2)2, tj. 22 — 5x + 4 = 0. RjeSenja ove kvadratne
jednadzbe su 1 = 11 z9 = 4. Medutim, uo¢imo da z9 = 4 nije rjeSenje
jednadzbe \/r = —x + 2. Stoga se y = \/x 1 y = —z + 2 sijeku jedino u tocki
s apscisom x; = 1 i ordinatom y; = —x1 + 2 = 1. Trazeni volumen jednak
je zbroju volumena V; tijela koje nastaje rotacijom oko osi = lika omedenog
krivuljom y = v/z, pravcem = = 1 te osi x i volumena V5 tijela koje nastaje

rotacijom oko osi z lika omedenog pravcima y = —z +2ix =1 te osi x.
1 1 1 1 L

i = 71'/ y*(x)dx = 71'/ (Vz)*de = 7r/ xde = —wx?| = =,
0 0 0 2y 2

2 2 2
Vo = 7T/ v (x)dr = 7'(‘/ (—z +2)2%dx = 7'(‘/ (2% — 4z + 4)dz
1 1 1

1 2
= <3x3 — 222 + 4x> T

pa je trazeni volumen

= -,
;3

)
V:V1+‘/2:67T
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63

Slika 57: Rotacija lika oko osi x
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2 Nepravi integral

Pri definiranju odredenog integrala funkcije f na segmentu [a, b] zahtijevali
smo da f bude omedena funkcija. Sada uvodimo pojam integrala funkcije
f na intervalu [a, 00), (—o0,b], (—o00,00); odnosno integrala od f na [a,b],
[a, b), (a,b] ili (a,b), pri Cemu je f neomedena funkcija u okolini neke tocke
¢ € (a,b), ili u nekoj od rubnih totaka a i b. Takve integrale zvat ¢emo
nepravim integralima.

2.1 Integrali s beskona¢nim granicama

Neka je funkcija f : [a,00) — R integrabilna na svakom segmentu [a,b],
b € R, b> a. Ako postoji konaé¢ni limes

b
lim f(x)dex,

b—oo J,

onda se taj limes zove nepravi integral funkcije f na [a,00) i oznacava s

/a ” f()d

Tada kazemo da integral faoo f(x)dx konvergira.

Ako je limp_s o ff f(x)dx = 0o, kazemo da integral faoo f(x)dz divergira
k oo, a ako je limp_yoo f;f(x)dx = —oo, kazemo da integral [° f(x)dx
divergira k —oo.

Ako limy_ f; f(x)dx ne postoji, kazemo da integral [ f(z)dz diver-
gira.

Analogno se definira nepravi integral funkcije f : (—o0,b] — R, integra-
bilne na svakom segmentu [a, b], a € R, a < b. Naime,

b b
/ f(z)dz := lim f(z)dz,

a——0o0

ukoliko taj limes postoji.

Takoder, za funkciju f : R — R, integrabilnu na svakom segmentu [a, b],
a,b € R, a < b, definiramo nepravi integral

/Z flw)da = /oo f(a:)dx+/:o f(a)de,
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ukoliko oba integrala ffoo f(z)dz i fcoo f(z)dz konvergiraju. Pritom za c
uzimamo proizvoljan realan broj. (Pokazuje se da definicija ne ovisi o izboru
broja c.)

Primjer 2.1.1. Ispitati konvergenciju integrala fooo lifcg.
1

Rjesenje. Primijetimo da je funkcija f(x) = 17,7 Deprekidna, pa stoga i
integrabilna na svakom segmentu [0,0], b € R, b > 0. Ra¢unamo

< dx . b dx . b
5 = lim 5 = lim arctgx
0 1 +x b—o0 0 1 +x b—o0 0

lim (arctgb — arctg0) = T
b—oo 2

Prema tome, integral konvergira.
Primjer 2.1.2. Ispitati konvergenciju integrala floo %’”.

Rjesenje. Funkcija f(x) = % je neprekidna, pa stoga i integrabilna na sva-
kom segmentu [1,b], b € R, b > 1. Ra¢unamo

o 4 by b
/ '~ lim ™ — im In |z|]| = lim (In|b] —In1) = oc.
1 b—o0

x b—oco J1 T b—o0 1
Prema tome, integral divergira k oo.

Primjer 2.1.3. Ispitati konvergenciju integrala fooo sin zdzx.
Rjesenje. Funkcija f(x) = sinz je neprekidna, pa stoga i integrabilna na
svakom segmentu [0,b], b € R, b > 0. Ra¢unamo

00 b b
sinzdr = lim sinzdr = lim (—cosz)| = lim (—cosb+ cos0)
0 b—oo Jo b—oo 0 b—o0

= 1— lim cosb.
b—oo

Buduéi da ne postoji limy_ o cosb, zaklju¢ujemo da integral divergira.
Primjer 2.1.4. Ispitati konvergenciju integrala ffoo e*dr.

Rjesenje. Funkcija f(x) = e® je neprekidna, pa stoga i integrabilna na
svakom segmentu [a, 2], a € R, a < 2. Ra¢unamo

2 2 2
/ e’de = lim e“dr= lim e*| = lim (e? —e%)
a——00 a——00 a——0o0
—0oQ a a
= - lim e*=¢e>—0=¢
a—r—0o0

Dakle, integral konvergira.
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Primjer 2.1.5. Ispitati konvergenciju integrala floo lr‘Txdx.

Rjesenje. Funkcija f(z) = thm je neprekidna, pa stoga i integrabilna na
svakom segmentu [1,0], b € R, b > 1. Ra¢unamo
Oolnxd _ blnxd B t=Inzx z=1=t=0
Lo T ), T T dt=2 s=b=t=Inb
Inb 2 Inb
= lim tdt = lim —| = = lim (In®b —0) = oo.
b—o0 J b—oo 2 0 2 b—oo

Dakle, integral divergira k co.

Primjer 2.1.6. Ispitati konvergenciju integrala f_oooo xgig.

Rjesenje. Funkcija f(x) = ﬁ je neprekidna, pa stoga i integrabilna na
svakom segmentu [a, b], a,b € R, a < b. Ra¢unamo

/°° dz B /0 dz +/°° dz
o 29 22 4+9  Jy 2249

. O dx . bdx
= lim ——— t lim —_
a=—o00 [, x4+ 9  booo 0 249

. € 0 . x b
= aEIEloo garctgg ) + blggo garctgg )
= 1 lim (arcth — arctgg) + 1 lim (arctgb — arctg O>
3 a——o0 3 3 b—oo 3

T t a+1 I ¢ b
= —- lim arctg— + - lim arctg—
3 aorih B3 T g UL Arcle s

Prema tome, integral konvergira.

Primjer 2.1.7. Izracunati povrsinu lika u ravnini odredenog nejednadzba-
maygx%,leiyzo.

Rjesenje. Lik ¢iju povrSinu zelimo izracunati skiciran je na slici 58. Neka je
b€ R, b > 1. Oznac¢imo s P, povrsinu lika omedenog grafom funkcije y = 1—12,
pravcima z = 1 i x = b te osi . Tada je, prema formuli (5),

b
1
Pb:/zdx.
1 T
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Ako postoji limp_, o, Py, onda je prirodno povrsinu P zadanog lika definirati

kao P = limy_,o Py, Sto je zapravo nepravi integral funkcije f(z) = x% na

intervalu [1, c0). Prema tome,

< 1 , b1 , 1
P = —Qda:: lim —de: lim ( ——
1 x b—oo J1 T b—00 xT

A

b

Y

o
—
gy

Slika 58: S = {(z,y): y < &,z > 1,y >0}

Primjer 2.1.8. Izracunati volumen tijela nastalog rotacijom oko osi x lika
odredenog nejednadzbama y < e *, x> 01y > 0.

Rjesenje. Tijelo ¢iji volumen zelimo izraCunati nastaje rotacijom oko osi x
lika skiciranog na slici 59. Buduéi da se radi o rotaciji neomedenog lika,
volumen V rotacijskog tijela racunamo pomocu nepravog integrala, tj. kao
limy oo V3, gdje je V3 = Wf(f) y?(z)dz volumen rotacijskog tijela nastalog
rotacijom oko osi z lika omedenog krivuljom y(x) = e™*, pravcima z = 0 i
x = b te osi x. Prema tome,

00 ) b
V = 7r/ v (x)dr = 71'/ e **dx = 7 lim e % dx
0 0

b—oo 0

Nk
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Slika 59: S = {(x,y) ry<e T rxr>0y> 0}

2.2 Integrali neomedene funkcije

Neka je funkcija f : [a, c)U(c, b] — R integrabilna na svakom segmentu [a, c—
e], € > 0, sadrzanom u intervalu [a,c) i integrabilna na svakom segmentu
[c+,b], § > 0, sadrzanom u intervalu (c, b, te neomedena u svakoj okolini
tocke c (slika 60).

Y

Slika 60: Nepravi integral funkcije f
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Tada se nepravi integral funkcije f na [a, b], u oznaci fab f(z)dz, definira kao

b c—¢ b
/ f(x)dx := lim / f(z)dx + lim f(z)dz, (17)
a a 0

e—0+ (S—)OJF c+

pod uvjetom da oba limesa postoje. Tada kazemo da integral ff f(x)dx
konvergira. Ako barem jedan od ovih limesa ne postoji, kazemo da integral
f; f(x)dx divergira.

Ako je funkcija f : [a,b) — R integrabilna na svakom segmentu [a, b— €],
e > 0, sadrzanom u intervalu [a, b), te ako je f neomedena u svakoj okolini
tocke b, tada se nepravi integral od f na [a, b) definira kao

b b—e
/f($)dx = lim f(z)dz, (18)

e—=0+ J,
pod uvjetom da taj limes postoji (slika 61).

)

[—

o
IS

b—e

Slika 61: Nepravi integral funkcije f

Ako je funkcija f : (a,b] — R integrabilna na svakom segmentu [a + ¢, ],
e > 0, sadrzanom u intervalu (a, b|, te ako je f neomedena u svakoj okolini
tocke a, tada se nepravi integral od f na (a,b] definira kao

b b
/ f@)de = tim [ f(a)da, (19)

e—0+ ate

pod uvjetom da taj limes postoji (slika 62).
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0 a a+te b x

Slika 62: Nepravi integral funkcije f

Za funkciju f : (a,b) — R, integrabilnu na svakom segmentu sadrzanom
u (a,b), te neomedenu u svakoj okolini rubnih toc¢aka a i b, nepravi integral

/ ab f(z)dz definira se kao

b—e

b c
/a fayde:= tim [ pde s im [ s

pod uvjetom da oba limesa postoje. Pritom za ¢ uzimamo bilo koju tocku
intervala (a,b) (slika 63).

yﬂ

Slika 63: Nepravi integral funkcije f
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Primjer 2.2.1. Ispitati konvergenciju integrala f_ll ;%”.

Rjesenje. Funkcija f(x) = z% je neprekidna na [—1,0) U (0, 1], pa stoga i
integrabilna na svakom segmentu sadrzanom u intervalu [—1,0) i na svakom
segmentu sadrzanom u intervalu (0, 1]. Nadalje,

1
li = lim —- =
) = o =00
pa je f neomedena u svakoj okolini tocke ¢ = 0. Prema (17) ra¢unamo

L dg . < dx . Ldx
— = lim —+ lim —
1 x =0+ J_ x §—0+ Js

. 1 c . 1
= lim (—— + lim ( ——
e—0+ x) |y -0+ T
. 1 . 1
= lm |(-—-1)+ lim |—-14+ =] = 0.
e—0+ \ € 50+ 0

Dakle, integral f_ll % divergira k oo.

yﬂ

A
y
A
A

-1 —& 0 1)

Slika 64: Nepravi integral funkcije y = - na [—1, 1]

2
Kada bismo dani integral pogresno tretirali kao pravi, tj. odredeni inte-
gral, dobili bismo neto¢an rezultat

[t
_13’52_ xT

1
= —(141)=-2.
-1
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2. Nepravi integral 72

(Buduéi da je podintegralna funkcija pozitivna, odredeni integral bi pred-
stavljao povrsinu omedenu grafom te funkcije, pravcima xr = —1, x = 1 1 osi
x, pa bi trebao biti pozitivan broj.)

dx
¥/ (@—2)2"

Primjer 2.2.2. Ispitati konvergenciju integrala ff
Lo .. o 1 . . .. _

Rjesenje. Funkcija f(z) = F = je neprekidna na [1,2), pa stoga i inte

grabilna na svakom segmentu sadrzanom u intervalu [1,2). Kako je

A f@) = i o= =

f je neomedena u svakoj okolini tocke ¢ = 2. Prema (18) ra¢unamo

2—e¢ 2—¢
d
lim T (x — 2)_%dx

/2 dx B
L (@ —2)2 S0+ )y S(w—2)2 0+ )y

2—¢
= lim 3(z—2)3| = lim 3(¥/~¢—V~1)=3.
E—>

e—0+

1

Prema tome, integral konvergira.

Primjer 2.2.3. Ispitati konvergenciju integrala f03 \/%.
Rjesenge.
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T '
y = |
y g |
|
£
|
|
0 3—c 13 v
|
|
|
|
|

Slika 65: Nepravi integral funkcije y = \/9i7 na [0, 3)
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2. Nepravi integral 73

Funkcija f(z) = ﬁ je neprekidna na [0, 3), pa stoga i integrabilna na
svakom segmentu sadrzanom u intervalu [0, 3). Kako je
lim f(z) = lim —=
11m = 11m — =
e A 9 — 12 0

f je neomedena u svakoj okolini tocke ¢ = 3. Prema (18) ra¢unamo

/3 dx . 3= gdx
——— = lim —_—
0 V9 — a2 e=0+ Jo 9 — a2
t=vV9—22 z=0=t=3
- dt:—%‘fcxz r=3—e=>t=49—-(3—¢)?
9—(3—¢)2 9—(3—¢)2
= — lim dt =— lim t
e—0+ 3 e—0+ 3
— _ i _ _2\2 —
= 5£%1+ ( 9—-(3—¢) 3) 3.

Prema tome, integral konvergira.

Primjer 2.2.4. Ispitati konvergenciju integrala f02 d?‘”.

Rjesenje.

yh

Slika 66: Nepravi integral funkcije y = % na (0, 2]
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2. Nepravi integral 74

Funkcija f(z) = % je neprekidna na (0, 2], pa stoga i integrabilna na svakom
segmentu sadrzanom u intervalu (0, 2]. Kako je

lim f(z)= lim — =
z—0+ f( ) =0+ ’

f je neomedena u svakoj okolini tocke ¢ = 0. Prema (19) ra¢unamo

2 d 2 2
x ) dx . .
— = lim — = lim In|z|| = lim (In2—1Ine) = oo.
0o e=0+ /. @ e—0+ c e—0+

Prema tome, integral divergira k oo.

s
2 coszdx

Primjer 2.2.5. Ispitati konvergenciju integrala [, Jsing

je neprekidna na (0, 5], pa stoga i integra-

CoS T
sinz
bilna na svakom segmentu sadrzanom u intervalu (0, §]. Kako je

Rjesenje. Funkcija f(z) =

lim f(z) i cos T
im f(x) = lim = 00
rz—0+ z—0+ \/sinx ’

f je neomedena u svakoj okolini toc¢ke ¢ = 0. Prema (19) ra¢unamo

2 coszdx _ %cosxdmi t =sinx r—¢=t=-sine
0o +sinz il . sinz | dt=cosxzdr rz=5=1t=1
U 1
= lim — = lim 2vt| = lim 2(1 —Vsine) = 2.
e—=0+ sine ﬁ =0+ sine e—0+

Prema tome, integral konvergira.

Primjer 2.2.6. Ispitati konvergenciju integrala fol In zdzx.
Rjesenje. Funkcija f(z) = Inx je neprekidna na (0, 1], pa stoga i integrabilna
na svakom segmentu sadrzanom u intervalu (0, 1]. Takoder, f je neomedena
u svakoj okolini tocke ¢ = 0, jer je

lim f(z)= lim Inz = —occ.

r—0+ rz—0+

Za € > (0 racunamo odredeni integral

1
/ Inxdzr =
€

= (zlnx)

u=Inx du:d%

dv = dx v:fd:n:x
1
-
€

= (zlnz)

1
L de
_ p—
c e T
1

=1lnl —¢elne—1+e=—-clne—1+-=.

£
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75

Odavde, prema (19), imamo

1 1
/ Inzdx = lim Inzdxr = lim (—elne — 1+ ¢)
0 e—0+ /. e—0+
= —1— lim (elng) =(0-00) = —-1— lim —
e—0+ e—0+
1
= —1- lim 5 =-1+ lim ¢=—1.
e—0+ —= e—0+

Dakle, integral fol In xdx konvergira.
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3. Vektori 76

3 Vektori

3.1 Pojam vektora

Skalar ili skalarna veli¢ina je veli¢ina koju je moguée potpuno opisati mjer-
nim brojem. Takve su veli¢ine npr. duljina, povrSina, volumen, masa, vri-
jeme, rad, temperatura itd. Medutim, postoje veli¢ine koje nije moguce
opisati samo brojé¢anom vrijedno§éu. Tako npr. za put, silu, brzinu, akce-
leraciju itd., treba osim brojc¢ane vrijednosti zadati i smjer. Takve veli¢ine
nazivamo vektorima. Da bismo matematicki precizno objasnili §to je vektor,
potrebno je uvesti pojam orijentirane duzine.

Oznacimo s R? skup svih uredenih trojki (x,%, z) realnih brojeva. Neka
su dane tocke A, B € R3. Uredeni par (A, B) nazivamo orijentiranom du-
Zinom. Tocka A je pocetna, a tocka B krajnja tocka orijentirane duzine
(A, B). Orijentiranu duzinu (A, B) oznacavat ¢emo s AB.

Kazemo da je orijentirana duzina ﬁ ekvivalentna orijentiranoj duzini
C"ﬁ, i piSemo E ~ CD, ako duzine AD i BC imaju zajednicko poloviste.
Ako pritom sve ¢etiri tocke A, B, C, D ne leze na istom pravcu, cetverokut
ABDC je paralelogram.

Slika 67: AD ~ CD

Ovako definirana relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu svih orijenti-
ranih duzina, buduéi da zadovoljava svojstva:
refleksivnosti (1@ ~ A

),
simetricnosti (@ ~CD = CD ~ ﬁ),
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3. Vektori d

tranzitivnosti ((E ~CDiC0D ~ ﬁ) = AB ~ ﬁ)

Klasa ekvivalencije odredena orijentiranom duzinom zﬁ, u oznaci [ﬁ], je
skup svih orijentiranih duzina koje su ekvivalentne s zﬁ . Dakle,

[AB] = (CD: CD ~ AB).

Vektor je klasa medusobno ekvivalentnih orijentiranih duzina. Vektore
obi¢no oznac¢avamo malim slovima d, 5, ¢, T,... iznad kojih pisemo strelice.

Skup svih vektora oznacavat ¢emo s V3 i zvati prostorom vektora ili
trodimenzionalnim vektorskim prostorom.

Ako je @ = [ﬁ], kazemo da je orijentirana duZzina ﬁ predstavnik ili
reprezentant vektora da. Vektor @ geometrijski ¢emo predocavati s bilo kojim
njegovim reprezentantom, primjerice AB, i u daljnjem tekstu krace zapisi-
vati @ = AB. Bitno je napomenuti da pocetnu tocku C orijentirane duzine
C"ﬁ iz klase ekvivalencije @ odredene reprezentantom AB uvijek mozemo
birati proizvoljno. Tada je krajnja tocka D jedinstveno odredena uvjetom
da duzine AD i BC imaju zajednicko poloviste.

Klasu ekvivalencije odredenu reprezentantom AA nazivamo nulvektorom
i oznacavamo s 0.

Ako je d = ﬁ, tada se suprotni vektor od d, u oznaci —da, definira kao
—i=DBA.

Za svaki vektor @ # 0 definira se njegova duljina, smjer i orijentacija.

Pod duljinom (modulom) vektora @ = AB, u oznaci |@|, podrazumije-
vamo duljinu njegovog reprezentanta zﬁ , odnosno duljinu duzine AB. Jasno
je da duljina vektora ne ovisi o izboru njegovog reprezentanta, buduéi da
za ekvivalentne orijentirane duzine AB ~ CD, duzine AD i BC imaju za-
jednicko poloviste, pa su stoga duljine duzina AB i C'D jednake. (U slucaju
da tocke A, B,C,D ne leze sve na istom pravcu, AB i C'D su paralelne
stranice paralelograma ABDC.)

Smjer vektora @ = AB # 0 je smjer pravca pap koji prolazi tockama A
i B. Smjer vektora ne ovisi o izboru reprezentanta, budué¢i da ekvivalentne
orijentirane duzine leze na istom ili na medusobno paralelnim pravcima.

~ .7 . . ..

Neka sua = OAib = O? dva vektora istog smjera, ¢ije smo repre-
zentante birali tako da im je pocetna tocka ista. Uocimo da tada sve tri
tocke A, B, O leze na istom pravcu p. Reéi éemo da vektori @ i b imaju stu
orijentaciju ako tocke A i B leze na pravcu p s iste strane tocke O, od-
nosno da imaju suprotne orijentacije ako toctka O na pravcu p lezi izmedu
tocaka A 1 B (slika 68). Pojam orijentacije vektora takoder ne ovisi o izboru
reprezentanata.
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3. Vektori 78

Svaki vektor @ # 0 jednoznaéno j je odreden svojom duljinom, smjerom i
orijentacijom. Stoga su vektori @ # 0 i b # 0 jednaki (pisemo @ = b) ako i
samo ako su istih duljina, smjera i orijentacije.

Duljina nulvektora jednaka je nuli, a smjer mu nije odreden.

Jediniéni vektor je vektor ¢ija je duljina jednaka jedan.

—
Slika 68: Orijentacija vektora OA i @

Za vektore kazemo da su kolinearni ako su istog smjera. To znaci da
njihovi reprezentanti leze na istom ili na paralelnim pravcima. Smatramo
da je nulvektor kolinearan sa svakim vektorom.

Za vektore kazemo da su komplanarni ako njihovi reprezentanti leze u
istoj ili u paralelnim ravninama.

3.2 Zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom

Zbroj vektora @ i b je vektor € koji definiramo na sljedeéi nacin. Neka je
a=ABib= BC, tj. za predstavnika vektora b biramo orijentiranu duzinu
s pocetkom u krajnjoj tocki predstavnika vektora a. Tada definiramo

f—d+b=AD+ BC = AC.

Kazemo da smo vektore @i b zbrojili po pravilu trokuta (slika 69).
Osim po pravilu trokuta, (nekolinearni) vektori se mogu zbrajati i po
pravilu paralelograma (slika 70). Za predstavnike vektora @ i b biramo ori-

jentirane duzine s istim pocetkom. Dakle @ = AB, b= ﬁ Nad stranicama
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3. Vektori 79

AB i AC konstruiramo paralelogram ABDC, ¢iji smo preostali vrh oznacili
slovom D. Tada definiramo

F—d+b=AB+AC == AD.

Dakle, zbroj vektora @ i b je vektor € Ciji je predstavnik dijagonala zﬁ
paralelograma ABDC.

Ovako definirano zbrajanje vektora ne ovisi o izboru reprezentanata.
Osim toga, jasno je da se zbrajanjem vektora a i b po pravilu trokuta dobije
isti vektor ¢ koji bismo dobili da smo @ i b zbro jili po pravilu paralelograma.

C

Slika 69: Zbrajanje vektora po pravilu trokuta

Slika 70: Zbrajanje vektora po pravilu paralelograma
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3. Vektori 80

Vise vektora zbrajamo po pravilu poligona. Naime, zbroj d=a+b+¢
definira se tako da najprije vektore @ = AB i b= B zbrojimo po pravilu
trokuta. Zatim vektoru @+b = A pribrojimo vektor ¢ = C'D za ¢ijeg smo
predstavnika birali orijentiranu duzinu koja ima pocetak u krajnjoj tocki
C predstavnika vektora a + b. Tada je d = AD. Analogno postupamo i u
slucaju zbroja @y + da + - - - + @, od n vektora.

D

oL

QL
_|_
S
_.l_
ol

St

ST

A

Slika 71: Zbrajanje vektora po pravilu poligona

Razlika vektora @ — b definira se kao

-,

@—b:=ad+ (-b),

tj. vektoru a pribrojimo suprotni vektor vektora b.

ST
S

Slika 72: Razlika vektora @ — b
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3. Vektori 81

Zbrajanje vektora ima sljedeéa svojstva:
(a) @+b=>b+a (komutativnost),
(b) (@+b)+c=a+ (b+¢) (asocijativnost),
(c)@a+0=0+ad=a (0 jeneutralni element za zbrajanje),
a d@=0 (—d jesuprotni element od @ za zbrajanje).

Neka je sada dan vektor a i skalar t € R. Umnozak vektora @ i skalara t
je vektor b=ta koji definiramo na sljede¢i nacin.

Akojed=0ilit=0, tadajegzzﬁ.

Akoje @#01it 0, tada se vektor b definira tako da mu je duljina

b = [ta] == [t]]al,

a smjer jednak smjeru vektora a. Ako je t > 0, tada su vektori @ i b jednako
orijentirani, dok su u slucaju ¢ < 0 vektori @ i b suprotno orijentirani.

(@ (b)

QL

ey

- a
3

Slika 73: Mnozenje vektora skalarom

Mnozenje vektora skalarom ima sljedeéa svojstva:

a) t(@+b) = ta+tb (kvazidistributivnost u odnosu na zbrajanje vektora),
b) (t+s)ad = td+sd (kvazidistributivnost u odnosu na zbrajanje skalara),
c) (ts)a =t(sd) (kvaziasocijativnost),
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3. Vektori 82

Linearna kombinacija vektora

Neka su dani vektori dy, ds, ..., d, i skalari t1,%9,...,t, € R. Vektor
t1dy +tods + -+ + thdy

je linearna kombinacija vektora a1, do, ..., d, s koeficijentima t1,...,%,.
Primjerice, Vektor ¢ = 5a —3b je linearna kombinacija vektora a ib.

—

Takoder, vektor d=—6a+4b—7¢j je linearna kombinacija vektora @, bic.

Za vektore dy, do, ..., d, kazemo da su linearno nezavisni ako iz
t1dy + todo + - -+ + tpdy =0

slijedi t1 = to = -+ = t,, = 0. To znaci da se niti jedan od vektora @; ne
moze prikazati kao linearna kombinacija preostalih vektora.

Ako je t1ay +todo + - - - +tpd, = 0 za neki izbor skalara t1,t2,...,t, €R
pri ¢emu je barem jedan t; # 0, kazemo da su vektori dy, do, . . ., d, linearno
zavisni. Tada je

a; = _7571&,1 — = ti;lai—l - ti+15i+1 — - tﬂd’m
ti ti ti ti
tj. @; je linearna kombinacija vektora a1, ..., d;—1, @11, - - - , Gn. Prema tome,
vektori d1,ds, ..., d, su linearno zavisni ako je barem jedan od njih moguce
prikazati kao linearnu kombinaciju preostalih vektora.
Primijetimo, ako je barem jedan vektor @; = 0, tada su @y, s, . . . , @y, line-

arno zavisni vektori. Naime, tada nulvektor mozemo prikazati kao linearnu
kombinaciju

0‘51+"‘+0‘6i71+ti'6i+0'5i+1+"'+0'6n:6

s koeficijentom t; # 0 uz vektor @;.

Iz definicije mnozenja vektora skalarom slijedi da su vektori @ i b = td
kolinearni. Medutim, interesantno je da vrijedi i obrat ove tvrdnje. Ako su
vektori @ i gkolinearni, tada postoji t € R takav da je b=tdilia=tbh
Prema tome, bilo koja dva vektora su kolinearni ako i samo ako su linearno
2aUisni.

Ako su vektori @ = O—1>4 ib= O? nekolinearni, tada je njima jednoznaéno
odredena ravnina AOB koja prolazi tockama O, A, B. Bilo koji vektor ¢
Ciji reprezentant pripada toj ravnini je linearna kombinacija vektora a i b.
Takoder, ako je vektor ¢ linearna kombinacija vektora @ i l;, tada postoji
reprezentant vektora ¢ koji lezi u ravnini AOB koju odreduju vektori @ i b.
Prema tome, bilo koja tri vektora su komplanarni ako i samo ako su linearno
2aUisni.
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3.3 Koordinatizacija prostora V3

U prostoru uvijek mozemo izabrati ¢etiri tocke, recimo O, Ay, Aa, A3, koje ne
leﬁfve u istoj ravnini. Tada je jasno da vektori @1 = OAy, do = OAsids =
OAs, za ¢ije smo predstavnike birali orijentirane duzine s istim pocetkom
O, nisu komplanarni, buduéi da njihovi predstavnici ne leze u istoj, odnosno
paralelnim ravninama. To nam govori da u vektorskom prostoru V3 uvijek
postoje tri vektora koja nisu komplanarni (dakle, linearno su nezavisni).

Svaku uredenu trojku (@, da, @) linearno nezavisnih vektora ay, ds, ds €
V3 nazivamo bazom prostora V3.

Svaki vektor @ € V? mozemo na jedinstven nacin prikazati kao linearnu
kombinaciju vektora baze, tj. postoje jedinstveni skalari ¢1,%9,t3 € R takvi
da je

a = t1dy + tods + tsds. (20)

Zbog tog svojstva baze prostora V3 smatramo da je nas prostor trodimen-
zionalan. Posljedi¢no, svaka ¢etiri vektora u V3 su linearno zavisna.

Skalare t1, to, t3 u prikazu (20) nazivamo komponentama ili koordinatama
vektora @ u bazi (dy, de, @s3).

Uzmimo sada desni pravokutni koordinatni sustav s ishodistem u tocki
0. U parovima medusobno okomite osi sustava ozna¢imo redom s x (os
apscisa), y (os ordinata) i z (os aplikata). Za bazu u V3 uzmimo uredenu
trojku (;, j, /Z), pri ¢emu je i jedini¢ni vektor u pozitivhom smjeru osi z, j
jedini¢éni vektor u pozitivnom smjeru osi y, te k jedini¢ni vektor u pozitivnom
smjeru osi z naseg koordinatnog sustava. Primijetimo da je takav izbor
baze mogué¢, buduéi da su vektori i, f, k nekomplanarni, odnosno linearno

nezavisni.

=
!

=y

Slika 74: Desni pravokutni koordinatni sustav
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Kao §to je receno, za svaki vektor @ € V3 postoje jedinstveni skalari
az,ay,a, € R takvi da je

—

a= aﬁ—i— ayf+ azE.
Koordinate a,, ay, a, nazivamo pravokutnim koordinatama vektora d.
Preslikavanje @ — (az, ay, a.) sa skupa V3 na skup R3, koje svakom vek-
toru pridruzuje uredenu trojku njegovih pravokutnih koordinata, je bijekcija.
Takvo preslikavanje nazivamo koordinatizacijom prostora V3. Svaki vektor @
mozemo poistovijetiti s njemu pridruzenom uredenom trojkom (a,,ay,a).
Ako su @ = agi + ayj—i- askib = byi+ byj—k b,k prikazi vektora @ i b
u bazi (;, f, k) tada je, prema svojstvima koja vrijede za zbrajanje vektora i
mnozenje vektora skalarom,

—

A+b = (ag+be)i+ (ay+by)j+ (az +b.)k,
a—>b (ax_bx)i+(ay_by)j+( —b.)k,
td = tayi+tayj+tak (t€R).

Ako za predstavnika vektora @ uzmemo orijentiranu duzinu 0—1)4 s poce-
tkom u ishodistu O nageg koordinatnog sustava, tada su koordinate kraj-
nje tocke A te orljentlrane duzme upravo pravokutne koordinate vektora
a. Dakle, vektor @ = OA azi + ayj + azkz poistovje¢ujemo s tockom

A(ay, ay,a;). Vektor OA nazivamo radijvektorom, tj. wvektorom poloZaja
tocke A.

Z A

> A(ama Ay, az)

ﬂ = aJJr a(l,3+ azE
ak
E A - -
J @ v Y
. O

a,l

aJ—i— ay)

Gy

o
Slika 75: Poistovjetivanje radijvektora OA i tocke A
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Duljina vektora @ = azi + ayj—i— azE jednaka je duljini duzine OA, gdje
je 0(0,0,0) ishodiste, te A(as,ay,a.). Prema Pitagorinu poucku (slika 76)

vrijedi
|d| = \/a%—i—a%—l—ag.

A
a;

N Alag, ayaz)
04| = V& + a2 = a2 +|a2 + a2
kL /.
) A i a,
N >
d:vai—}—ai
Ay
17/

Slika 76: || = [OA] = | /a2 + a3 + a2

Za dane tocke A(az, ay, az) i B(bg, by, b.), pripadni vektori polozaja glase

Ei = agi+ ayf—i— ak i @ = byi+ byj—i- b, k. Tada vektor xﬁ u bazi (Z, 7, E)
ima prikaz

AB = A0+O0B

_ _0A+0B

—Q,t — ayj— azE + byl + byf—i— bZE
(be — az)i + (by — a,)j + (b, — a)k.

Odavde odmah dobivamo formulu za udaljenost tocaka A(as,ay,a) i
B(bs, by, b;). Naime, udaljenost tocaka A i B, u oznaci d(A, B) jednaka je
duljini vektora E , Sto iznosi

d(A, B) = \[(bs — az)? + (by — ay)? + (b: — a2)2
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Primjer 3.3.1. U prostoru su dane tocke A(3,—3,5), B(1,47 6) C(2,3,7).
Naéi prikaze vektora @ = /ﬁ F=ACic=a +bu bazi (7, ], k).
Rjesenje.
= (1=3)i4+(4+3)j+(—6—5)k= —2Z+ 7j - 11k,
(2 - 3)Z+ (3+43)j+ (7 —5)k = —i + 65 + 2k,

= (=2 —1)i+ (T+6)] + (11 + 2)k = —37 + 13] — k.
Primjer 3. % adanl su vektori @ = 37 — 5] +kib=2i+ 6_] — 4k. Nadi
vektore @ + b, 3d i 2d — 3b.
Rjesenge.
G+b = 3i—5j+k+2i+6§—4k = (3+2)i+(-5+6)j+(1—4)k = bi+j -3k,
3a-3(3z—5j—|—/~c)—3 3i+3-(— 5)]+3 1/-6—92—15]—1-3]4:
2@ — 3b = 2(3i — 5] + k) — 3(2 + 6] — 4k) = —28j + 14k.
Primjer 3;3.3. Zimdam su vektori @ = 27 —3] +6k i b = 3i—4k. Naéi duljine
vektora @, bid+b.
Rjesenje.
|d| = /22 + (=3)2+62 = V49 =T,
5= ¢32+02 < = VB-=s,
i+b=2i— 3]+6k:+3@ 4k = 5i — 3] + 2k,
paje |@+b| = /52 + (—3)2 + 22 = V/38.

Uoc¢imo da je ﬁ = |a + b < |a@| + |b] = 12.

Vazno je napomenuti da za proizvoljne vektore a i b opcéenito vrijedi
nejednakost trokuta

a:

0] S
Il
S lel

®1 I

@+ b < |l + |2,
pa bi stoga bilo pogresno duljinu vektora @ + b racunati kao zbroj duljina

vektora d i b.

Primjer 3.3.4. Nadi jedini¢ni vektor istoga smjera i orijentacije kao vektor
a=23i—6j—2k.

Rjesenje. Trazeni vektor oznac¢imo s dy. Kako su vektori @ i dy istoga smjera,
to postoji t € R takav da je dp = ta@. Pritom je t > 0, buduéi da su vektori
a i dy jednako orijentirani. Nadalje, dy je jedini¢ni vektor, odakle slijedi

1= |do| = |ta] = [t||a] = t]al,
pajet:m.Prema tome,
. 1 1 . 1., 35 6- QE
ag = 54 = a=za=z1—=j— k.
|d| V32 + (=6)2 + (—2)2 7 T T
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Primjer 3.3.5. Ispitati linearnu zavisnost vektora @ = 31 + j — /Z, b =
—2i—4j+k, =i+ 2j— 5k
Rjesenje. Zapisimo nulvektor kao linearnu kombinaciju vektora @, b, ¢. Dakle,

—

413 + tob + t38 =0,

pri ¢emu su t1,to, t3 € R. Ako odavde zaklju¢imo da svi skalari 1, t2, t3 mo-
raju biti jednaki nuli, vektori @, b, ¢ bit ¢e linearno nezavisni. U protivnom,
ti vektori ée biti linearno zavisni.

Racunamo
0 = tad+tab+1s¢
t1(3i + 37— k‘) + tQ(—Qi — 45 + k‘) + tg(i + 25 — 5]6‘)
= <3t1 — 2ty + tg)i + (tl — 4ty + 2t3)j + (—tl + 1o — 5t3)k.

Sada je nulvektor prikazan kao linearna kombinacija vektora i j ks koeﬁ—
cijentima 3t; — 2ty + t3, t1 — 4t + 2t3, —t1 + to — 5t3. Kako su vektori z j, k
linearno nezavisni, zaklju¢ujemo

3t1 — 2t + ty3 = 0
t1 — 4ty 4+ 2t = 0
—t1 + to — bt = 0

Lako se provjeri da ovaj homogeni sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice
ima samo trivijalno rjesenje t; = 0, to = 0, t3 = 0. Prema tome, vektori
a, b, @ su linearno nezavisni.

—

PrlmJer 3.3.6. Ispltatl hnearnu zavisnost vektora @ = 2¢ +
3i — 3j+k:, c= —61+153+2k.

Rjesenje. Zapisimo nulvektor kao linearnu kombinaciju vektora a, b, ¢. Dakle,

[+ 2k, b =

<.

—

tid + t26—|— tsc =0,
pri ¢emu su t1,to, t3 € R. Odavde imamo

0 = td@+tab+ 5@
= 41(20 4 ] + 2k) + t2(3i — 3] + k) + t3(—6i + 15] + 2k)
= (2t1 + 3ty — 6t3)i + (tl — 3ty + 15t3)j + (2t1 +to + 2t3)k§.

Zbog linearne nezavisnosti vektora Z, f, k slijedi

260, + 3ta — ©6t3 = 0
ti1 — 3ty + 153 = 0
200 + to + 2t3 = 0
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Lako se provjeri da ovaj homogeni sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja.
Jedno rJesenJe tog sustava glasi t; = 3, to = —4 t3 = —1. Prema tome,
3G—4b—c= 0, pa zaklju¢ujemo da su vektori @, b ¢ linearno zavisni.

3.4 Skalarni produkt

Neka su a = O—1>4 ib= @ dva ne-nulvektora, ¢ije predstavnike izaberemo s
pocetkom u istoj tocki. Tada se kut ¢ medu njima definira kao mjerni broj
neorijentiranog kuta ZAOB takav da je 0 < ¢ < w. Ako je neki od vektora
qilib nulvektor, tada se pojam kuta ne definira.

B

S

-,

Slika 77: ¢ = Z(a,b)

Za kut izmedu vektora @ i b koristi se oznaka /(@,b).

Jasno je da pojam kuta ne ovisi o izboru predstavnika vektora. Takoder,
£(a@,b) = Z(b,a).

Kazemo da su vektori @ i b okomiti, i pisemo @.Lb, ako je Z(d, 5) =m/2.

Ne-nulvektori @i b su kolinearni ako i samo ako je (@, b) = 0ili Z(a,b) =

U vektorskom prostoru V3 uvodi se pojam skalarnog produkta dvaju
vektora.

Skalarni umnoZak (produkt) vektora d i b je realan broj koji oznacavamo
s @- b, a definiramo na sljede¢i nacin.

Ako je barem jedan od vektora a ili Bnulvektor, tada je @ - b=0.

Ako su 6,57& 0, tada je

@-b=|al-|b|cos£(a,b).

—.

Preslikavanje (d,b) — @
vektora.

Sl
»

a V3 x V3 u R nazivamo skalarnim mnoZenjem
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Skalarni kvadrat vektora @ je broj @ - @ = |a|?. Krade pisemo @2 = G - a.

Pomocéu skalarnog produkta mozemo karakterizirati okomitost dvaju ne-

nulvektora. Naime, vektori @ # 0 i b #£ 0 su okomiti ako i samo ako je
cos Z(d,b) = 0. Prema tome,

G- b=0<alb.

Skalarno mnozenje vektora ima sljedeca svojstva:

(@)@ b=b-a (komutativnost),

(b) (td)-b=d- (tb) =t(d@-b) (kvaziasocijativnost),

(c)(@+b)-¢=a-c+b-¢ a-(b+d=a-b+a-c
(dlstrlbutlvnost Skalarnog mnozenja prema zbrajanju vektora),

(d)a >0, i’=0sa=0,

gdje su a,b e V3, teR.

Primijetimo da za jedini¢ne, u parovima okomite, vektore ;,;, ku smjeru
koordinatnih osi desnog pravokutnog koordinatnog sustava vrijedi

P jeiE=] k=0,
ii=j-j=k- k=
Ako sua—aszraijrazklb—b ;+by]+b k:prlkam vektora @i b u

bazi (z, ], k:) prostora V3, tada se koristeéi svojstva skalarnog mnozenja lako
pokaze da se skalarni produkt vektora @ i b ra¢una po formuli

@-b=azby +ayby + azb..

Posebno,

odakle se dobije formula za izra¢unavanje norme vektora

|d@| = \/a2 + a2 + a2.

Konaéno, iz definicije skalarnog produkta vidimo da se kosinus kuta izmedu
vektora @, b # 0 rac¢una kao

con 235 = 2L
|| - [b]

odnosno
azby + ayby + ab,

V@ +ad a2 02403482

cos Z(a@,b) =
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Ako u gornju formulu za vektor b uvrstimo redom vektore baze 7,

vamo
cos Z(d,1) =
a2 +a2 +CL2
cos £(@, ) =
a2 + a2 + a2

cos Z(@, k) =
az + a2 + a?

8 8 8
S
& £ 8
< < <
N I I8

7.k dobi-

Vrijednosti cos Z(d, i), cos Z(d,j) i cos Z(d, k) zovu se kosinusi smjera vek-
tora @, jer je njima odreden smjer vektora @ u prostoru, odnosno kutovi koje
vektor @ zatvara s pozitivnim smjerovima koordinatnih osi x,y i z. Uo¢imo

da je .
cos? £(@,1) + cos? £(@, ]) + cos? L(d, k) =

Primjer 3.4.1. Nadéi skalarni produkt vektora @ = 27 + 5;— 3kib =

—67 + 2] + 10k.
Rjesenge.

@-b=(2i+5] —3k) - (—6i+2j +10k) =2 (—6) +5-2+ (—3) - 10 = —32.

Primjer 3.4.2. Zadani su vektori @ = —i — 7j + 11k i b = 6i + 9] — 12k.

Naéi skalarni produkt vektora 2ad + bi3a+2b.
Rjesenje. Imamo
2a+b—2(—z—7j+11k:) +6i+ 9] —12k—4z—5j+10k

33+ 2b = 3(—i — 7j + 11k) + 2(67 + 95 — 12k) = 97 — 3] + k.

Stoga je
(2@ +0b)- (33 +2b) = (47— 55+ 10k) - (97 — 3] + 9F)

= 4-94(=5)-(=3)+10-9 = 141.

Primjer 3.4.3. Nadi kut koji zatvaraju vektori @ = i + 2j — 2k ib =

6i — 37 — 2k.
Rjesenge.
- q-b 1-642-(=3)+(=2)- (-2
COSA( b) a . + ( )+( ) ( )

-,

Odavde slijedi Z(a, b) = 79.02°.

90
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Primjer 3.4.4. Nacéi kosinuse smjera vektora @ = i+ 2;— 2k.
Rjesenje. Duljina vektora @ je |d@| = /12 + 22+ (—2)2 = 3, pa kosinusi
smjera vektora @ iznose redom

. S 1 . Sz
cos Z(d,i) = a 17, =3 cos Z(d,j) = @

jal - [l

cos /(@ k) =

)

2
3

I

|l - []
ik _ -2

jal - [k| 3

Primjer 3.4.5. U trokutu ABC s vrhovima A(2,0,-1), B(-3,—1,1) i

C(1,2,3) naéi kut koji zatvaraju stranice AB i AC.
Rjesenje. Trazimo kut medu vektorima E i /ﬁ . Prikazi vektora E i ﬁ
u bazi (4,7, k) glase

AB = —5i— j+ 2K, AC = —i+ 2] +4F.

Iz formule za skalarni produkt dvaju vektora dobivamo

cosé(ﬁ,ﬁ) = |ff|
_ —5-(=1)+(=1)-2+2-4 :11\%

VR ()2 422/ (-1)2 422442 210 7
pa je A(ﬁ,ﬁ) ~ 64°.
P_I:imjgr 3._{1.6. _Nac’i parametar t € R tako da su vektori @ = 3i + tj— 11k
ib="Ti— 25+ 3k medusobno okomiti.
Rjesenje. Znamo da je @.Lb ako i samo ako jed- b = 0. Racunamo
@-b=(3i+tj—11k)- (Ti—2j+3k) =3-T+1t-(=2) —11-3 = -2t — 12,

Prema tome, @.Lb ako i samo ako je —2t — 12 =0, odnosno t = —6.

Primjer 3.4.7. Nadi skalarni produkt vektora @ = 5 — 3 i b = m + 27,
ako je |m| = 2, |i| =4 te Z(m,7) = F.
Rjesenje. Koristeéi svojstva skalarnog produkta racunamo

a-b = (5m—3i)- (m+ 27)

= 5 -m+ 10 - 7 — 37 - 17 — 67 -
5m - m 4 100 - 7@ — 3m. - 7 — 617 -
5|2 4 7m - 7 — 6|7
5|2 + 7|mi| - |7] cos £ (1, 77) — 6|7
{3-22—%7'2‘4-005%—6~42
= 20+56- 3 — 96 = —48.

1
INTETl
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Primjer 3.4.8. Nadi duljinu vektora @ = 2m — 37, ako je |m| = 3, |ii| = 2

te /(i) = T.

Rjesenje. Koristeéi svojstva skalarnog produkta racunamo

jal”

Dakle, |@| = 6.

=q-

a

(217 — 3i) - (2m — 37)
497y - 17y — 6 - 7§ — 671 - 17 + 97 -
A7y - 1Ty — 61 - 7 — 61 - 7T + 97 -
4m|? — 12 - 7 + 9|72
4|m|? — 12|m| - || cos Z(mh, i) + 9|7i|?
4-32-12-3-2-cos % +9-2?

36 — 72 5 + 36 = 36.

ST

3.5 Vektorski produkt

Vektorski umnozZak (produkt) vektora @ i b je vektor koji oznacavamo s @ x b,

a definiramo na sljedeéi nacin.

Ako su vektori @i b kolinearni, tada je @ x b=0.
Ako su d i b nekolinearni vektori, tada je duljina vektora @ x b jednaka

vektor @ x b je okomit na ravninu odredenu vektorima @ i bi orijentiran tako
da je uredena trojka (@,b,d x b) desna baza prostora V3. (To znaci da je

-

| |d| - |b|sm£( ,b),

vektorski produkt orijentiran po pravilu desne ruke, tj. . usmjerimo li kamprst
desne ruke duz vektora @, a srednji prst duz vektora b tada je vektor @ x b
orijentiran u smjeru ispruzenog palca desne ruke.)

ST

S

A

S

—

a

Slika 78: Vektorski produkt a x b
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Preslikavanje (@,b) — @ x b sa V3 x V3 u V3 nazivamo wvektorskim
mnozenjem vektora.

Napomenimo da se, za razliku od skalarnog mnozenja koje se moze de-
finirati u prostorima proizvoljne dimenzije, vektorsko mnozenje definira is-
kljuéivo u trodimenzionalnim prostorima. Njegova je primjena znacajna u
fizici i tehnici, gdje se mnoge veli¢ine kao npr. moment veli¢ine gibanja,
moment sile itd. opisuju odgovarajué¢im vektorskim produktom.

Iz definicije vektorskog produkta je vidljivo da je
bxd=—ax 5,

tj. vektorsko mnozenje je antikomutativno.

Takoder, vektorskim produktom moze se karakterizirati kolinearnost dva-
ju vektora. Naime, @ x b = 0 ako i samo ako su vektori @ i b kolinearni.

Nadalje, za nekolinearne vektore @ i b, |@ x 5| predstavlja povrsinu pa-

ralelograma razapetog vektorima & i b. Naime, ako s v oznafimo visinu

paralelograma, a s P njegovu povrsinu, te ako je ¢ = Z(a, 5), onda je (slika
79) sinp = %' odakle slijedi

P = |dlv = |@||b|sinp = |a@ x b).

S

Slika 79: |d@ x I;| je povrsina paralelograma razapetog vektorima a i b.

Vazna svojstva vektorskog mnozenja su:

(a) (td) x b=a x (th) =t(@x b) (te€R) (kvaziasocijativnost),

(b) (d+b)x=adxcé+bxé ax((b+c)=adxb+axc
(distributivnost vektorskog mnozenja prema zbrajanju vektora).
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Za jedini¢ne, u parovima okomite, vektore ;,j, k u smjeru koordinatnih
osi desnog pravokutnog koordinatnog sustava vrijedi

zxz-yxy—kxk—o
zxy—k 7 x k=1, k:xz—j
Ako su a a Z+ayj+azk1b—b z+byj+bk;pr1ka21 vektora @ i b

u bazi (z, ], k) prostora V3, tada se koristeéi svojstva vektorskog mnozenja
lako pokaze da se vektorski produkt vektora @ i b ra¢una po formuli

-

a x b= (ayb, — azby)i + (a:by — azb.)j + (azb, — ayby)k.

Ovu jednakost simbolicki zapisujemo u obliku determinante tre¢eg reda

- - -

R
axb=| a; Ay Gz |,
b b, b

koju racunamo razvojem po elementima prvog retka.

Primjer 3.5.1. Zadani su vektori @ = 2 — 4] + 3k b =17+ 3] — 9k:
T=—2i — j + k. Nadi vektore @ x b, (2d@ + b) x (b + 30).

Rjesenge.
i ]k
- -4 3 |- 2 3 |- 2 —4 >
axb = 2 -4 3 —‘ i—‘ ]+‘ k
3 -9 1 -9 1 3
1 3 -9
= 277+ 215 + 10k.
Nadalje, racunamo
2d + b = 2(2 — 47 + 3k) + (i + 3] — 9k) = 5i — 5§ — 3k,
b+3¢=(i+3]—9k) +3(—2i — j + k) = —5i — 6k,
pa je
o i ]k
(26+0b)x (b+38) = | 5 -5 —3
-5 0 —6
I AP I A PO A
o0 -6 -5 —6 77| -5 o0

= 30i +45] — 25k.
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=,

Primjer 3.5.2. Izracunati |@ x 3b| ako je |a@| = 4, |b| = 3, £(a@,b) = T
Rjesenge.

—.

l@x 36| = |3(@xb)| =3|a@xb| =3|al - |b]sin £(a,b)
— 3-4-3-sinT =36-% =183
Primjer 3.5.3. Nadi povrsinu paralelograma razapetog vektorima a — 2b i
4d + 3b, ako je |d| = 3, |b] =2, Z(d,b) = §.
Rjesenje. Povrsina paralelograma jednaka je P = |(@ — 2b) x (4@ + 3b)|.
Koristeéi svojstva vektorskog produkta imamo
P=|(@—2b)x (4G+3b)| = |4@x @+ 3@ xb—8bx d—6bx b
= [0+3@xb+8ixb+ 0] =11 x b
= 11|@ x b| = 11|a] - |b| sin £(@, b)
11-3-2-¥2 =332,
Primjer 3.5.4. Naci povrSinu trokuta s vrhovima A(2,3,-2), B(—1,4,2)
i C(5,0,—10). Naéi visinu na stranicu AB.
Rjesenje. Povrsina trokuta ABC' jednaka je polovici povrsine paralelograma
razapetog vektorima AB i 1@; dakle Papc = 3|AB x AC|.

C

B
A
Slika 80: Pypc = L|AB x AC|

Prikazi vektora xﬁ i @ u bazi (;, 7, l;) su
AB = —37+j+4E, AC =3i—3j -8k,

pa je .
i ]k
Exﬁ: -3 1 4

3 -3 -8

= 47 — 125 + 6k.
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Sada je Papc = L|AB x AC| = 3/2Z+ (—12)2 + 62 = 7.
Duljina stranice AB iznosi ]E| = /(—3)2 + 12 + 42 = /26, pa je visina
u trokutu ABC na stranicu AB jednaka

v_2ch_2-7_7%%
AB| V26 13

3.6 Mjesoviti produkt

y
X
~—~
o

Mjesoviti produkt vektora d, l_;, ¢ V3 je broj (
Vrijedi

Pomoc¢u mjesovitog produkta moze se karakterizirati komplanarnost triju
vektora. Naime, ako je @ X 57& 0ic+#0,tada je (a@x E) -¢ = 0 ako i samo ako
je vektor ¢ okomit na vektor @ x g, odnosno vektor € lezi u ravnini paralelnoj
s vektorima @ i b. Prema tome, (@ x E) -¢ = 0 ako i samo ako su vektori a, g, c
komplanarni.

Ako su vektori a, E, ¢ nekomplanarni, i ako je pritom (@, 5, @) desna baza
prostora V3, tada je volumen V paralelepipeda kojeg oni razapinju jednak
vrijednosti mjesovitog produkta (@ x b) - & Ukoliko baza (&, b, @) nije desna,
mjeSoviti produkt (@ x l;) - ¢ je negativan broj, a volumen paralelepipeda
iznosi V = —(a x 5) - C. Stoga je uvijek

—.

V=|@xb-d.

a

=

Slika 81: |(a@ x 5) - @] je volumen paralelepipeda razapetog vektorima @, biec
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Nadalje, ako su d@ = amf—i-ayf—i-azlz, b= bmz_"—i-byj—&—bzlzi c= cJ—i—cyj%—cz/Z
prikazi vektora @, b i & u bazi (i, ], /;) prostora V3 tada se, koristeéi svoj-
stva skalarnog i vektorskog mnozenja vektora, lako pokaze da se mjeSoviti
produkt vektora (a@ x g) - ¢ ra¢una pomocu determinante

@xb)y-é=|by b, b
Cx Cy C

—

Primjer 3.6.1. Zadani su vektori @ = 3i + ] — 6k, b =i+ 27 + 4k i
&= —2i + j — 2k. Naéi mjesovite produkte (@ x b) - Zi (¢ x b) - @.

Rjesenje. Imamo

3 1 —6
@xb)-é¢=| 1 2 4 |=-60,
—2 1 -2

odakle se koristenjem svojstava vektorskog i mjesovitog produkta dobije
(Exb)-d=(bxa) -é=—(axb) &=60.

Primjer 3.6.2. Ispitati komplanarnost vektora @ = 2i + j + ZE b
37+ k, &= —6i+15] + 2k.

Rjesenje. Primijetimo da smo u primjeru 3.3.6 pokazali da su vektori @, b, ¢
linearno zavisni, odnosno komplanarni. Sada znamo da se komplanarnost
vektora @, b, @ moze provjeriti i racunanjem mjesovitog produkta (@ x g) - C.
Kako je

2 1 2
(@xb)-c=| 3 -3 1|=0,
—6 15 2

zakljuéujemo da su vektori @, 5, ¢ komplanarni.

PrlmJer 3.6.3. Nadi parametar t € R tako da vektori a=3i—2j+ 8k
b=Ti+ 6] +thicé=1i+ 2] — 4k budu komplanarnl te zatim vektor ¢
prikazati kao linearnu kombinaciju vektora @ i b.

=,

Rjesenje. Vektori @, 5,5 su komplanarni ako i samo ako je (@ x b) - ¢ = 0.
Kako je
3 -2
(@xb)-=|7 6 t |=—8t—064,
1 2 —4

to su vektori a, g, ¢ komplanarni ako i samo ako je —8t — 64 = 0, odnosno
t=-8.
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Zapisimo vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i b. Dakle,
¢ = ai+ Bb
za neki izbor skalara a, 8 € R. Sada je

P42 —4k = «3i — 2]+ 8k) + B(Ti + 6] — 8k)
= Ba+T70)i+ (—2a+68)j + (8a — 85)k.

Odavde zbog linearne nezavisnosti vektora Z, j, k slijedi

3 + 78 = 1
—2a + 68 = 2
8a — 88 = —4
Jedinstveno rjeéenje ovoga sustava glasi a = —i, b = i. Prema tome,

8:_Za+ b

Prlmjer 3.6.4. Nac1 Volumen paraleleplpeda razapetog vektorima a = i—
2] + k b=2—3kicd= —i— 7+ 2k te visinu paralelepipeda na bazu
razapetu vektorima @ i b.

Rjesenje. MjeSoviti produkt iznosi

1 -2 1
(@xb)-c=| 2 0 =-3|=-3,
-1 -1 2
pa je volumen paralelepipeda V = |(@ x 5) d=|-3l=3.
Baza razapeta vektorima a i b je paralelogram povrsine P = |@ X 5]
Vektorski produkt @ x b je vektor
D A A
axb=|1 -2 1 |=61+5j+4k,
2 0 =3

odakle je P = |@ x b| = V6% + 52 + 42 = \/77.

Konacno, visinu v paralelepipeda dobit ¢emo tako da njegov volumen
podijelimo s povr§inom baze; dakle

V. 3 37T
P 7T 1T

98



4. Analiticka geometrija prostora 99

4 Analiticka geometrija prostora

4.1 Ravnina u prostoru

Polozaj ravnine u prostoru moze se odrediti na razne nacine. Opisimo neke
od njih.

Polozaj ravnine u prostoru jednoznac¢no je odreden jednom njezinom
tockom i vektorom normale, tj. vektorom okomitim na tu ravninu. Neka
je u desnom pravokutnom koordinatnom sustavu s ishodistem u tocki O i
jedini¢nim vektorima i, f, ku pozitivnim smjerovima koordinatnih osi z,y, 2
redom zadana tocka Ty (zg, Yo, 20) 1 vektor N = Ai + Bj + Ck razlicit od
nulvektora. Zelimo naéi jednadzbu ravnine 7 koja sadrzi tocku Tp i okomita
je na vektor N.

—

Slika 82: Ravnina 7w odredena tockom Tg i vektorom normale [NV

Uocimo, tocka T'(z,y,z), T # Ty, pripadat ¢e ravnini 7 ako i samo ako su
vektori Ty7 i N medusobno okomiti, §to znaci da je njihov skalarni produkt
jednak nuli. Takoder, za T' =Ty je ToT = 0, sto daje N - TyT = 0. Dakle,

TEW@N'IT()?:O.

Kako je T(ﬁ") = (z—z0)i+ (y—y0)j + (z — 20)k, to jednakost N - Ta? =0
mozemo zapisati kao A(x — zop) + B(y — yo) + C(z — 29) = 0.

Prema tome, ravnina 7 odredena tockom Ty(z0, 4o, 20) 1 vektorom nor-
male N = Ai + Bj + Ck # 0 je skup svih tocaka T(z,y, z) ¢ije koordinate
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zadovoljavaju jednadzbu

Az — x0) + By — yo) + C(z — 29) = 0. (21)

Stavimo li D = —Axy — Byg — Czp, tada jednadzbu (21) ravnine 7 mozemo
zapisati u obliku

Ar+By+Cz+ D = 0. (22)

Jednakoséu (22) dan je opdéi ili implicitni oblik jednadzbe ravnine 7.
Osim u skalarnom, jednadzbu (22) mozemo zapisati i u vektorskom

obliku. Naime, ozna¢imo li s 7 := ﬁ radijvektor, tj. vektor polozaja,
tocke T, tada je N - 7= (Ai+ Bj + Ck) - (vi + yj + zk) = Ax + By + C=z.
Prema tome, vektorski oblik jednadzbe (22) glasi

N.-74+D=0. (23)

Nadalje, oznac¢imo li s 7y := Oio radijvektor tocke Ty, tada je

N -7 = (Ai + Bj + CE) - (x0i + yoJ + z0k) = Azg + Byo + Czo = —D,
pa jednadzbu (23) mozemo pisati u obliku

N.-7#=N-7. (24)

Dakle, tocka T pripada ravnini 7 odredenoj tockom Tj i vektorom normale
N, ako i samo ako njen radijvektor 7= OT" zadovoljava jednadzbu (24).

AkojeA;éO,B#O,C#OiD#0,0ndauzoznakem:—%,n:—%

i p=—2 jednadzbu (22) mozemo zapisati u obliku
x z
LA A} (25)
m nop

koji nazivamo segmentnim oblikom jednadzbe ravnine 7.

Uoc¢imo da tocke Ti(m,0,0), T2(0,7n,0) i 75(0,0,p) pripadaju ravnini 7
buduéi da njihove koordinate zadovoljavaju jednadzbu (25). Odavde vidimo
da su m, n i p odsjecci (segmenti) koje ravnina odsijeca na koordinatnim
osima (slika 83). Otuda potjece naziv segmentni oblik jednadzbe ravnine.
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Slika 83: Segmentni oblik jednadzbe ravnine 7

Osim tockom i vektorom normale, ravnina je jednoznac¢no odredena je-
dnom svojom tockom i dvama nekolinearnim vektorima koji su paralelni s
ravnmom Neka Je zadana tocka To(mo, yo,zo) i dva nekolinearna vektora
a= axz + ay] + azk: ib= bmz +byj + b, k. Zelimo nadi Jednadzbu ravnine
koja prolazi tockom Ty, a paralelna je s vektorima @ i b.

N

Slika. 84: Ravnina m odredena tockom Tg i vektorima a i b

Da bi tocka T'(z,y, z) pripadala ravnini 7, nuzno je i dovoljno da su vektori

ToT, di b komplanarni, Sto znaci da je njihov mjeSoviti produkt jednak nuli,
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tj. (ﬁ X a) - b=0. Ovu jednakost mozemo zapisati u obliku determinante

r—xo Y—Yo =< — %0
Qg ay ay :0 (26)

i njome je dana jednadzba ravnine 7w odredene tockom Tj i dvama nekoline-
arnim vektorima @ i b.

Ravninu je moguée jednoznacno zadati i trima tockama Ti(x1,y1,21),
To(x2,y2, 22) 1 T5(x3, Y3, 23) koje ne leze sve na istom pravcu.

IN

Slika 85: Ravnina 7w odredena tockama 17, 15 i T3

Naime, tada su vektori @ = 11715 i b= T17T35 nekolinearni i paralelni trazenoj
ravnini. Prema tome, ravnina sadrzi tocku 77, a paralelna je vektorima & i
g, ¢ime smo ovaj slucaj sveli na prethodni. Prema (26), zakljucujemo da jed-
nadzba ravnine odredene tockama T (z1, y1, 21), T2(x2, Y2, 22) 1 T3(x3, Y3, 23)
glasi

r—r1r Y-y z2—z2

xo—x1 Y2—y1 22—z [ =0. (27)

T3 —T1 Ys—Yi1 23— %1
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Udaljenost tocke od ravnine

Neka je zadana tocka Tp(xo, yo, 20) 1 ravnina 7 jednadzbom
Ax+By+Cz+ D =0.

Pod wudaljenoséu tocke Ty od ravnine m podrazumijevamo udaljenost tocke
Ty od njezine ortogonalne projekcije P na ravninu 7.

Ty

=

>
P

Slika 86: Udaljenost tocke Ty od ravnine

Vektor ]3?0 _iX}ektor normale N = Ai + Bf+ Ck ravnine T su kolinearni,
pa je Z(N,PTy) = 0 ili é(ﬁ,ﬁo) = 7. Stoga je |cosé(]\7,]71?0)| =11z
formule za skalarni produkt dvaju vektora

— — e —
N - PTy = |N| - |PTy| cos £(N, PTy)
slijedi . N
N - PTy| = |N| - |PTgl| cos Z(N, PTy)| = |N] - |PTq),

pa je udaljenost tocke T od ravnine 7, u oznaci d(7p, 7), jednaka
—
d(Ty, ) = |PTh = =—==01, (28)
Kako tocka P pripada ravnini 7, to njezin radijvektor O? zadovoljava jed-

nade;u}(QS), tj. vrijedi N - OP + D = 0, odnosno N - 0P = —D. Nadalje,
N-OT) = (A;+ Bf—i— C’E) . (a:og—i- yof—k zOE) = Axg + By + Czy. Sada je

N'P?O:N-(O?O—O?)2]\7'0?0—]\7-0?214330—{—33/04-0204-1),
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te |N| = VA2 + B2 + C2, pa se uvrstavanjem u formulu (28) dobije

_ |Azo + Byo + Czo + D]
Whm = =i (29)

Udaljenost paralelnih ravnina

Ako su 7 i mo dvije paralelne ravnine, tada se njihova udaljenost, u oznaci
d(my1,m2), racuna kao udaljenost bilo koje toc¢ke T' ravnine 7o od ravnine 7.

T2

>~

Uy!

Slika 87: d(m,m2) = d(T,m1)

Kut izmedu dviju ravnina

Ako se ravnine 7 i o sijeku po pravcu p, tada se kut medu njima definira
kao kut izmedu pravaca koji su presjecnice tih ravnina i bilo koje ravnine
okomite na pravac p. Pritom se uvijek uzima da je mjera kuta iz intervala
[0, 7]. Drugim rijecima, radi se o kutu koji zatvaraju vektori normala ravnina
71 1 79, odnosno o suplementu toga kuta, ovisno o tome koji je od ovih dvaju
kutova manji.

Neka su ravnine 7 i m9 zadane redom jednadzbama Aix + By + Ci1z +
Dy =01 Asz 4+ Boy + Coz + Dy = 0. Njihovi vektori normala su ]\71 =
Ay + BJ—i— Cﬂg i Ny = Aogi + B2;+ CQE. Oznacimo s ¢ kut koji zatvaraju
ove dvije ravnine. Uvazimo li da ¢ € [0, 5], imamo cos ¢ = | cos Z(N1, Np)|,
pa iz formule za skalarni produkt dvaju vektora slijedi

N - N:
oswz%, (30)
[N1| - [N
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odnosno

‘A1A2 + B1By + 0102‘
VA + B+ C3\ /A3 + B3 +C3
Ravnine 7 i my su paralelne ako i samo ako su njihovi vektori normala
kolinearni, tJ postojit € R takav da je Ni = tNo. Dakle, Alz—l—Bl] +Cik =
tAQl + thj + tCQk odnosno Al = tAQ, By = tBQ, Cl = tCQ za neki t € R.
Odavde zaklju¢ujemo da su ravnine 7 i mo paralelne ako i samo ako je

Al_Bl_Cl

Ay By Gy

cosp =

(U slucaju da je neki od nazivnika jednak nuli, smatramo da je pripadni
brojnik takoder jednak nuli.)

Ravnine 71 i w9 su okomite ako i samo ako su njihovi vektori normala
okomiti, tj. N7 - Ny =0, odnosno

A1As + B1By + C1Cy = 0.

Primjer 4.1.1. Naéi jednadzbe koordinatnih ravnina xy, xz i yz.

Rjesenje. Koordinatne ravnine prolaze ishodistem O(0,0,0) koordinatnog
sustava.

—

zy-ravnina ima vektor normale N = k. Prema (21), njena jednadzba je
0-(x—0)+0-(y—0)+1-(2—0)=0,

odnosno z = 0.
Vektor normale zz-ravnine je j, pa je njena jednadzba y = 0.
Vektor normale yz-ravnine je ¢, pa je njena jednadzba x = 0.

Primjer 4.1.2. Nadi jednadzbu ravnine koja prolazi tockom 7T'(—3,5,1) i
okomita je na os y.

Rjesen]e Kako je trazena ravnina m okomita na os y, to za vektor normale
N ravnine 7 mozemo uzeti bilo koji vektor kolinearan s j, recimo upravo j
Dakle, ravnina 7 sadrzi tocku 7'(—3,5,1) i ima vektor normale N =7, pa
je prema (21) njena jednadzba

... 0-(z+3)+1-(y—5)4+0-(2—1)=0,

tj.
m... y—5=0.
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Primjer 4.1.3. Naéi jednadzbu ravnine koja sadrzi tocku T'(2,0,-3), a
paralelna je ravnini 2z — 7y + 12z — 6 = 0.

Rjesenje. Trazena ravnina w je paralelna ravnini 71 ... 2z — Ty + 122 — 6 =
0, pa su stoga vektori normala ravnina 7 i 3! kohnearm Zato za vektor
normale N ravnine 7 mozemo uzeti vektor N = 27 — 7] + 12k. Osim toga,
ravnina 7 sadrzi tocku 7'(2,0, —3), pa je prema (21) njezina jednadzba

... 2x—-2)—-Ty—0)+12(2+3) =0,

odnosno
m... 2x—Ty+122+4+32=0.

Primjer 4.1.4. Naéi jednadzbu ravnine koja sadrzi tocku T'(1,—1,2), a

okomita je na ravnine 3z —y + 52 —4=0ix+2y—3z2+1=0.

Rjegenje Kako je trazena ravmna 7 okomita na ravninu 7y ... 3z — Y+ 5z —
= 0, to je njen vektor normale N V okomit na vektor normale N L =3i— j+5l<:

ravnine 7. Ravnina 7 je okomita i na ravninu mo ... x +2y —32+1 =0, pa

je stoga N okomit i na vektor normale Ny = 7 + 2;— 3k ravnine . Dakle,

mozemo uzeti

B K A L
N=NixNy=|3 -1 5 |=-Ti+14j+7k.
1 2 =3

Osim toga, ravnina 7 sadrzi tocku T, pa je prema (21) njena jednadzba
... —Tx—-1)4+14y+1)+7(z—-2)=0,

odnosno
T... z—2y—2z—-1=0.

Primjer 4.1.5. Naéi jednadzbu ravnine koja prolazi tockama A(2,—1,3),
B(1,0,4) i C(~2,—5,1).
Rjesenje. Prema (27), jednadzba ravnine m odredene tockama A, B i C je

r—2 y—(-1) z-3 r—2 y+1 z-3
0= | 1-2 0-(-1) 4-3|=| -1 1 1
—2-2 —5-(-1) 1-3 4 4 -2

= (razvoj po elementima 1. retka)
= 2z —-2)—6(y+1)+8(z—3),
t].
m... x—3y+4z—-17=0.
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Primjer 4.1.6. Nadi jednadzbu ravnine koja prolazi tockama A(4,3,0) i
B(6,3,—1), a okomita je na ravninu x — 3y + 7z — 9 = 0.

Rjesenje. Kako trazena ravnina m prolazi tockama A i B, to je njen vektor
normale N okomit na vektor AB = 27 — k. Nadalje, ravnina 7 je okomita
na ravninu 7 ... £ — 3y + 7z — 9 = 0, Sto znaci da je N okomit na vektor
normale Ny =i — 3;—# 7k ravnine 1. Zato je

) A o
N=ABxNi=|2 0 —1|=-37—15]— 6k
1 -3 7
Ravnina 7 prolazi tockom A(4, 3,0) i ima vektor normale N = —3i—15; —6k,
pa je prema (21) njena jednadzba
... —3(x—4)—15(y—3)—6(z—0)=0,

t].
m... x+5y+2z—-19=0.

Primjer 4.1.7. Naéi jednadzbu ravnine koja je paralelna osi z, na x-osi
odsijeca odsjeCak 4, a na y-osi odsjecak —2.

Rjesenje. Kako je trazena ravnina 7... Ar+ By+ Cz+ D = 0 paralelna osi
z, to je njezin vektor normale N = Ai+ Bf—k Ck okomit na vektor smjera osi
z, tj. na vektor k. Stoga je N k= 0, tj. C = 0. Dakle, op¢i oblik jednadzbe
ravnine 7 je Ax + By+ D = 0 (bez ¢lana Cz), pa je odgovarajuéi segmentni
oblik (vidi (25)) bez ¢clana £, tj.

r .y

—+==1
m n
Pritom je m =4 in = —2, pa je segmentni oblik jednadzbe ravnine 7
T Y
e 4+ ==1
™ 1 + — ,

a op¢i oblik

T... x—2y—4=0.
Primjer 4.1.8. Nadi jednadzbu skupa tocaka koje su jednako udaljene od
tocaka A(3,2,—1) i B(1,0,5).

Rjesenje. Skup tocaka koje su jednako udaljene od tocaka A i B je ravnina
7 koja prolazi polovistem T'(xp,yr,zr) duzine AB i ima vektor normale

N =AB = -2i— 2]—1— 6k. Koordinate polovista T' su redom:
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za+2xp 341

= = = 2
xT 9 2 )
_ yatys 240 1
yr = B — 5 b
I zA+zB_—1+5_2
S
Dakle, ravnina 7 prolazi tockom 7'(2,1,2) i ima vektor normale N=-2—

27 + 6k, pa je prema (21) njena jednadizba
oo —2x—-2)—2(y—1)+6(z—2)=0,

tj.
T... z4+y—32+3=0.

Primjer 4.1.9. Naéi udaljenost tocke T'(5, —1,2) od ravnine z + 2y — 2z +
10 =0.

Rjesenje. Udaljenost tocke T'(5,—1,2) od ravnine 7... z + 2y — 2z + 10 =
0 izra¢unat ¢emo pomoc¢u formule (29). Koordinate tocke T' su xp = 5,

yo = —1 i zg = 2; koordinate vektora normale ravnine 7w su A =1, B=21
C = -2, a D =10. Prema (29) imamo

|A1’0+By0+0Z0+D‘ _ |1~5—|—2-(—1)—2-2—|—10| _@
A? 4+ B? 4 C? V12422 4 (=2)2 3

Primjer 4.1.10. Naéi udaljenost ravnina 3z —4dy+2+2 =019z — 12y +
3z + 15 =0.

Rjesenje. Vektor normale ravnine 7y ... 3x—4y+2+2 = 0je N, = 32—4j+l<:
a vektor normale ravmne mo ... 9z — 12y+3z—|— 15=0je Ny = 9i — 123 +3k.
Buduéi da je N, = 3N1, ravnine 71 i mo su paralelne. Stoga je udaljenost
ravnina 7 i mo jednaka udaljenosti bilo koje toc¢ke ravnine w9 od ravnine 7.
Uocimo Ty(0,0, —5) € ma. Prema (29) vrijedi

d(T,m) = =3.

Axg+ Byo+Cz + D
d(ﬂ'l,ﬂ'g) = d(To,ﬂ'l) ‘ 0 Yo 0 ‘

VA% + B2+ (C?
_3-0—4- 0+1 (=5)+2] 326
a V3 (4212 26

Primjer 4.1.11. Nadéi kut koji zatvaraju ravnine x — 2y + 2z + 13 =01
3r—4z+8=0.
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Rjesenje. Kut ¢ koji zatvaraju ravnine mry ... x—2y+2z+13 =0img... 3z—
4z +8 = 0 izracunat ¢emo pomocu formule (30). Vektor normale ravnine m;
je N1 =i —2j+ 2k, a ravnine 7 je vektor Ny = 3¢ — 4k. Prema (30) vrijedi

_|INi-N| 1-3-2-0+2-(—4) 5 1

NNy V1P (=224 22 B2 02 4 (-4 35 3

0S¢

pa je ¢ ~= 70.53°.

Primjer 4.1.12. Nadi kut izmedu ravnine koja prolazi tockama A(1,0,0),
B(0,2,—-1) i C(-1,1,1) i yz-ravnine.

Rjesenje. Vektor normale N ravnine m koja prolazi tockama A, B i C je

okomit na vektore zﬁ = —i4+2]— kiAC = —2 4]+ E, pa je
i j Ok B
M =ABxAC=|_-1 2 —1|=37+3j+3k

-2 1 1

Vektor normale yz-ravnine je Ny = i. Prema (30) imamo

_ ‘]\71']\72‘ _ 3 V3

0sp = — 5 = = —,
|N1| - |No| V32432432 3
pa je ¢ ~ 54.74°.

4.2 Pravac u prostoru

Polozaj pravca u prostoru jednoznacno je odreden jednom njegovom tockom
i vektorom smjera, tj. ne-nulvektorom s kojim je pravac paralelan. Neka je
zadana tocka Ty(xo,yo,20) 1 ne-nulvektor § = ai + bj + ck. Zelimo nadi
jednadzbu pravca p koji prolazi tockom T, a § mu je vektor smjera.

Tocka T'(x,y, z) pripadat ¢e pravcu p ako i samo ako su vektori Tp7" i
§ kolinearni, tj. ako i samo ako postoji t € R takav da je 1707 = t§. Ovu
jednakost mozemo zapisati kao

(z — 20)i + (y — y0)] + (2 — 20)k = tai + th] + tck,

a ispunjena je ako i samo ako vrijede sljedec¢e jednakosti:

r—x9 = Tta,
Yy—Y = tb7
z—zy = tc.
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Wy

/ TO

| <

Slika 88: Pravac p odreden tockom Ty i vektorom smjera §

Odavde dobivamo parametarski oblik Jednadzbe pravea p koji prolazi tockom
To (o, Yo, 20) 1 ima vektor smjera § = ai + bj + ck :

r = x9+ta
= yo+1b, t e R. (31)
z = zg+tc

Izrazimo li parametar ¢ iz jednadzbi (31):

r—x — zZ— z
‘= 0’ t:y yo’ = o’
a b c

dobivamo kanonski oblik Jednadzbe pravca p koji prolazi tockom Tp(xo, Yo, 20)

i ima vektor smjera §= ai + bj + ck :
T—%o _Y—Yo Z— 20

a b ¢ (32)

(Ako je neki od koeficijenata a, b, ¢ u (32) jednak nuli, podrazumijevamo da
je odgovarajuéi brojnik takoder jednak nuli.)

Osim jednom tockom i vektorom smjera, polozaj pravca u prostoru
jednoznacéno je odreden i dvjema razli¢itim tockama koje mu pripadaju.
Naime, ako tocke T (z1,y1,21) 1 Ta(z2,y2, 22) pripadaju pravcu p, tada je
§=T1Ty = (x9 — xl)f—l— (y2 — y1)3+ (29 — zl)E njegov vektor smjera. Sada
iz (31) dobivamo parametarski oblik

r = x1+ t(xg — :L'l)
Y1 + t(y2 - yl)v te Ra (33)
z = 1+ t(ZQ — 21)
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a iz (32) kanonski oblik

r—x1 :y_yl :Z—Z1 (34)
T2 — X1 Y2 — Y1 22— 21

jednadzbe pravca p kroz tocke T1(x1,y1,21) 1 Ta(z2, y2, 22).

Konacno, pravac je mogucée zadati i kao presjek dviju ravnina koje nisu
paralelne. Neka su ravnine 71 i mo zadane jednadzbama Ajx + By + Ciz +
Dy =01 Ayx + Byy + Coz + Dy = 0 redom i neka ne vrijedi 41 = 5 = &1,
tj. te ravnine nisu paralelne. Neka je pravac p presjek ravnina m; i mo.
Tada pravac p ¢ine sve tocke T'(x,y, z) Cije koordinate zadovoljavaju sustav

linearnih jednadzbi

Aix + By + Ciz + Dy = 0
Asx + Boy 4+ Coz + Dy = 0

Bududi da pravac p 1621 u ob je ravnine, to je njegov vektor smjera kolinearan
S N1 X NQ, gdje su N1 i Ng vektori normala ravnina 7 i w9 redom.

Udaljenost tocke od pravca

Neka je zadan pravac p i tocka To(xo, Yo, 20) koja ne lezi na pravcu p. Zelimo
izracunati udaljenost tocke Ty od pravca p. Postupamo na sljedeéi na¢in. U
ravnini odredenoj pravcem p i tockom Tj povucemo pravac q kroz tocku Ty
okomit na pravac p (v. sliku 89). Neka je tocka S presjek pravaca p i gq. Uda-
ljenost tocke Ty od pravca p, u oznaci d(Tp, p), jednaka je udaljenosti tocaka
To i S. Sada na pravcu p uzmimo proizvoljnu tocku 7). Za predstavnika
vektora smjera § pravca p uzmimo orijentiranu duzinu s pocetkom u tocki
T1. Konstruirajmo paralelogram razapet vektorima 177 1 §.

Slika 89: Udaljenost tocke T od pravca p

111



4. Analiticka geometrija prostora 112

Uocimo, d(Tp,p) = d(Tp,S) je duljina visine tog paralelograma. Kako je
povrsina paralelograma P = |T1Tj x 5], a duljina njegove osnovice |5], to je
duljina visine paralelograma jednaka kvocijentu njegove povrsine i duljine

osnovice, tj. vrijedi
T
iy, ) = BT
5

Prema tome, udaljenost tocke Ty od pravca p s vektorom smjera § racunamo

po formuli
T TG x 3]
I

pri ¢emu je T proizvoljna tocka pravca p.
Primijetimo da je formula (35) valjana i u slu¢aju Ty € p. Naime, tada
su vektori 717} i § kolinearni, pa je T' T x § = 0. Odavde slijedi d(To,p) = 0.

d(To, p) = (35)

Udaljenost paralelnih pravaca

Ako su pp i po dva paralelna pravca, tada je njihova udaljenost, u oznaci
d(p1,p2), jednaka udaljenosti bilo koje tocke pravca py od pravca p; (slika
90). Uzmimo proizvoljne tocke 11 € p; i Ty € po. Koristedi formulu (35)

zaklju¢ujemo da je udaljenost paralelnih pravaca p; i pa, ¢iji je vektor smjera
g, jednaka d(T»,p1) Sto iznosi

—
d(p1,p2) = TIT’;Xﬂ (36)

Slika 90: d(p1, p2) = d(T3, p1)
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Udaljenost mimosmjernih pravaca

Za pravce koji se ne sijeku i nisu paralelni kazemo da su mimosmjern: ili
mimoilazni.

Ako su pravci p; i po mimosmjerni, tada postoje paralelne ravnine mp i
m takve da je p; C m 1 pa C mo (v. sliku 91). Stoga je udaljenost pravaca p;
i p2 jednaka udaljenosti ravnina 7 i mo. Kako su ravnine m; i mo paralelne,
to se njihova udaljenost racuna kao udaljenost bilo koje tocke ravnine o
od ravnine 71. Uzmimo sada proizvoljnu tocku T» € py C mo. Prema (28)

vrijedi
_ NPTy

d(p1,p2) = d(Tp,m)
|V

(37)
gdje je P ortogonalna projekcija tocke T na ravninu 71, a N vektor normale
ravnine 7 (te ujedno i ravnine 7o buduéi da su te ravnine paralelne).

Oznaimo sa 57 1 So vektore smjerova pravaca pp i po redom. Kako pravac
p1 lezi u ravnini 71, to je njegov vektor smjera §; okomit na vektor normale
N ravnine m1. Pravac pg lezi u ravnini mo, pa je njegov vektor smjera So
okomit na vektor normale N ravnine ms. Po definiciji vektorskog produkta,
§1 X 89 je vektor okomit na oba vektora 57 i §2. (Uo¢imo, §1 X 5o # 6, bududi
da vektori §7 i §5 nisu kolinearni, jer pravci p; i pe nisu paralelni.) Stoga za
vektor normale N mozemo uzeti N = 51 X §9.

4 T~

N
| P[>
T
T G §1

Slika 91: Udaljenost mimosmjernih pravaca p; i p2
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Neka je 17 proizvoljna tocka pravca p;. Kako je P € w1, te takoder
T, € m, prema (24) zakljucujemo da vrijedi

Stoga je
L — . .
N.PT, = N-(OTy—OP)=N- W—N oP
e o .
— N.OT,-N.OT, =N - (0T — OT}) = N - i Ts.
Uvrstimo dobivene izraze u (37). Tada je udaljenost mimosmjernih pravaca
p1 1 po Ciji su vektori smjerova §p i §5 jednaka

R R —
|(81 X 82) . T1T2|
\51 X §2|

d(p1,p2) = (38)
gdje su T} € p1 i Ty € p2 dvije proizvoljno birane tocke.

Jasno je da se formula (38) ne moze primijeniti za racunanje udaljenosti
paralelnih pravaca, buduéi da su vektori smjerova takvih pravaca kolinearni,
pa je nazivnik u formuli (38) jednak nuli.

Nuzan i dovoljan uvjet da se neparalelni pravci p; i p2 s vektorima smje-
rova §1 i 85 sijeku jest da su vektori §, §5 i 7175 komplanarni, odnosno
(81 x &) - ThTo = 0, za neki izbor tocaka T € p1 i Ty € pa. Stoga je formula
(38) valjana za ra¢unanje udaljenosti ne samo mimosmjernih pravaca, nego
i pravaca koji se sijeku.

Prema tome, Zelimo li izra¢unati udaljenost dvaju pravaca, najprije ¢emo
provjeriti jesu li dani pravei paralelni, tj. vrijedi li §; x § = 0. Ako su pravci
paralelni, za ra¢unanje njihove udaljenosti koristit ¢emo formulu (36). Ako
pravci nisu paralelni, tada se njihova udaljenost racuna pomoc¢u formule

(38).
Kut izmedu dvaju pravaca

Kut izmedu dvaju pravaca je kut koji zatvaraju njihovi vektori smjerova
ili suplement toga kuta, ovisno o tome koji od ova dva kuta ima mjeru iz
intervala [0, 5.

Neka su zadani pravci p; i po s vektorima smjerova §; i S redom.
Oznacimo s ¢ kut izmedu ovih dvaju pravaca. Kako je ¢ € [0, 5], vri-

jedi cosp = |cos Z(51,352)|. Iz formule za skalarni produkt dvaju vektora
imamo 55
5152

COSY = ~5——5 - 39

EIRE] )
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Ako su vektori smjerova zadani svojim koordinatama §; = aJ—i— bJ—i— clg,
85 = agi + baj + cok, tada gornju formulu moZemo zapisati kao

|aras + biba + cica|
Va0 4 Ga3+ b+ 3

cosp =

Kut izmedu pravca i ravnine

Pravac p je okomit na ravninu 7 ako i samo ako su vektor smjera § pravca
p i vektor normale N ravnine 7 kolinearni, tj. postoji t € R takav da je
§=tN.

Ako pravac p nije okomit na ravninu 7, tada je ortogonalna projekcija
pravca p na ravninu 7 pravac. Kut izmedu pravca p i ravnine 7 definira se
kao kut izmedu pravca p i njegove ortogonalne projekcije p’ na ravninu
(slika 92).

Neka je N = Ai+ Bj + Ck vektor normale ravnine 7, a § = ai + bj + ck
vektor smjera pravca p.

Oznacimo s 1 kut izmedu pravca p i ravnine 7. Neka je ¢ € [0, 5] kut
izmedu vektora smjera pravca p i vektora normale ravnine 7 ili suplement
toga kuta, ovisno koji je od ovih dvaju kutova manji. Tada je 1 = § — .
Stoga je

sin ) = sin (g — <,0) = coSs .

=

gy

Slika 92: Kut izmedu pravca p i ravnine 7
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Iz formule za skalarni produkt dvaju vektora slijedi

. g N
cosp =|cos Z(§,N)| = 15 _! ,
|51 [NV
pa je
2 N
sinty = Lj, (40)
|51 [NV
odnosno
laA 4+ bB + cC|

siny =

Va2 + 02+ 2JA2 r B2+ C?
Posebno, pravac p i ravnina 7w su paralelni ako i samo ako je v = 0,

odnosno §- N = 0.

Primijetimo da je formula (40) valjana i u slu¢aju okomitosti pravca p
na ravninu 7. Zaista,

N
L 81N i} i}
& [8]-[N|-|cos Z(5,N)| = [5] - [N| & |cos £(5,N)| =1
& Z(EN)=0 ili Z(§N)=m=

& §i N su kolinearni.

Yp=7 & sinyp=1s =1«|3-N|=|3|N|

Primjer 4.2.1. Provjeriti pripada li tocka 7'(2,1,—4) pravcu %‘3 = yTJFS =
-5

Z_3 .

Rjesenje. Uvrstimo koordinate tocke T' u jednadzbu pravca p... %3 =

‘%8 = 222 Bududi da je

2-3 148 —4-5
5 7 3 =37

tocka T ne pripada pravcu p.

Primjer 4.2.2. Nadi jednadzbu pravca koji prolazi tockom T'(2,—3,6), a
paralelan je vektoru § = 3i + j — 11k.

Rjesenje. Buduéi da je trazeni pravac p paralelan vektoru &, to je § vektor
smjera pravca p. Prema (32), jednadzba pravca p je

r—2 y+3 z2—6
3 1 —11°

D...
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Primjer 4.2.3. Kroz tocku T'(2,3,0) povuéi pravac paralelan osi x.

Rjesenje. Trazeni pravac p je paralelan osi x, _pa je njegov vektor smjera s
kolinearan vektoru smjera osi x, tj. vektoru ¢. Stoga mozemo uzeti § = i
Osim toga, pravac p prolazi tockom 7'(2,3,0), pa je prema (32) njegova

jednadzba

r—2 y—-3 =z
1 0 0

Primjer 4.2.4. Nadi jednadzbu pravca koji prolazi tockama A(5,—4,7) i
B(8,1,4).

Rjesenje. Prema (34), kanonski oblik jednadzbe pravca p koji prolazi tockama
AiBje

p...

r—5 y—(—4) =z-7
8—5 1—(-4) 4-7

t.
r—5 y+4 =2-7
D... = s T g
Primjer 4.2.5. Nam parametar A € R takav da su pravci x+4 _;47 = ZTH
L= yj\r?’ e 2 paralelni.
Rjesenje. Pravci p; ... ITH = y_;j = ZJgQ ipy... 5 = y—j\rg = Z:lg su

paralelni ako i samo ako su njihovi vektori smjerova kolinearni. Vektor
§1 =30 —4j + 5k je vektor smjera pravea py, a vektor § = —67 + \j — 10k
je vektor smjera pravca ps. Vektori §1 i S5 su kolinearni ako i samo ako je
§1 X 8§y = 6, tj.

i 7k ) B
O=5x&m=| 3 —4 5 |=(40—5)\)i+(3\—24)Fk.
—6 A —10

Gornja jednakost vektora bit ¢e ispunjena ako i samo ako je
40-5A=0 i 3A—-24=0,
tj. ako i samo ako je A = 8.

Primjer 4.2.6. Naéi kanonski oblik jednadzbe pravca
3r +y+3z2+6=0
{2$—y+92—1:0
Rjesenje. Trazeni pravac p zadan je kao presjek ravnina 71 ... 3x +y+ 32+
6=0im...22 —y+92—1=0.
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Buduéi da pravac p lezi u ravnini 71, njegov vektor smjera § mora biti
okomit na vektor normale N; = 3i + j’+ 3k ravnine 7. Pravac p lezi i
u ravnini T2, Pa, zaklju¢ujemo da § mora biti okomit i na vektor normale
Ny =27 — 7+ 9k ravnine 9. Stoga za § uzmimo vektor

A )
:N1><N2: 3 1 3 212i—21j—5]{?.
2 -1 9

Kanonski oblik jednadzbe pravca p odreden je vektorom smjera §'i jed-
nom tockom pravca p. Prema tome, preostaje pronadi jednu (bilo koju) tocku
T(z,y, z) ¢ije koordinate zadovoljavaju sustav linearnih jednadzbi

3r +y+3z2+6=0
20 —y+92 - 1=0

Buduéi da vektor smjera § pravca p nije paralelan zy-ravnini (jer je ko-
eficijent uz k razliéit od nule), to pravac p presijeca xy-ravninu, pa za z
koordinatu tocke T" mozemo uzeti z = 0. Tada se gornji sustav svodi na
sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice

3t +y+6=20
2 —y—1=0"

koji ima jedinstveno rjesenje z = —1, y = —3. Dakle, tocka T'(—1,—3,0)
pripada pravcu p. Stoga je kanonski oblik jednadzbe pravca p

r+1 y+3 =z

12 —21 -5

p...

x—4=0
y+7=0
Rjesenje. Trazem pravac p je presjek ravnine m;...x —4 =0s vektorom
normale Ni=1ii ravmne M. y+7=0s vektorom normale Ny = j Stoga
je§=NixNy=ixj= k vektor smjera pravca p. Tocka T'(4,—7,1) pripada
pravcu p buduéi da njezine koordinate zadovoljavaju sustav jednadzbi

r—4=0
y+7=0

Kanonski oblik jednadzbe pravca p glasi

Primjer 4.2.7. Naéi kanonski oblik jednadzbe pravca {

r—4 y+7 =z-1
o 0 1

D...
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Primjer 4.2.8. Kroz tocku T'(2,—3,—1) povuéi pravac paralelan pravcu
20 + 4y — 2z + 11 =0
xr —3y+5z2—7=0

20 + 4y — 2z + 11 =0

r —3y+5—7=0 zadan je kao presjek

Rjesenje. Pravac p; ... {

ravnina
... 20+4y—24+11=0 1 m... —-3y+5z—-7=0.

Kako je p1 C m, to je vektor smjera §1 pravca p; okomit na vektor normale
N1 =2 + 4] —k ravmne m1. Takoder, p1 C w9, pa je 51 okomit na vektor
normale Ny =i — 37 + 5k ravnine . Stoga mozemo uzeti

— —

i k
_’:leNQ: 4

1 | =17 — 11j — 10k.
-3 5

— N =

Trazeni pravac p prolazi tockom T'(2,—3 — 1), a buduéi da je paralelan
praveu py, za vektor smjera § pravca p mozemo izabrati vektor §:= 5] =
177 — 115 J - 10k. Stoga je kanonski oblik jednadzbe pravca p

r—2 y+3 z+1
17 —-11  —10"

D...

Primjer 4.2.9. Nadi udaljenost tocke T'(5,—2,3) od pravca 5+ =
z+9
72 .

Rjesenje. Prema (35), udaljenost tocke T' od pravca p. .. =42 =22

iznosi
|7 x &
57

gdje je T7 bilo koja tocka pravca p. Uzmimo tocku T7(7,5, —9) koja lezi

d(T,p) =

na pravcu p. Tada je TYT = —92i — 7}4— 12k. Vektor smjera pravca p je
§=3i+4j — 2k, pa je
- j’ E B
Tl x5=| -2 -7 12 | = —34i + 327 + 13F.
3 4 =2

Dakle,

TiT % 8 = /(—34)2 + 322 + 132 = v/2349, |5 = /32 + 42 + (—2)? = V29,
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pa je
T x 3 /2319
151 V29
=3+t
Primjer 4.2.10. Naéi udaljenost tocke T'(5, —1,2) od pravca ¢ y = —2 + 3t,
z =1-5t
teR.
r = 3+t
Rjesenje. Udaljenost tocke T od pravca p...< y = —243t ,t € R,
z = 1-5t

izracunat ¢emo pomocu formule (35). Vektor smjera pravca p je § = i+
3j — bk. Parametru ¢t = 0 odgovara tocka 77(3,—2,1) pravca p. Prema (35)

vrijedi ﬁ
T\T" x 5]
d(T,p) = —=—-
151
Takoder, Jﬁ = 2] + f—i— E, pa je
i ]k )
Tilx5=|2 1 1 |=-8+11]+ 5k
1 3 -5

Stoga je

ITiT % 5] = /(—8)2 + 112 1 52 = v/210, |3] = \/12 + 32 + (—5)2 = /35,

Prema tome,

BT x5 _ VR g

d(T,p) = =
(T, p) 5 e

. . N . . +1 _ y=1 _ 2—6: =3 __
PrlmJ?r 4.2.11. Naci udaljenost izmedu pravaca 5= = 45— = =5 i %= =
Yy _ 2=
37 -9
Rjesenje. Vektor smjera pravca p; ... % = %1 = 2:36 ge §1 =2i+j— 3k,
a pravea ps . .. %‘3 = % = Z__gl je vektor S5 = 6i+4 35 — 9k. Uocimo sy = 357.
Dakle, pravci p; i p2 su paralelni. Njihovu medusobnu udaljenost izra¢unat

¢emo pomocu formule (36). Uzmimo T1(—1,1,6) € p1 i T5(3,0,1) € po.
Tada je
. ’TITQ X §1‘
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— 5 5 N
Kako je T17T5 = 4i — 5 — 5k, to je

ik B
T 2><§1: 4 -1 -5 :8i+2j+6k,
2 1 =3

—
pa je [T'Ty x 51| = V8 + 22 4+ 62 = /104. Duljina vektora 3§ je |s1]| =
/22 + 12 + (—3)2 = V/14. Prema tome,

N x & V104 2401

d(p1, = - =
(p1,p2) B i -
Primjer 4.2.12. Nadéi udaljenost izmedu pravaca z — 6 = _i; = % i

z—8 _ y+4 _ 242
—1 2 2

.x—ﬁz%:%jevektor%:

Rjesenje. Vektor smjera pravca pj ..
i—3j— 4k, a pravca ps ... m_—? = %4 = zgz je vektor § = —i + 2] + 2k.
Kako vektori & i 83 nisu kolinearni (tj. ne postoji ¢ € R sa svojstvom
§1 = t52), to pravci p; i pe nisu paralelni. Stoga ¢emo njihovu medusobnu
udaljenost ra¢unati pomoéu formule (38). Uzmimo tocke T3 (6, —4, —1) € p;

i T5(8,—4,—2) € po. Tada je Th'Ty = 2% — k. Stoga je

1 -3 —4
(§1 X §2) . TlTQ = -1 2 2 =35.
2 0 -1

—
Primijetimo da su pravci p; 1 p2 mimosmjerni, buduéi da je (51 x §2)-T1T5 #
0. Nadalje,

i ]k o
§1 X 89 = 1 -3 —4|=2i+2j—k,
-1 2 2

pa je |81 x 83 = /22 + 22 4 (—1)2 = 3. Prema (38) imamo

(51 x &) -TWTo| _ |5] 5

d(p1,p2) = — =—=_.
(pl p2) ‘81 X 82| 3 3
Primjer 4.2.13. Naéi kut izmedu pravaca 5’:3;4 = y%G =zl le = % =
z+8
-3
Rjesenje. Vektor smjera praveca py . .. ”T_"‘ = ¥£6 — 251 je &1 = 31— 25—}— 2k,
a vektor smjera pravca ps ... “”T‘H = yT_l = zf38 je vektor 55 = 45' — 3k.
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Prema (39), kut ¢ izmedu pravaca p; i pa je

|31 - 5 |3 0-2-4+2- (f3)| 14 V1T
Bl 1% /Bt (22 +22 B2+ (-3 5V/I7 85 '

pa je v ~ 47.23°.

cosp =

Primjer 4.2.14. Naéi A € R tako da se pravci %‘2 = y—;Q = Z:89 i %‘7

% = z—lo sijeku, te zatim naci tocku presjeka.
Rjesenje. Vektor smjera pravca pj... IT_Q = ny2 = % je vektor & =
2 + )\f— SE, a pravca po . .. %7 = % = % je vektor so = 3i — 4;4— 9%k.

Ocito je da pravci pp i p2 nisu paralelni, buduéi da njihovi vektori smjerova
nisu kolinearni. Stoga je nuzan i dovoljan uvjet da se pravci py i pe sijeku
komplanarnost vektora s, 8 i 7175, tj.

—
<§1 X 5'2) . T1T2 = 0,
gdje su T1 € p1 i Ty € po proizvoljno uzete tocke. Uzmimo 77(2,2,9) € p; i
T5(7,1,10) € po. Tada je T1T5 = 5i — j + k, pa je

)\ -8
81 X 82 T 1 9 =42\ — 126.
5 —1 1

Dakle,
(§1 ><§2)~T132:0<:>42)\—126:0<:>/\:3.

Nadimo sada tocku P = p; N ps presjeka pravaca p; i p2. U tu svrhu
kanonske oblike jednadzbi pravaca p; i ps pretvorit ¢emo u parametarske:

r = 242t T = T+3s
pre..8 Yy = 243t , p2...s y = 1—4s |
z = 9-—8t z = 1049s

gdjesut,s € R. Parametre ¢ i s koji odgovaraju tocki presjeka P dobit ¢emo
tako da rijeSimo sustav linearnih jednadzbi

2 + 2t = 7 + 3s
2 + 3t = 1 — 4s
9 — 8& = 10 + 9s
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Ovaj sustav ima jedinstveno rjesenje t = 1, s = —1. Stoga su koordinate
tocke P :

r = 24+2-1=4,

y = 2+3-1=5,

z = 9-8-1=1.

Prema tome, pravci p; i po sijeku se u tocki P(4,5,1).

r—1

2

Primjer 4.2.15. Nadéi jednadzbu pravca koji prolazi sjeciStem pravaca
Y43 _ 242 g 242 oyl 241
-3

-1 —2 1 2
Rjesenje. Zapisimo jednadzbe pravaca

i okomit je na svaki od njih.

r—1 y+3 z2+2 r+2 y—1 =z+1

P1.-. i p2...

2 -1 -2 1 2 -3
u parametarskom obliku. Iz
w—l_y+3_z+2_t r+2 y—-1 =z+1
p1... 9 - 1 - _9 — U p2... 1 - 9 - 3 =S,
gdje su t,s € R, slijedi
r = 1+2t r = —2+s
pr...s y = —3—t p2...4 y = 1+42s
z = —2-2t z = —1-3s

Da bismo nasli tocku P = p; N po presjeka zadanih pravaca, rijeSimo sustav
jednadzbi

1 + 2t = -2 + s
-3 -t = 1 4+ 2s
-2 - 2t = -1 — 3s
Ovaj sustav linearnih jednadzbi ima jedinstveno rjesenje t = —2, s = —1.

Stoga su koordinate tocke P :

r = 1+42-(-2)=-3,
y = —3-(-2)=-1
2 o= —2-2.(-2)=2.

Prema tome, trazeni pravac p prolazi tockom P(—3,—1,2). Preostaje naé¢i
vektor smjera § pravea p. Ozna¢imo sa §) = 27 — j —2kid =i+ 2] — 3k
vektore smjerova pravaca p; i po redom. Kako je pravac p okomit na pravce
p1 1 p2, to je njegov vektor smjera § okomit na vektore 5] i 5. Stoga za

vektor smjera pravca p mozemo uzeti
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gk
§=851x5%=|2 -1 =2 |=Ti+4j+ 5k.
1 2 -3

Trazeni pravac ima jednadzbu

r+3 y+1 =z2-2
7T 4 5

DI : z+1 _ y—3 _ 242 : z+3 _ y+5 _ 241
Prlm.]'er" 4.2.2[6. Kroz presjek prayaca 5 =g =51 =5 =5
postaviti ravninu paralelnu s ravninom 2x — 7y + 2z — 9 = 0.

Rjesenje. Nadimo najprije presjek pravaca

r+1 y—3 z+2
2 -1 5

x+3 y+5 z+1

1 pa... 5 5 3

D1
U tu svrhu jednadzbe pravaca zapiS§imo u parametarskom obliku. Pravac
p1 prolazi tockom T7(—1,3,—2) i ima vektor smjera §; = 2i — j + 5k, pa je
parametarski oblik jednadzbe pravca p;

r = —1+4+2t
pr...4 Yy = 33—t , t e R.
z = =245t

Pravac pe prolazi tockom T5(—3, —5, —1) i ima vektor smjera 5o = 2+ 27 +
3k, pa parametarski oblik jednadzbe pravca po glasi

r = —3+2s
pP2...8 Yy = —5H+4+2s , s eR.
z = —143s
Sustav linearnih jednadzbi
-1 + 2t = -3 + 2s
3 — t = -5 4+ 2s
-2 4+ 5 = -1 + 3s

ima jedinstveno rjeSenje t = 2, s = 3. Dakle, pravci se sijeku u tocki P ¢ije
su koordinate x = —-14+2-2=3,y=3—-2=1,2=-2+5-2=8. Prema
tome, trazena ravnina 7 prolazi tockom P(3,1,8).

Kako je ravnina 7 paralelna s ravninom 7y ... 20 —Ty+2 —9 =0, to za
vektor normale N ravnine 7 mozemo uzeti vektor normale Ni = 27 — 7;+ k
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ravnine 71. Prema (21), jednadzba raynine 7 koja prolazi tockom P(3,1,8)
i ima vektor normale N = 2i — 7] +k glasi

... 2(z—-3)—-Ty—1)+(2—8)=0,

odnosno
Tm... 20—Ty4+2z—-7=0.

Primjer 4.2.17. Na(’:i jednadzbu ravnine koja prolazi tockom 7°(0,3, —2) i
okomita je na pravac 3 = y_+21 = %.

Rjesenje. Trazena ravnina 7 bit ¢e okomita na pravac p . %g = %2 = ng4
ako i samo ako je njezin vektor normale N kolinearan s vektorom smjera
§=31—-2j +5k pravca p. Zato mozemo uzeti N = §. Prema (21) Jednadzba
ravnine 7 koja sadrzi tocku T'(0, 3, —2) i ima vektor normale N = 3i—2j+5k
je

... 3(x—-0)—2(y—3)+5(z+2)=0,
tj.
m... 3z—2y+52+16=0.

Primjer 4.2.18. Naéi parametar A € R tako da pravac %10 = %3 = i;

bude paralelan s ravninom = + 5y — 2z + 16 = 0.

x+10 _ ¥ _ z+7
=3=

5y — 2z + 16 = 0 ako i samo ako je nJegOV vektor smjera § = 47 — 3] + Nk
okomlt na vektor normale N =i + 55 j — 2k ravnine m, tj. ako i samo ako je
§-N =0. Kako j je

Rjesenje. Pravacp. bit ¢e paralelan s ravninom 7 ... z+

§ N=4-1-3-5—2\=—11—2),

to je §-ﬁ:0ak0isamoakojeA:—%.

Primjer 4.2.19. Naéi jednadzbu pravca koji prolazi tockom 7°(0,0,4), a
paralelan je s ravninama 2z +2+3=0ix—y—2+5=0.

Rjesenje. Kako je trazeni pravac p paralelan s ravninama ... 2z+24+3 =10
imy... o —y—2+5 =0, to je njegov vektor smjera g okomlt na vektor
normale N1 = 27 + k ravnine m1 1 na vektor normale Ng =i ] — k ravnine
my. Zato je

I A
S=NixNo=1|2 0 1 =i+ 35 — 2k.
1 -1 -1
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Prema (32), pravac p ima jednadzbu

Primjer 4.2.20. Nadi kut izmedu pravca £ = 2= = i ravnine 3x —
6y + 22+ 11 =0.

Rjesenje. Vektor smjera pravca p... 5§ = % = % je § = 2 — j+ 2]%, a
vektor normale ravnine 7... 3z — 6y + 22 + 11 = 0 je N = 3i — 65 + 2k.
Prema (40), kut ¢ izmedu pravca p i ravnine 7 je

5. N| \2 3—1-(—6)+2-2| 16
ERLE V2 (-1)2 422 /324 (—6)2 +22 21

pa je ¥ =~ 49.63°.

siny =

Primjer 4.2.21. Nadéi presjek pravca %*3 = % = z + 2 i ravnine 3z —
dy+22+7=0.
Rjesenje. Zapisimo jednadzbu pravca p... “’”TH = % = 2z 4+ 2 u parame-

tarskom obliku. Pravac p prolazi tockom T'(—3,1,—2) i ima vektor smjera
§=2i—3j+ k, pa je parametarski oblik jednadzbe pravca p

r = —3+2t
p...¢y = 1-3t | teR.
z = =24t

Presjek pravca p i ravnine ... 3z — 4y 4+ 2z + 7 = 0 odredit ¢emo tako da
x, Yy, z izrazene pomocu parametra ¢t uvrstimo u jednadzbu ravnine . Dakle,

3(—=3+2t) —4(1 —=3t)+2(—2+1¢t)+7=0.
RjeSenje ove jednadzbe je t = % Odavde dobivamo
—3+2-5=-2
= 1- 3- 5= =2
z = =2+ % = —%.
Prema tome, pravac p i ravnina 7 sijeku se u tocki P(—2, —31, —%)

+4 y—=1 _ 241 :
Primjer 4.2.22. Kroz presjek pravca £ — =%

z — 6 = 0 postavite ravninu paralelnu s ravnmom x4+ T7y—224+1=0.
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Rjesenje. Da bismo nasli presjek pravca p. .. = *5 = %= i ravnine
m ... 2x — 4y + z — 6 = 0 najprije zapiSimo jednadzbu pravca p u parame-
tarskom obliku. Pravac p prolazi tockom T'(—4,1,—1) i ima vektor smjera

§=3i— 2}—% 512, pa je parametarski oblik jednadzbe pravca p

z+4 _ y—1 _ 2+1
3

r = —4+3t
p...sy = 1-2t | teR.
z = —1+45t

Da bismo nasli parametar ¢, koji odgovara tocki presjeka P = p N pravca
p 1 ravnine 71, uvrstimo x,y, z izrazene pomocu t u jednadzbu ravnine 7.
Dakle, rijesimo jednadzbu

2(—4 +3t) — 4(1 — 2t) + (=1 + 5t) — 6 = 0.

Rjesenje ove jednadzbe je t = 1, pa koordinate tocke P glase redom z =
—4+3-1=-1,y=1-2-1= -1, 2= —-14+5-1 = 4. Stoga trazena
ravnina 7 prolazi tockom P(—1,—1,4), a buduéi da je paralelna ravnini
mo... T+ 7y — 2z + 1 = 0 za vektor normale N ravnine m mozemo uzeti
vektor normale ravnine 7o, tj. N = i + 7j — 2k. Prema (21), jednadzba
ravnine 7 glasi

... (@+1)+7y+1)—-2(z—-4)=0,

odnosno
mT... x+7Ty—2z+16=0.

Primjer 4.2.23. Kroz presjek pravca %*2 = % = Ziﬁ i ravnine 2z + 3y —

— < ; z—2 _ y+1 _ z-3
z — 13 = 0 postavite pravac paralelan s pravcem = = 0= = =,

Rjesenje. Pravac p1 ... xgﬁ = y_—_zl = % prolazi totkom 77(—2,1,—6) i ima

vektor smjera 51 = 3i — 2§+ 41_5, pa je parametarski oblik jednadzbe pravca
p1

r = —2+4+3t
pr.-..¢y = 1-2t | teR.
z = —6+4t

Uvrstimo x, ¥, z izrazene pomoc¢u parametra t u jednadzbu ravnine 7. .. 2x+

3y—z—13=0:
2(—=2+3t) +3(1 —2t) — (-6 +4t) — 13 =0.

Rjesenje ove jednadzbe je t = —2, pa su koordinate tocke P = p; N7 presjeka
pravca pi i ravnine 7 redom v = —2+3-(-2) = -8, y=1-2-(-2) =5,
z=—6+44-(—2) = —14. Trazeni pravac p prolazi tockom P(—8,5,—14).
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. -2 +1 -3
Kako je pravac p paralelan s pravcem ps... ©= = % = =5, to za

vektor smjera § pravca p mozemo uzeti vektor smjera pravca po; dakle § =
41 + 75 — 2k. Prema (32), jednadzba pravca p glasi

r+8 z—-5 =z+14
4 7T =2
Primjer 4.2.24. Nadéi jednadzbu ravnine koja prolazi tockom 7(2,6,—1) i
sadrzi pravac § = ::;2;3 = Zfll.

Rjesenje. Ravnina je jednoznacno odredena s tri tocke koje ne leze sve na is-
- . _ y_3 _z+1
tom pravcu. Kako tocka T'(2,6 — 1) ne pripada praveu p... 7 = 5= = =5,
to je trazena ravnina 7 jednozna¢no odredena tockom 7' i dvjema (proizvolj-
nim) tockama pravca p. Da bismo nasli dvije tocke pravca p, kanonski oblik

jednadzbe pravca p pretvorit ¢éemo u parametarski. Dakle,

r = 4t
p...¢y = 3+2t | teR.
z = —1-—1t

Za npr. t = 0 dobivamo tocku A(0, 3, —1) pravca p, dok za t = 1 dobivamo
tocku B(4,5,—2) pravca p. Prema (27), jednadzba ravnine m koja prolazi
tockama T'(2,6,—1), A(0,3,—1) i B(4,5,—2) glasi

r—2 y—=6 z+1 r—2 y—6 z+1
0 = |0-2 3-6 —-1—(=1)|=] -2 -3 0
4—-2 5-6 —2—(-1) 2 -1 -1

= 3(x—-2)—2(y—6)+8(z+1),

tj.
m... 3rz—2y+82+14=0.
Primjer 4.2.25. Nadéi jednadzbu ravnine koja sadrzi pravac IT'H = % =
ZIl i okomita je na ravninu 2z + 5y — 2+ 3 = 0.
Rjesenje. Kako trazena ravnina m sadrzi pravac p... %"1 = yT_Q = ZII, to

je njezin vektor normale N okomit na vektor smjera § = 2i + 3]—1— k pravca
p. Nadalje, ravnina 7 je okomita na ravninu 7y ... 26+ 5y — z+3 = 0, pa je
vektor N okomit na vektor normale Ny = 2i + 55 — k ravnine ;. Stoga je

N=5xN =2 3 1 |=-8i+4)+4k.
2 5 -1
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Da bismo nasli jednadzbu ravnine 7 jo§ nam treba jedna njezina tocka. No,
ravnina 7 sadrzi pravac p pa stoga mozemo uzeti bilo koju tocku pravca p,
recimo 7'(—1,2,1). Prema (21), jednadzba ravnine 7 glasi

... —=8x+1)4+4(y—2)+4(z—1)=0,
tj.
T... 20—y—2+5=0.
Primjer 4.2.26. Nadi jednadzbu ravnine koja sadrzi pravac ‘”TH =y—1=

z + 7 i paralelna je s pravcem ””T_Q =y+1= 2;03.

Rjesenje. Kako trazena ravnina 7 sadrzi pravac p; ... %*4 =y—1=2z+T7,
= 3i+ 7+ k pravca

3
0", ba

—

to je njen vektor normale N okomit na vektor smjera §1
p1. Nadalje, ravnina 7 je paralelna s pravcem ps. .. % =y4+1=2

je N okomit i na vektor smjera So = 2 + ; pravca po. Stoga je

N:§1X§2: :—Z+2;+E

N L =
— =y
(el ]

Tocka T'(—4,1,—7) pripada pravcu p;, pa stoga T' € w. Prema (21), jed-
nadzba ravnine 7 odredene tockom T'(—4,1,—7) i vektorom normale N =
—i+ 25 + k glasi

... —1lx+4)+2(y—1)+(=2+7)=0,
tj.
m... z—2y—z—-1=0.
Primjer 4.2.27. Nadi ortogonalnu projekciju tocke 7'(1,2, —3) na ravninu
x — 2y + 52+ 3 =0, te zatim izracunati udaljenost tocke T od te ravnine.

Rjesenje. Trazenu tocku P dobit ¢emo kao presjek ravnine ... z—2y+5z+
3 =01 pravca p koji prolazi tockom T, a okomit je na ravninu 7 (slika 93).

Kako je pravac p okomit na ravninu 7, to za vektor smjera s pravca
p moZemo uzeti vektor normale ravnine ; dakle § = i — 2f+ 5k. Stoga
parametarski oblik jednadzbe pravca p glasi

r = 14t
p...s Yy = 2-2t | teR.
z = —-3+45t

Parametar ¢ koji odgovara tocki P = pNw dobit ¢emo kao rjesenje jednadzbe

(1+t)—2(2—-2t)+5(-3+5t)+3=0.
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Dakle, t = %, pa su koordinate tocke P redom x = 1—1—% = %, Yy = 2—2-% =1,
z= —3+5-% = —%. Prema tome, ortogonalna projekcija tocke 1" na ravninu
7 je tocka P(3,1,-3).

_—1

i

Slika 93: Ortogonalna projekcija tocke 1" na ravninu 7

Preostaje naci udaljenost tocke T' od ravnine 7. Udaljenost tocke T od
ravnine 7 jednaka je udaljenosti tocke T' od njezine ortogonalne projekcije
P na ravninu 7, Sto iznosi

d(T,7) = d(T, P) = \/@ —1>2+(1_2)2+ <—1+3>2 _ V30

2 2

Primjer 4.2.28. Naéi tocku simetri¢nu tocki 7'(1, 2, —3) s obzirom na rav-
ninu x — 2y + 52 +3=0.

Rjesenje. Neka je S(zg,ys, zs) trazena tocka. U primjeru 4.2.27 smo poka-
zali da je ortogonalna projekcija tocke T'(1, 2, —3) na ravninu z—2y+52+3 =
0 tocka P(%, 1, —%) Tocka P je poloviste duzine ¢iji su rubovi tocke T' 1 S.
Stoga koordinate tocaka T, P i S zadovoljavaju

. _rr+zs _ Yr+tys . _zrtzs
P 2 ’ 2 ’ P 2 .
Odavde slijedi
rs = 2xp—:zT:2-%—1:2,
ys = 2yp—yr=2-1-2=0,
zg = QZP—ZTZQ-_TI—I-3:2.
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Prema tome, S(2,0,2) je tocka simetri¢na tocki T'(1,2,—3) s obzirom na
ravninu x — 2y + 5z + 3 = 0.

Primjer 4.2.29. Nadi ortogonalnu projekciju tocke T'(5, —2,3) na pravac

%‘7 = yT = Z+9 , te zatim izracunati udaljenost tocke 7" od toga pravca.

5:

Rjesenge. Trazenu tocku P dobit ¢emo kao presjek pravca p. el o

3 1
% i ravnine 7 koja sadrzi tocku 7', a okomita je na pravac p (slika 94).

Slika 94: Ortogonalna projekcija tocke 1" na pravac p

Kako je ravnina 7 okomita na pravac p, to za nJez1n vektor normale N
mozemo uzeti vektor smjera pravca p; dakle N =3+ 4] — 2k. Osim toga,
ravnina 7 sadrzi tocku T, pa je prema (21) njena jednadzba

m... 3(z—5)+4(y+2)—2(z—3)=0,

tj.
m... dr+4y—22—-1=0.

Da bismo nasli koordinate tocke P = p N, kanonski oblik jednadzbe
pravca p pretvorit éemo u parametarski. Pravac p prolazi tockom S(7,5,—9)
i ima vektor smjera § = 3i + 45 — 2k, pa je parametarski oblik jednadzbe
pravca p

r = 743t
p...s y = b+4t teR.
z = —=9-2t

131



4. Analiticka geometrija prostora 132

Parametar ¢ koji odgovara koordinatama tocke P je rjeSenje jednadzbe
3(7T+3t)+4(5b+4t) —2(—9—-2t) —1=0

i iznosi ¢ = —2. Stoga koordinate tocke P glase v = 7+ 3 - (-2) = 1,
y=>5+4-(-2) = -3, 2= —-9—2-(—2) = —5. Dakle, ortogonalna projekcija
tocke T' na pravac p je tocka P(1,—3,—5).

U primjeru 4.2.9, udaljenost tocke T' od pravca p izra¢unali smo pomocu
formule (35). Osim na navedeni nacin, udaljenost tocke 7" od pravca p moze
se izra¢unati i kao udaljenost tocke T od njezine ortogonalne projekcije P
na pravac p. Dakle, vrijedi

d(T,p) =d(T,P) = /(1 =52+ (-3+2)2+(-5—3)2=09.

Primjer 4.2.30. Naci ortogonalnu projekciju pravca g = y—;rl =2z—1na
ravninu 3z — 2y + 5z + 8 = 0.
Rjesenge. Vektor smjera pravca py ... g = y—;l =z—1ljes = 67+ 2}—1— E, a

vektor normale ravnine 7wy ... 3z —2y+52+8 =0 je Ny =3i— 2;’+ 5k. Kako
vektori 51 i N7 nisu kolinearni, pravac p; nije okomit na ravninu 7. Stoga
je ortogonalna projekcija pravca p; na ravninu 7 pravac. Taj pravac ¢emo
dobiti kao presjek ravnine 7 i ravnine my koja sadrzi pravac p;, a okomita
je na ravninu 7.

Nadimo jednadzbu ravnine my. Kako ravnina mo sadrzi pravac pi, to je
njen vektor normale N, okomit na vektor smjera S pravca p;. Nadalje,
ravnina 7o je okomita na ravninu 71, Sto znaci da je vektor ]\72 okomit na
vektor Nj. Stoga je

) L ik ;
N2:§1XN1: 6 2 1 :12i—27j—18]€.
3 =2 5

Nadalje, T(0,—1,1) € p; C 72, pa je prema (21) jednadzba ravnine my
mo... 120—-27(y+1)—18(»—1) =0,
tj.
mo... 4dox—9y—62—-3=0.

Prema tome, ortogonalna projekcija pravca p; na ravninu 7 je pravac p =
w1 N e, tj.

3z — 2y + 5z +8 =10
{4x—9y—62—3=0
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5 Funkcije viSe varijabli

5.1 Pojam funkcije viSe varijabli

Neka su A i B neprazni skupovi.
Funkcija f : A — B je pravilo po kojem svakom elementu skupa A
pridruzujemo to¢no jedan element skupa B.

Slika 95: Funkcija f: A — B

Skup A zove se domena, a skup B kodomena funkcije f.

Skup f(A) = {f(a) ta € A} zove se slika funkcije f.

Za domenu funkcije f koristi se oznaka D(f), a za sliku od f oznaka
Im(f).

U Matematici 1 smo detaljno obradili realne funkcije realne varijable, tj.
takve funkcije f ¢ija domena i slika su podskupovi skupa realnih brojeva R.
Sada ¢emo se baviti realnim funkcijama vise realnih varijabli, tj. funkcijama
f:+ A— R ¢ija domena A je podskup Kartezijevog produkta

R" = {(z1,22,...,%,) : 71, 22,..., 2, € R}

svih uredenih n-torki realnih brojeva, a slika f(A) podskup skupa realnih
brojeva R. Dakle, radi se o funkcijama

fi(z,zo,. .. xn) — 2,

koje uredenoj n-torci (z1,x2,...,zy) € A realnih brojeva pridruzuju realan
broj z. Pisemo

z = f(x1,x2,...,2,).
Kazemo da su x1,x2,...,x, nezavisne varijable, tj. argumenti, dok je z
zavisna varijabla, tj. vrijednost funkcije f u tocki (x1,22,...,2Tn).
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Kod zadavanja realnih funkcija viSe realnih varijabli analiticki, tj. for-
mulom, ¢esto piSemo f : R® — R, smatrajuéi pritom da domena funkcije
f ne mora biti cijeli skup R", nego skup svih (z1,z2,...,2,) € R" za koje
se danom formulom nakon naznacenih operacija dobiva realan broj. Takvu
domenu nazivamo prirodnom domenom funkcije f.

Ako je D(f) C R?, govorimo o realnim funkcijama dviju realnih varijabli,
tj. funkcijama f koje uredenom paru (z,y) realnih brojeva pridruzuju realan
broj z. Dakle,

fi(zy)— 2.
Uredene parove Kartezijevog produkta R? mozemo poistovijetiti s tockama

zy-ravnine, odnosno smatrati da je prirodna domena takve funkcije f za-
pravo podskup zy-ravnine.

Mi ¢emo se uglavnom baviti funkcijama dviju varijabli, te ponesto funk-
cijama triju varijabli.

Primjer 5.1.1. 1.) Ako s a i b ozna¢imo duljine stranica pravokutnika,
onda je njegova povrsina P funkcija dviju varijabli a i b zadana s

P = f(a,b) = ab.

2.) Ako je r polumjer valjka, a v njegova visina, onda je volumen valjka
V funkcija dviju varijabli zadana formulom

V = f(r,v) = r’mo.

3.) Ako s p ozna¢imo gustocu tijela, a s V' volumen tijela, onda je njegova
masa m funkcija dviju varijabli zadana s

4.) Ako su a,b,c duljine bridova kvadra, onda je volumen kvadra V
funkcija triju varijabli a, b i ¢ zadana s

V = f(a,b,c) = abe.

5.) Ako je T temperatura plina, V' volumen plina, n broj molova plina,
te ako s R oznacimo plinsku konstantu, onda je tlak plina P funkcija triju

varijabli

T
P=f(T,V,n) = %.
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Primjer 5.1.2. Nadi prirodnu domenu i sliku funkcije f(z,y) = xy.

Rjesenje. Jasno je da je ova funkcija dobro definirana za sve vrijednosti
realnih brojeva x i y, pa je D(f) = R2. Takoder, svaki realni broj z moze se
prikazati u obliku

z=z-1= f(z,1),

odakle zaklju¢ujemo da je Im(f) = R.

Primjer 5.1.3. Nadéi prirodnu domenu i sliku funkcije f(x,y) = sin(zy).

Rjesenje. Kako je domena funkcije (z,y) — xy skup R?, a domena funkcije
sinus cijeli skup R, to je funkcija f dobro definirana za sve uredene parove
(z,y) € R?, tj. D(f) = R2. Nadalje,

[-1,1] = {sinz:z € R} = {f(z,1) : € R} C Im(f) C [-1,1],

pa je Im(f) = [-1,1].

Primjer 5.1.4. Nadéi prirodnu domenu i sliku funkcije f(x,y) = In(zy).

Rjesenje. Domena logaritamske funkcije je interval (0, oo), odakle zakljucu-
jemo da je funkcija f dobro definirana za sve uredene parove (z,y) realnih
brojeva takve da je zy > 0. No,

:Uy>0<:><(x>01y>0) ili (a:<01y<0)>.

Slika 96: Prirodna domena funkcije f(z,y) = In(zy)
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Dakle,
D(f) = {(z,y) €R*: 2,y > 0ili 2,y < 0}.

Prema tome, prirodnu domenu funkcije f ¢ine sve toCke prvog i treceg kva-
dranta xy-ravnine, bez koordinatnih osi. Nadalje,

R={lnz:z>0}={f(z,1):2>0} CIm(f) CR,
pa je Im(f) =R.
1
x+y”
Rjesenje. Funkcija f je dobro definirana za sve (z,y) € R? za koje je 2 +vy #
0. Dakle, 9
D(f) = {(z,) € B2 -y # —z}.

Prema tome, D(f) ¢ine sve tocke zy-ravnine osim simetrale drugog i cetvrtog
kvadranta. Nadalje,

Primjer 5.1.5. Nadi prirodnu domenu i sliku funkcije f(x,y) =

RA(0} = {5 50 £ 0} = {£(2.0) 0 £ 0} € Im(f) C R\ {0}

odakle slijedi Im(f) = R\ {0}.

Primjer 5.1.6. Nadi prirodnu domenu i sliku funkcije f(z,y) = /x + y.
Rjesenje. Funkcija f je dobro definirana za sve (z,y) € R? za koje je z+y >

0. Prema tome, 9
D(f) = {(z,y) eR* 1y > —z}.

Slika 97: Prirodna domena funkcije f(z,y) = /= +y
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Graficki gledano, prirodna domena funkcije f je poluravnina u zy-ravnini,
¢ija je granica pravac y = —x (v. sliku 97). Nadalje,

[0,00) = {Vz:2 >0} ={f(z,0): 2 >0} CIm(f)C [0,00),

pa je Im(f) = [0, 00).
Primjer 5.1.7. Nadi prirodnu domenu i sliku funkcije f(z,y) = /y — 22

Rjesenje. Prirodnu domenu ove funkcije ¢ine svi parovi (z,y) € R? takvi da
je y — 22 > 0. Dakle,

D(f) = {(5,y) €R? 1y > 22},
Graficki prikaz skupa D(f) dan je na slici 98. Takoder,
[0,00) = {5 :y = 0} = {f(0,y) : y = 0} C Im(f) C [0, 00),

pa je Im(f) = [0, co).

Slika 98: Prirodna domena funkcije f(x,y) = \/y — 22

Primjer 5.1.8. Naéi prirodnu domenu i sliku funkcije f(x,y)=+/4—22—y2.

Rjesenje. Funkcija f je dobro definirana za sve parove (z,y) € R? takve da
je 4 — 22 — 4% > 0. Prema tome,

D(f) = {(z,y) € R? : 2% +y* < 4}.

Graficki gledano, radi se o krugu polumjera r = 2 sa srediStem u ishodistu
koordinatnog sustava (slika 99).
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Za (z,y) € D(f) vrijedi 0 <4—22—y? <4, paje0 < /4 —22—y2 <2.
Dakle, f(z,y) € [0,2]. Takoder,

[0,2] = {\/4—.@2 Lz € [—2,2]} = {f(,0) : 2% < 4} C Im(f).

Stoga je Im(f) = [0, 2].

y“

Slika 99: Prirodna domena funkcije f(x,y) = /4 — 22 — 32

Primjer 5.1.9. Nadéi prirodnu domenu i sliku funkcije f(x,y) = arccos %

Rjesenje. Da bi funkcija f bila dobro definirana, nuzno je i dovoljno da je
2] <1, 4. |o] < |yl i y # 0. Dakle,

D(f) = {(2,) € B2 : 2] < |y] i y #0}.
Na slici 100 prikazan je skup D(f). Nadalje,
[0,7] = {arccosz : w € [-1,1]} = {f(z,1) : || <1} CIm(f) C [0, 7],

pa je Im(f) = [0, 7.
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Slika 100: Prirodna domena funkcije f(z,y) = arccos %

Primjer 5.1.10. Naéi prirodnu domenu i sliku funkcije f(z,y, z) = T 23z

Rjesenje. Ova funkcija triju varijabli je dobro definirana za sve vrijednosti
z,y,2 € R pa je D(f) = R3. Kako je slika eksponencijalne funkcije z ~ e®
interval (0, co), to je Im(f) C (0, 00). Osim toga,

(0,00) = {€” 1z € R} = {f(2,0,0) : z € R} C Im(f).
Odavde zaklju¢ujemo da je Im(f) = (0, 00).
Primjer 5.1.11. Naéi prirodnu domenu i sliku funkcije f(z,y, z) = m
Rjesenje. Ova funkcija je dobro definirana ako i samo ako je 22 +y2+22 # 0.
Buduéi da je 22 + y% + 22 = 0 samo u tocki (0,0,0), to je D(f) = R3\
{(0,0,0)}. Nadalje,

(0,00) = {;2:B7é0} = {f(2,0,0) : z # 0} C Im(f) C (0, 00),

pa je Tm(f) = (0, 00).
Ako je f realna funkcija jedne realne varijable, tada je njezin graf
G(f) ={(z, f(x)) : x € D(f)}

krivulja w zy-ravnini. Osim u eksplicitnom obliku y = f(x)

, krivulja u
ravnini moze se zadati i implicitno, tj. jednadzbom F'(z,y) = 0.
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Graf realne funkcije f dviju realnih varijabli, tj. skup tocaka

G(f) = {(xvyaf($7y)) : ('7;73/) € D(f)} - R?,’

predstavlja plohu u xyz-pravokutnom koordinatnom sustavu. Prema tome,
z = f(z,y) je jednadzba plohe. Osim u eksplicitnom obliku z = f(z,y),
jednadzba plohe moze se zadati i implicitno, tj. jednadzbom F(zx,y,z) = 0.

zZ A

<Y

Slika 101: Ravnina § + % +5=1

Tako je, primjerice, x + 2y + 3z — 6 = 0 implicitno zadana jednadzba plohe
u R3. Ovdje se zapravo radi o ravnini &ji segmentni oblik jednadzbe glasi
&+ 4+ 5 =1. Odsjecci na z, y i z osi su redom 6, 3 i 2. Graf ove ravnine
skiciran je na slici 101.

Medutim, opéenito je graf funkcije dviju varijabli, tj. plohu, tesko predo-
¢iti i nacrtati. Da bismo si predocili plohu zadanu jednadzbom z = f(z,y)
postupamo ovako. Uzmimo proizvoljnu tocku k € Im(f). Tada je f(z,y) = k
jednadzba krivulje u zy-ravnini. Ta je krivulja dobivena tako da je ploha
z = f(x,y) presjetena ravninom z = k (paralelnom s zy-ravninom), te je
zatim ta presjec¢nica ortogonalno projicirana na xy-ravninu. Ovu krivulju
nazivamo nivo-krivuljom funkcije f.

Nivo-krivulja f(z,y) = k lezi u domeni funkcije f ina toj krivulji funkcija
f poprima konstantnu vrijednost k. Crtanje nivo-krivulja dane funkcije ola-
ksava nam predocavanje oblika plohe.
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Slika 102: Nivo-krivulja funkcije f

Primjer 5.1.12. Nadi nivo-krivulje funkcije f(z,y) = 22 + 2.
Rjesenge. Primijetimo da je Im(f) = [0, 00). To znaci da za svaki k € [0, c0)
imamo nivo-krivulju zadanu jednadzbom f(x,y) = k, tj.

2?4+ y* = k.
Ako je k = 0, rjesenje ove jednadzbe je (0,0).

Ako je k > 0, tada je nivo-krivulja kruznica polumjera vk sa sredistem
u ishodistu.

Ploha zadana jednadzbom z = f(z,y) = 2% +y? skicirana je na slici 104.
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8y

Slika 104: Ploha zadana jednadzbom z = 22 + g2
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Primjer 5.1.13. Nadi nivo-krivulje funkcije implicitno zadane jednadzbom
z+2y+2z—-4=0.

Rjesenje. Znamo da je x 4+ 2y + z — 4 = 0 jednadzba ravnine. Segmentni
oblik ove jednadzbe je § + 4 4+ % = 1, pa su odsjecci koje ravnina odsijeca
na koordinatnim osima x, y i z redom 4, 2 i 4 (slika 105).

< ¥

Slika 106: Nivo-krivulje ravnine x +2y+ 2 —4 =20

143



5. Funkcije vise varijabli 144

Nivo-krivulje dobivamo tako da ovu ravninu presijecamo ravninama z =
k, gdje je k € R. Prema tome, nivo-krivulje su paralelni pravci zadani jed-
nadzbama z 4+ 2y + k —4 =0, k € R (slika 106).

Primjer 5.1.14. Skicirati plohu kojoj su sve nivo-krivulje zadane jedna-
dzbom 22 + % = 9.

Rjesenje. Znamo da je 2% + y?> = 9 jednadzba kruznice polumjera r = 3
sa sredistem u ishodistu koordinatnog sustava. Bududéi da je ova kruznica
jedina nivo-krivulja nase plohe, tj. da presijecanjem plohe ravninama para-
lelnim s zy-ravninom uvijek dobijemo kruznicu z? + y? = 9, zaklju¢ujemo
da je trazena ploha plast ”beskonacnog” valjka (v. sliku 107).

Slika 107: Ploha kojoj su sve nivo-krivulje kruznica z? + 3% =9

Primjer 5.1.15. Skicirati plohu kojoj su sve nivo-krivulje zatvorena krivu-
lja omedena parabolom y = 2 — 3 i pravcem y = 1.

Rjesenje. Presijecanjem plohe ravninama paralelnim s xy-ravninom uvijek
se dobije nivo-krivulja prikazana na slici 108. Graf trazene plohe skiciran je
na slici 109.
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,_\
N
w
=Y

Slika 108: Nivo-krivulja je zatvorena krivulja omedena parabolom
y = x> — 3 ipravcem y = 1.

Slika 109: Ploha kojoj su sve nivo-krivulje zatvorena krivulja omedena
parabolom y = 2 — 3 i pravcem y = 1
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Napomena. Plohe iz primjera 5.1.14 i 5.1.15 su posebne po tome §to su
im sve nivo-krivulje jedna te ista krivulja. Moze se rec¢i da te plohe nastaju
gibanjem pravca paralelnog z-osi duz neke zatvorene krivulje u zy-ravnini.
Takve plohe se zovu uspravne valjkaste plohe.

Nadalje, uo¢imo da su jednadzbe nivo-krivulja ploha iz primjera 5.1.14
i 5.1.15 ujedno i jednadzbe samih ploha. Naime, jednadzba y = f(z) ili
F(x,y) = 0 bilo koje krivulje u zy-ravnini definira plohu u prostoru koja
nastaje tako da se pravac paralelan z-osi giba po toj krivulji. Dakle, jedini
uvjet da tocka bude na plohi je onaj koji povezuje x i y koordinate tocke,
dok koordinata z moze poprimiti bilo koju realnu vrijednost.

Primjerice, z + y = 1 je jednadzba pravca u ravnini, dok je u prostoru
x +y = 1 jednadzba ravnine paralelne z-osi (slika 110).

IS
(8]

z+y=1

©w

N

A

Slika 110: Ravnina x +y =1

Da bismo si lakse predocili plohu u prostoru zadanu jednadzbom z =
f(x,y) ili F(z,y,z) =0, osim presijecanjem plohe ravninama z = k paralel-
nim s xy-ravninom, plohu mozemo presijecati i ravninama z = k paralelnim
s yz-ravninom, odnosno ravninama y = k paralelnim s zz-ravninom. U
sljedeéim primjerima skicirat ¢emo neke vazne plohe u prostoru.
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Primjer 5.1.16. Skicirati elipsoid zadan jednadzbom

2 2 2
T Y z
2tpta=t

Rjesenje. Presijecanjem ove plohe ravninama paralelnim s koordinatnim
ravninama dobivamo elipse. (Odatle potjece naziv elipsoid.)

Zaista, presijecemo li plohu ravninom x = k, gdje je k € (—a,a), dobi-
vamo elipsu Z—; + i—; =1- Z‘—;

Ako plohu presije¢emo ravninom y = k, gdje je k € (—b,b), dobivamo
elipsui—z—i-i—j:l—’g—;.

Takoder, presije¢emo i plohu ravninom z = k, gdje je k € (—c¢, ¢), dobi-
vamo elipsu i—; + ZI’]’—; =1- ’;—;

Primijetimo da je za a = b = c(= ), 22 + y? + 22 = r? jednadzba sfere

polumjera r sa srediStem u ishodistu koordinatnog sustava.

Slika 111: Elipsoid 22 + £ + 22 = 1
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Primjer 5.1.17. Skicirati jednoplosni hiperboloid zadan jednadzbom

Rjesenje. Presijecanjem ove plohe ravninama z = k, gdje je k # +a, dobiju
se hiperbole ¥ — %; =1- %;

Takoder, presijecamo li plohu ravninama y = k, gdje je k # +b, dobiju
se hiperbole ﬁ—; — i—; =1- ’Z—j.
Ako pak plohu presijecamo ravninama z = k, dobiju se elipse %j— + F; =

1+ I;—i Posebno, ako je a = b dobiju se kruznice.

2

Slika 112: Jednoplosni hiperboloid z2 + % -5 =1
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Primjer 5.1.18. Skicirati dvoplosni hiperboloid zadan jednadzbom

Rjesenje. Kako je
z x Y
a2 =g tp=b
to mora biti 22 > ¢2, odnosno |z| > ¢. Ova ploha se sastoji od dva dijela;
jednog za koji je z > ¢ i drugog za koji je z < —c.

.. . . . . 2 2 2
Presijecanjem plohe ravninama x = k dobiju se hiperbole fg—%; = 1+Zj,
.. . . . 22 x? k2
a presijecanjem ravninama y = k hiperbole % — %5 =1+ 5.

Ako plohu presijecamo ravninama z = k, gdje je |k| > ¢, dobivamo elipse
%2; + %; = g — 1. Posebno, za a = b dobivamo kruznice.

2

Slika 113: Dvoplosni hiperboloid z? + % -5 =-1
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Primjer 5.1.19. Skicirati elipticki paraboloid zadan jednadzbom

Rjesenje. Presijecanjem plohe ravninama x = k dobiju se parabole z =
2
%’z + %;7 a presijecanjem ravninama y = k parabole z = %; + %j—.
Ako plohu presijecamo ravninama z = k, gdje je k > 0, dobiju se elipse

2 2 .. .
=+ b% = k, odnosno kruznice ako je a = b.

Slika 114: Elipticki paraboloid z = 22 + £

Primjer 5.1.20. Skicirati hiperbolicki paraboloid zadan jednadzbom

Rjesenje. Presijecanjem plohe ravninama x = k dobiju se parabole z =
y2 k2 .s . . .s 22 k2
—47 + 47, a presijecanjem ravninama y = k dobiju se parabole z = & — 5.

Ako plohu presijecamo ravninama z = k, gdje je k # 0, dobiju se hiper-

2 2
bole%—%:k.
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Slika 115: Hiperbolicki paraboloid z = Z- — 4

Primjer 5.1.21. Skicirati stoZac zadan jednadzbom

Rjesenje. Presijecanjem plohe ravninama x = k, k # 0, dobiju se hiperbole

2 2 2
5= %g = %, a presijecanjem ravninama y = k, k # 0, dobiju se hiperbole
22 z2 k2
T W T b7
Presijecemo li plohu ravninom x = 0, dobit ¢emo dva pravca z = fy i
— c
z = _Ey

Presije¢emo 1i plohu ravninom y = 0, dobit ¢emo dva pravca z = <x i

- _¢
z = a$.

ISHs)

Ako plohu presijecamo ravninama z = k, k # 0, dobivamo elipse %; +

2 2 . . .
&= ’2—2 Posebno, za a = b dobivamo kruznice.
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2

Slika 116: Stozac 2 + % — 22 = 0

Primjer 5.1.22. Skicirati
(a) elipticki cilindar zadan jednadzbom

2 2
2=l

(b) hiperbolicki cilindar zadan jednadzbom
22 g2
a2

(c) parabolicki cilindar zadan jednadzbom

y2 = 2pz.

Rjesenje. Uocimo da se u jednadzbama ovih ploha ne pojavljuje z. Kao
§to smo veé ranije napomenuli, ovakvim su jednadzbama definirane plohe u
prostoru koje nastaju tako da se pravac paralelan z-osi giba po krivulji u zy-
ravnini odredenoj tom istom jednadzbom. Prema tome, u slucaju (a) radi
se o elipsi, u slucaju (b) o hiperboli, a u slu¢aju (c) o paraboli u xy-ravnini.
Najprije ¢emo skicirati ove krivulje, a zatim ¢emo odgovarajuce valjkaste
plohe dobiti gibanjem pravca paralelnog z-osi duz dobivenih krivulja.
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Slika 118: Hiperbolicki cilindar x—; — %2 =1
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Slika 119: Parabolicki cilindar y? = 4z

5.2 Limes i neprekidnost

U Matematici 1 uveli smo pojam limesa realne funkcije jedne varijable.
Znamo da realna funkcija f jedne varijable ima limes L u tocki ¢ € R ako
za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da je (¢ —d,c+9) \ {c} C D(f), te da iz
|z —¢| < 0 slijedi |f(x) — L| < e.

Pojam limesa definira se i za realne funkcije vise varijabli.

Neka je dana tocka (a,b) € R2. Ozna¢imo s

K((a,b);r) = {(z,y) eR?: (x —a)® + (y — b)* < r?}

otvoren krug polumjera r sa sredistem u tocki (a, b). Neka je f realna funkcija
dviju varijabli, takva da je K ((a,b);7) \ {(a,b)} C D(f).

Kazemo da funkcija f ima limes L € R u tocki (a,b) ako za svaki e > 0
postoji § > 0 (6 < r), tako da iz (z,y) € K((a,b);0) \ {(a,b)} slijedi
|f(937y) - L‘ <E.

Tada piSemo

lim x,y) = L.
(x,y)ﬁ(a,b)f( v)

154



5. Funkcije vise varijabli 155

Prema tome, L je limes funkcije f u tocki (a,b) ako vrijednosti funkcije f
pripadaju proizvoljno maloj okolini broja L ¢im su vrijednosti (x, y) dovoljno
blizu tocki (a,b).

Uoc¢imo da u definiciji limesa funkcije jedne varijable, izraz |z — ¢| < §
znaci da su tocke x i ¢ na brojevnom pravcu udaljene za manje od 4. Isto
tako, u definiciji limesa funkcije dviju varijabli izraz (z,y) € K((a, b);(5)
znaci da je udaljenost toc¢aka (z,y) i (a,b) u koordinatnoj ravnini manja od
d. Stoga je pojam limesa funkcije dviju varijabli zapravo prirodno poopéenje
pojma limesa funkcije jedne varijable. Glavna razlika izmedu ovih limesa
je nac¢in na koji se z "priblizava” tocki ¢, odnosno (z,y) ”priblizava” tocki
(a,b). Naime, x tezi prema tocki ¢ samo duz brojevnog pravca; dakle samo
su dva razli¢ita smjera, ”slijeva” ili "zdesna”, iz kojih se x ”priblizava” tocki
c. Znamo da f ima limes L u tocki ¢ ako i samo ako postoje lijevi i desni
limes funkcije f u tocki ¢ i oba iznose L. Nasuprot tome, postoji beskonacno
mnogo razli¢itih putova po kojima se u koordinatnoj ravnini tocke (z,y)
mogu ”pribliziti” tocki (a,b). Limes ¢e postojati onda i samo onda kada
vrijednosti funkcije f teze jednom te istom broju L neovisno o tome kojim
se putom tocke (z,y) ”priblizavaju” tocki (a,b).

™
AN

Slika 120: (z,y) — (a,b) u R?

Pojam limesa analogno se prosiruje i na funkcije n varijabli, gdje je
n > 3. Opcenito, ako je dana tocka T'(aj,asz,...,a,) € R", te ako je f
realna funkcija n varijabli definirana na skupu

K(T; T):{(£B1,$2, o xp) €ER™: (m1—a1) 2+ (ma—a2) P+ - H (2 —an)? < 7“2},
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osim mozda u tocki T, tada kazemo da je L € R limes funkcije f u tocki
T ako za svaki € > 0 postoji § > 0 (0 < r), tako da iz (z1,x2,...,2pn) €
K(T;0)\ {T} slijedi |f(z1,22,...,2,) — L| < e.

Ako funkcija f ima limes u tocki T € R", tada je on jedinstven.

Svojstva limesa realne funkcije viSe varijabli ista su kao i odgovarajuca
svojstva limesa realne funkcije jedne varijable. Navest ¢emo ta svojstva za
funkcije dviju varijabli, buduéi da se uglavnom bavimo takvim funkcijama.

Teorem 5.2.1. Neka su f i g realne funkcije dviju varijabli definirane na
nekom krugu sa sredistem u tocki (a,b) € R2, osim mozda u tocki (a,b).
(i) Pretpostavimo da je Ly = lm  f(z,y) i Ly = lim g(z,y).
(2,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)
Tada vrijede sljedece tvrdnje:

a lim z,y) £ g(z, = Ly £ Lo;
()@,y)%a,b)(f( y)£g(x,y)) = L1 £ Ly

(b)  lim kf(x,y) =kL;, keR;
(z.y)—(a,b)

() lim  f(x,y)g(x,y) = LiLy;
(@,y)—(a.b)

. flz,y) Ly »
a1 e Ly # 0.
( @a)olan) gl y) Ly 00 7

()AkopostoyzL6R25>OtakavdajeK(ab),) {
D(f)ND(g) i|f(z,y) — LI < g(z,y) za sve (x,y) € K((a );0) \ {(
te ako je  lim  g(x,y) =0, onda je lim f(x,y) =

(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)

-1
Primjer 5.2.2. Izracunati  lim xg;
(z.)—>(2,3) 23+ y

Rjesenje. Kada (z,y) — (2,3), tadazy—1 — 2:3—1 =5, ax3+y — 2343 =

-1 )
11. Prema svojstvu (d) teorema 5.2.1 (i) vrijedi  lim A
@y)—-23) 23 +y 11

22 —
Primjer 5.2.3. Izracunati  lim .
(zy)—11) T—Y

Rjesenje. Limes je neodredenog oblika %. Izracunat ¢emo ga tako da razlo-

mak % skratimo. Dakle,
2 _ _
lim u lim E=y)=+y) = lim (x+4y) =2
(zy)—(11) T—yY (z,y)—(1,1) T—y (z,y)—(1,1)
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24,2
Primjer 5.2.4. Izracunati  lim Ty .
zy)=(00) /22 +y2 +4 —2

Rjesenje. Ovaj limes je neodredenog oblika %. Neodredeni oblik pretvorit
¢emo u odredeni tako da nazivnik racionaliziramo.

I il v’ 4y w2+ y? + 442
11m

(2,y)—(0,0) /12 + y2 +4— (z y)—> 0,0) \/m \/m+2
. (22 +y?) m—l— 2)

lim

(z,y)—(0,0) x? + y +4—-4
@AWty +442)
(z,y)—(0,0) x? + y2
= lim Vai+y?+4+2) =4
(z,y)—(0,0) ( Y )
sin(zy)

Primjer 5.2.5. Izracunati  lim
(zy)—(05) T

Rjesenje. Zadani limes je neodredenog oblika 8. Rijesit ¢emo ga koristedi

. . sinzx
poznati limes lim = 1.
z—0 X
. sin(zy) . sin(zy) .
lim = lim -y = (teorem 5.2.1 (i) (c))
(z,y)—(0,5) T (z,9)—(0,5) Y

o . B P
(zy)—(05) TY (2,y)—(0,5)
1.4
Primjer 5.2.6. Izracunati lim ——
(z,9)—(0,0) 2% + 2~

Rjesenje. Limes je neodredenog oblika, 9 o- Kako je za sve x,y € R

0<a' < (2 + )2

to za sve (z,y) € R?\ {(0,0)} vrijedi 0 < < 2% + y?, odnosno

2+2

rd

x2 + 12

< x2 —i—yQ.

Buduéi daje lim (2% +3?) =0, to je prema teoremu 5.2.1 (ii)
(z,y)—(0,0)

4

li S
(e0)=(0.0) T2 + 12
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lim %
(z,9)—(0,0) 2 + Yy
Rjesenje. Limes je neodredenog oblika 8 Pogledajmo sto se dogada s vri-
jednostima funkcije f(z,y) = "%~ +y kada (x,y) tezi prema ishodistu (0,0)
po pravcu y = 2x. Za y = 2x je

Primjer 5.2.7. Dokazati da ne postoji

T -2z 222 2
2 = — = — = —
f(w,22) 22+ (2x)2 522 5’
pa je
2 2
hm flz,2z) = ill)n E=E

Ako (z,y) tezi prema (0,0) po pravcu y = 3z, tada iz

T - 3T 322 3
3 = = = —
F@,32) = a3 ~ 1022~ 10
slijedi
3 3
hm f(z,3x) = il_r)%ﬁ 10

Prema tome, kada (x,y) tezi prema (0,0) razli¢itim putovima y = 2z, od-
nosno y = 3z, vrijednosti f(z,y) teze prema razli¢itim realnim brojevima.

Odavde zakljucujemo da ne postoji ~ lim  ——=—.
(2.5)—(0,0) % + y?

2

Primjer 5.2.8. Dokazati da ne postoji  lim 4&071/
(@9)—(0,0) 4 + y?

Rjesenje Provjerimo najprije $to se dogada s vrijednostima funkcije f(x,y) =
kada (z,y) — (0,0) po bilo kojem pravcu y = kx, k € R. Kako je

z4+y
22 kx ka3 kx
k pr— pr— pr—
f(z, kx) ot + (kx)? ot + k222 2?2+ k%
to je
lim f(z, kz) = | R keRr
im f(z, x_:cl—>r%1:2+k:2_ , )

Prema tome, ”priblizavamo” 1i se ishodistu (0,0) po bilo kojem pravcu koji
prolazi ishodistem, vrijednosti funkcije f teze prema nuli.
Medutim, ako (z,y) — (0,0) po paraboli y = 2, imamo

2 —7‘ = — = -
fw,2%) = zt+ (22)2 224 27
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odakle slijedi

1 1
li 2) = lim - = -.
xl—% (x7 v ) il—% 2 2

Dakle, kada (z,y) — (0,0) razli¢itim putovima, vrijednosti f(x,y) ne teze

uvijek jednom te istom realnom broju, pa stoga ne postoji =~ lim ——=—.
(z,y)—(0,0) = + ¥y

Za realnu funkciju f jedne varijable rekli smo da je neprekidna u tocki
c € D(f) ako f ima limes u tocki ¢, te vrijedi liin f(z) = f(o).
xr C
Neka je sada f realna funkcija dviju varijabli, te neka je (a,b) € D(f).
Funkcija f je neprekidna u tocki (a, b) ako postoji ( I)IHI( ) f(z,y), te vrijedi
T,y —(a,

lim  f(z,y) = f(a,b).

(,y)—(a,b)

Funkcija f je neprekidna na skupu S C D(f) ako je neprekidna u svakoj
tocki skupa S.

Teorem 5.2.9. (i) Neka su f i g realne funkcije dviju varijabli. Ako su
funkcije f i g neprekidne u tocki (a,b), tada je

(a) funkcija f + g neprekidna u tocki (a,b),

(b) funkcija f — g neprekidna u tocki (a,b),

(¢c) funkcija fg neprekidna u tocki (a,b),

(d) funkcija 5 neprekidna u tocki (a,b) (uz wvjet g(a,b) # 0).

(ii) Neka je f realna funkcija dviju varijabli, a g realna funkcija jedne vari-
jable, te neka je Im(f) C D(g). Ako je funkcija f neprekidna u tocki (a,b),
a funkcija g neprekidna u tocki f(a,b), tada je kompozicija go f neprekidna
u tocki (a,b).

Sliéno se definira pojam neprekidnosti realne funkcije triju ili vise vari-
jabli.
Primjer 5.2.10. Ispitati neprekidnost funkcije f(z,y) = 2zy + x> — zy?.

Rjesenje. Uocimo da je funkcija f dobro definirana u svim tockama (z,y) €
R?, odnosno D(f) = R2.
Uzmimo sada proizvoljnu to¢ku (a,b) € R2. Tada je

lim z,y) = lim (2zy + 2% — 2v?) = 2ab+ a® — ab® = f(a,b),
o (a,b)f< Y) (w)ﬁ(aﬁb)( y y°) f(a,b)
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pa je funkcija f neprekidna u tocki (a,b). Buduéi da smo tocku (a,b) birali
proizvoljno, zaklju¢ujemo da je funkcija f neprekidna na cijelom skupu R2.

Primjer 5.2.11. Ispitati neprekidnost funkcije

~—

B 3021’742 ako je (z,y) # (0,0
f(x’y) - { ‘6‘?/ ako je (m,y) = (070)

Rjesenje. Neprekidnost funkcije f ispitujemo u tockama njene domene.
Ocito je D(f) = R2.

Uoc¢imo da su funkcije (z,y) — 2* i (z,y) — 22 + y? neprekidne na
R2. Stoga je prema svojstvu (d) teorema 5.2.9 (i), funkcija f neprekidna na
R*\ {(0,0)}.

Preostaje provjeriti neprekidnost funkcije f u tocki (0,0). U primjeru 5.2.6
pokazali smo da je

4
x
lim z,y)= Ilim ———=0
(2,)—(0,0) fa) (@,9)—(0,0) T2 + y?
Kako je osim toga f(0,0) = 0, imamo

lim z,y) = £(0,0),
(Ly)H(o,O)f( y) = f(0,0)

pa zakljucujemo da je funkcija f neprekidna i u tocki (0,0). Prema tome, f
je neprekidna na R2.

Primjer 5.2.12. Ispitati neprekidnost funkcije

RIS
—~~
=

(=)
S—

Fny) = x%’yQ ako je (z,y)
’ 0 ako je (z,3) = (0,0)

Rjesenje. Uoc¢imo da je D(f) = R2. Funkcija f je neprekidna na R? \
{(O, 0)} kao kvocijent neprekidnih funkcija (z,y) > zy i (z,y) — 2?+y>. U
primjeru 5.2.7 smo pokazali da ne postoji ~ lim  f(x,y), pa stoga funkcija

(z,9)—(0,0)
f nije neprekidna u tocki (0, 0).
5.3 Parcijalne derivacije
Neka je z = f(x,y) realna funkcija dviju varijabli definirana na nekom krugu

oko tocke T'(a,b).
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Parcijalna derivacija funkcije f po x u tocki T(a,b) je broj koji oznaca-
vamo s %(a, b), a definiramo ga kao
8f f(a+h7b)_f(a7b)

%(a, b) = flg% o . (41)

Parcijalnu derivaciju funkcije f po y u tocki T'(a,b), u oznaci g—i(a, b), de-

finiramo kao o7 Hab+ 1) — flab)
. a,0+n)— fla,
gy (@) = lim n : (42)

Osim oznaka %(a,b) i %(a,b), za parcijalnu derivaciju funkcije f po = u

tocki (a, b) koristi se oznaka f.(a,b), dok se za parcijalnu derivaciju funkcije
f po y u toeki (a,b) koristi oznaka f,(a,b).

Ako funkcija f ima parcijalnu derivaciju po z u svakoj tocki skupa S C
R?, onda je na skupu S dobro definirana realna funkcija dviju varijabli

(z,y) — %(w,y)

. . T . . S ..
koju oznacavamo s 7 i nazivamo parcijalnom derivacijom funkcije f po x.

Takoder, ako funkcija f ima parcijalnu derivaciju po y u svakoj tocki
skupa S C R?, onda je na skupu S dobro definirana realna funkcija dviju
varijabli

of
z,y) — =—(z,
(z,y) 9y y)
koju oznacavamo s % i nazivamo parcijalnom derivacijom funkcije f po y.

Oznacimo i s g realnu funkciju jedne varijable, definiranu s
g(x) := f(,b),
tada desna strana u (41) poprima oblik

i 904 1)~ g(a)
h—0 h

§to znamo da je prva derivacija funkcije g u tocki a. Dakle,

(.0 =g (a)

To nam govori da parcijalnu derivaciju % racunamo tako da funkciju f
deriviramo po varijabli x smatrajuéi pritom varijablu y konstantom. Broj
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%(a, b) predstavlja mjeru promjene funkcije z +— f(z,b) u okolini tocke

T'(a,b) u odnosu na promjenu varijable x (tj. u smjeru osi x).

Geometrijski gledano, presije¢emo li plohu z = f(z,y) ravninom y = b
paralelnom zz-ravnini, dobit ¢emo krivulju u toj ravnini ¢ija je jednadzba
g(x) = f(x,b). Broj ¢'(a) = %ﬂé(a, b) je koeficijent smjera tangente ¢ na tu
krivulju u tocki P(a, b,g(a)), odnosno P(a, b, f(a, b)) (slika 121).

Slika 121: Geometrijski smisao %(a, b)

Sli¢nu interpretaciju ima g—g(a, b). Naime, ako je g realna funkcija jedne
varijable definirana s

9(y) = f(a,y),

onda je desna strana u (42)

i 90— g(0)
h—0 h

sto je ¢'(b). Dakle,
of

8_y(a’ b) = g/(b)-

162



5. Funkcije vise varijabli 163

Prema tome, parcijalnu derivaciju g—i racunamo tako da funkciju f deri-

viramo po varijabli y smatrajuéi pritom varijablu x konstantom. Stoga
je %(a,b) mjera promjene funkcije y — f(a,y) u okolini tocke T'(a,b) u
odnosu na promjenu varijable y (tj. u smjeru osi y). U geometrijskom
smislu, %5(@, b) je koeficijent smjera tangente ¢ na presjecnu krivulju plohe
z = f(x,y) i ravnine 2 = a paralelne yz-ravnini u tocki P(a, b, f(a,b)) (slika
122).

Slika 122: Geometrijski smisao g—gj(a,b)

U slucaju realne funkcije u = f(z,y, z) triju varijabli, parcijalnu deriva-

ciju % ra¢unamo tako da funkciju f deriviramo po varijabli  smatrajudéi

pritom varijable y i z konstantama. Parcijalnu derivaciju g—’yc rac¢unamo tako
da funkciju f deriviramo po varijabli y smatrajuéi pritom varijable z i z
konstantama, dok % racunamo tako da f deriviramo po varijabli z sma-

trajudi pritom varijable x i y konstantama.

Analogno postupamo i u sluc¢aju realne funkcije u = f(x1,x2,...,2,)
od n varijabli, gdje je n > 3. Za svaki i € {1,...,n} pripadnu parcijalnu
derivaciju 7a; racunamo tako da f deriviramo po varijabli x;, a sve ostale
varijable smatramo konstantama.
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Primjer 5.3.1. Nadi parcijalne derivacije funkcije f po z i po y:
(a) flz,y) =2 +y° + 1,
(b) flz,y) =2y — 3y +y',

© fy) = T2,
(@) fwy) =,
(e) f(z,y) = @sin(3z + y?),
() fla,y) =€,
(8) flz,y) = Vsin(z + 2y),
(h) f(z,y) = Inva? +y2,
) (o) = 5.
(3) f(z,y) = 2"V + In(2® +¢)
Rjesenje
(a) %(w,y) = 2z, Zi(x,y) = 3y7,
0) e =20y -39 o=t sesnt
of _l-@—y-—@+y -1 _ 2
(C) %('%3 y) - (x - y)g - (.%' — y)g?
of L@y -4y (1) 2
By Y = (x —y)? (@ -y
O (poy=¥ . Ly=z0_ 1
(d) %(x? )_ T yg - z’
f ooyt Qy—z-b_ 1
oy "V =, vy
(e) g‘i(:c, y) = sin(3z + y*) + 3z cos(3z + ),
g‘z(x, y) = x cos(3z + y?) - 2y = 2xy cos(3x + y?),
() %(aj,y) =Y. 302 = 3:1726553_?4,
e = (1) = e,
of 1 cos(z + 2y)

(&) %(m,y) "9 sin(z + 2y) cos(z +2y) = 2./sin(z + 2y)’
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0 1 9
l(%y) = cos(x +2y) -2 = W—+ZJ)7
Oy 2¢/sin(z + 2y) sin(z + 2y)
of 1 1 T
h) == Zz, = : -2 = >,
(h) &m( y) \/x2+y2 2\/$2+y2 22 + 92
af( ) ! ! 2 i
a. ny - * . y: >,
Ay Vo2 +y2 222 + 2 x?2 492
(1) aif(xjy): Coszw.exy—tgx-exy.y:1_ysinxcosx
o (e*v)? ey cos?
8f( ) O‘€$y—tgl‘-6$y-aj ggtgx
—(z,y) = —
8y 'Y (6:cy)2 eTy )
0 1 5t
() yf(w,y) =224 5ot = 25V 1n 2 + %
x T Y T y
1 1 2TV |n 2 2
dy 2,y x°+y3 2./y 2+

Primjer 5.3.2. Zadana je funkcija f(z,y) = (z + 2y)cos(z — y). Nadi
0, . 0

5L (r,0) 1 G (m,0).

Rjesenje. Najprije éemo naéi parcijalne derivacije funkcije f po z i po v,
a zatim izrac¢unati vrijednosti parcijalnih derivacija u zadanoj tocki (m,0).
Dakle,

0

O () = cos( —y) — ( + 2)sinz — ),

gi(ﬂ', 0) = cos(m —0) — (m+2-0)sin(r —0) = —1,
0

oL (2.9) = 200s(z — ) + (o -+ 20) sinfe ),

of :

8—y(ﬂ,0) = 2cos(m —0) + (7 +2-0)sin(r — 0) = —2.
Primjer 5.3.3. Zadana je funkcija f(x,y) = Tﬁy Nadéi %(2, 1)1 3—5(2, 1).
Rjesenge.

O (pg) = —— Y

oz (z+y)?

of B 1

s 1) = 24129
87f(xy):1-(:v+y)—y'1: T

Oy (z +y)? (x+y)*
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of . .. 2 2
%(27 1) -

2+12 9

Primjer 5.3.4. Zadana je funkcija f(z,y) = In(z? 4+ zy + y?). Pokazati da
je xaf + yaf =2.

Rjesenje.

of

7 R )
@) = o (20 +),
of 1

=L - - . 2).
ay(fﬁ,y) PR (= + 2y)
Stoga je

ox

z(2z +y) y(x + 2y)
22 +aoy+y? 22+ ay+y>?
222 4 2y + 2y°

(x%yafy”) (z.4) = x%,y>+y‘;§<x,y>

2?2 4+ xy + y?
Primjer 5.3.5. Nacéi parcijalne derivacije funkcije f po x, po y i po z:
(a) f(z,y,2) = zyz,
(b) flx,y, 2 )—:c+3y z+ 6,
(c) f(z,y,2) = ysin(z + 2z),
T+ z
(@ flayz) = 20
(e) flx,y,2) = zev.
Rjesenge.
af B of _ of _
(a) %<$,y72) = Yz, ay(‘rayvz> =Tz, 82(56'73/,2) =Y
of B of B of 2
b) ge @) =1 g l@na) =tz 7 (@y2) =3
of _
(© 2 2,9,2) = yeosta + 22),
gi(x, y,z) = sin(z + 2z),
ai(x, y,z) = 2y cos(z + 22),
0z
of Cl-(y—42)—(z+2)-0 1
(d) %(x7y7z)_ (y_4z)2 _y—4z,
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Ay —(2,y,2) = (y — 42)2 - (y — 42)27
of 1-(y—dz)— (x+2)-(—4)  da+y
9z - (2,y,2) = (y_4z)2 - (y _4Z)27
) . .

(e) ({)i(ﬂv,y,Z):zey-;:Zey,
af . % —ZL'__l‘Z i
@) = zed - = =Tk,
af .

%(l’,y, ) =e€ev.

Primjer 5.3.6. Zadana je funkcija f(z,y,2) = zysinj — yzsin . Naci
8f(7r, 1,7), gi(m 1,m) i 8f(7r 1,7).

Rjesenge.
3f( ) oz 1 T
—(x,y,2) = ysin = — —yz cos —
ax 7y7 y 2 2y 27
0 1
a—i(w,l,w):sing—iwcosgzl,
L oy.2) = asinf —zsin?
—(x,y,2) = xsin = — zsin —
a 7y7 2 27
a—f(w,l,rr):ﬂsing—ﬂsingzo,
af( 2) = 1 z LT
x —xYyCcos — — ysin —
02 Y, 2 9 Y 9 Yy 9’
0 1
af(ﬂ', 1,7) = 577(:05% — sing =—1.

5.4 Parcijalne derivacije drugog reda

Neka je z = f(z,y) funkcija dviju varijabli za koju postoje parcijalne de-
rivacije 57 i §1. Uogimo da su §1 i § funkcije dviju varijabli. Parcijalne
derivacije tih funkcija po z i po y (ukoliko postoje) nazivamo parcijalmm
derwaczyama drugog reda. Dakle, to su funkcije %(gi), oy (gg), Bz (g?’j) i

oy (gg) Za parcijalne derivacije drugog reda koriste se oznake:

?f_ 0 (of
oz2  Ox \ozx )’
#r _ o (of
oyoxr Oy \ Oz )’
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0 _ o (of
oxdy Oz \dy )’

o°f _ 0 (of
oy2 oy \oy )’
o*f . 0%f

Kazemo da su 550 | Bu0y myjesovite parcijalne derivacije drugog reda bududi
da se funkcija f parcijalno derivira najprije po jednoj, a zatim po drugoj
varijabli. Opéenito je gyzgx #* aajgy- Medutim, uz dodatne pretpostavke na
funkciju f, postize se jednakost njezinih mjesovitih parcijalnih derivacija. O
tome govori sljedeéi teorem.

Teorem 5.4.1 (Schwarzov teorem). Neka je z = f(x,y) realna funkcija

dviju varijabli definirana na nekom otvorenom krugu K C R2. Pretpostavimo

da postoje parcijalne derivacije %(w,y), g—i(x,y), aajgx (x,y) 1 aajgy (z,y) u

svakoj tocki (z,y) € K. Ako su funkcije ;;gx 1 68;5;/ neprekidne na K, tada

Je

o2 f 2f

Napomena. Mi éemo u daljnjem raditi samo s funkcijama koje zadovolja-
vaju pretpostavke Schwarzovog teorema. Dakle, u svakoj ¢e tocki domene
funkcije f njezine mjesovite parcijalne derivacije biti jednake.

Primjer 5.4.2. Nadi sve parcijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije
flz,y) = xy® + 3z 4+ 2y + 1.

Rjesenge.

0

a]:; (z,y) =y° +3,

0

o ey

0% f 0

@(x,y) = 876(92 +3) =0,
02 f 0

ek =~ (2zy+2)=2
oy (z,y) 8y< Ty + 2) = 2,
0? 0

S @) = S+ 3) =2
% 0

axéfy (z,y) = £(2xy +2) =2y.
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Primjer 5.4.3. Nadi sve parcijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije
f(z,y) = ze™.

Rjesenje.

O () = & 4 aye,

O*f 0

532 (@ y) = 5o (e +aye™) = ye™ + ye™ + aye™y = (2 + ay)ye™,

S L) = (@) = e,

8?;23{10 (x,y) = g‘g(e“y +zye™) = ze™ + xe™ + rye™r = (2 + vy)ve™?,
0 f

0
920y (z,y) = 8—?;(:1326””9) = 2ze™ + 2™y = (2 + zy)ze™.

Primjer 5.4.4. Nadi sve parcijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije
flz,y) = a¥.

Rjesenje.
0 _
8%(1‘,1/) = ya¥~ !,
gf(x,y) =2YInz,
Y
0? 0 _ _
0L () = 2 ya™) = yly — 1)av,
0*f
W(x,y) = 8—(1“3’ Inz)=zYlnzlnz =2YIn’z,
Y Y
2
;af (x,y) = gf(y v =¥ 4 yav T ine = (1 4+ ylnx)z? !,
yor Y
an - 8f Y o y—1 Y 1 _ y—1
8:an(;v,y)—%( Inz)=yzy "Inz+zx -;—(1+ylnx)x .

Primjer 5.4.5. Pokazati da funkcija f(x,y) = sin(z+y) + cos(x—y) zado-
voljava valnu jednadzbu

o%f  O*f

0x? 0y
Rjesenje.

%1 () = cos(a +y) — sinz — y),

169



5. Funkcije vise varijabli 170

of

a—y(:{:, y) = cos(z + y) + sin(zx — y),

O (@.9) = -2 (cos(a+ 1) = sn(e — 9)) = —sin(z +3) — cos(z — )
552 (@ ¥) = 5-(cos(z +y) —sin(z —y)) = —sin(z +y) — cos(z —y),
82—f(x )—g(cos(a:—i— ) +sin(z — y)) = —sin(z + y) — cos(z — y)
Prema tome, vrijedi % — ‘327{ =

5.5 Diferencijabilnost funkcije i totalni diferencijal

U Matematici 1 uveli smo pojam derivacije realne funkcije jedne varijable.
Derivacija funkcije y = f(z) u tocki z definira se kao

. 4
Axz—0 Ax ( 3)

Oznac¢imo 1i s

Af(zo) == f(zo + Az) — f(w0)

prirast funkcije f u tocki xg, tada se (43) moze zapisati kao

o Af(0) — fzo)Aa
Azx—0 Az

=0.

Za derivabilnu funkciju y = f(x) definirali smo diferencijal
df (z) = f'(z)da.

(Pisemo jos dy = f'(z)dz.) Uloga diferencijala je vazna jer on aproksimira
prirast funkcije f u tocki xg. Naime, ako je funkcija f derivabilna u tocki
xo tada se, za mali prirast varijable dv = Ax, prirast funkcije f u tocki xg
aproksimira diferencijalom df (x¢) = f'(x¢)dz u tocki zp; dakle

Af(xo) = df (xo).

Pojam derivacije moze se poopéiti na realnu funkciju dviju varijabli.
Neka je z = f(x,y) realna funkcija dviju varijabli definirana na otvorenom
krugu K C R? sa sredistem u tocki T'(zg, yo)-

Kazemo da je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u tocki T'(xg,yo) ako
postoje A, B € R takvi da je

. Af(zo,y0) — AAz — BAy
11m =
(Az,Ay)—(0,0) (Az)% 4 (Ay)?

Y
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gdje je
Af(xo,y0) = f(xo + Az, y0 + Ay) — f(x0, yo)

prirast funkcije f u tocki T'(xg,yo). Pokazuje se da ako takvi brojevi A i B
postoje, oni su jedinstveni i iznose

0 0
A= ({Ti(%o,yo), B = 5;;(900,%)-

Prema tome, ako je f diferencijabilna funkcija u tocki T'(z, yo), tada postoje

parcijalne derivacije %(azo,yo) i %(CL‘o,yo), te vrijedi

. Af (w0, 90) — 9L (w0, y0) Az — GL (w0, yo) Ay
(A$7Ay)4)(070) (A$)2 + (Ay)z

=0.

Postojanje parcijalnih derivacija prvog reda funkcije f u tocki T'(zg,yo) ne
osigurava nuzno i diferencijabilnost funkcije f u tocki T'(zg, yo). Medutim,
funkcija f Cije su parcijalne derivacije % i ? definirane na K, te nepre-
kidne u tocki T'(xq, yo), je diferencijabilna u tocki T'(zo, yo). Takoder, ako je
funkcija f diferencijabilna u tocki T'(zo, yo), onda je ona i neprekidna u toj
tocki.

Ako je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u tocki T'(zg, o), tada se
totalni diferencijal funkcije f u tocki T (xo,yo), u oznaci df (zg,yo), definira
kao

0 0
df (zo,y0) = %(Jfo,yo)dw + 5;(33073/0)@,

gdje su dzx i dy prirasti nezavisnih varijabli. Kao i u slu¢aju funkcija jedne
varijable i ovdje se, za male priraste varijabli dv = Ax i dy = Ay, prirast
funkcije f u tocki T'(xp,yp) aproksimira totalnim diferencijalom df (xo,yo);
dakle

Af(zo,y0) = df (o, yo)-

Primjer 5.5.1. Nadéi totalni diferencijal sljede¢ih funkcija:

(a) fla,y) = 2%y + 2y’

(b) f(z,y) = atg(z + 2y),

(c) f(z,y) = Va2 +y2.
Rjesenge.

of 5 4
(a) 5 (@9) =22y +y° = y(2z +y7),

ggi($’ y) = z? 4 byt = x(x + 5y4).
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Stoga je
0 0
df (z,y) = a—i(:p, y)dz + 8‘5(33, y)dy = y(2z + y*)dx + z(x + 5y*)dy.
af B 1 B T

af 1 2z

@(x,y)=xm'QZM'
Stoga je
_ or
df(z,y) — am(x’y)dx+8y(x’y)dy
2 2x
= (s m s g ) g
(C)ﬁ(x )= = T
0z T S SR VaZ+y?
of L Y
oY = W=
dy 2/27 + 2 Vatty
Stoga je
of of - .
df (z,y) = =(z,y)dr + ~(x,y)dy = de + !
f(@y) = g, (@ y)de + 5 (. y)dy Ny Nz

Primjer 5.5.2. Pomocu totalnog diferencijala procijeniti promjenu funkcije
f(z,y) = In(x + y?) iz tocke (5,0) u tocku (2, —1).
Rjesengje. Stavimo zg = 5, yo = 0. Tada je

dr=Ax=2-5=-3, dy=Ay=-1-0=-1.

Vrijedi Af(5,0) ~ df(5,0). Izracunajmo totalni diferencijal funkcije f u

tocki (5,0).
af 1 of 11
%(x’y)_x—i-yy 395(570)_5—1-02_5’
of 1 af 20
Stoga je
o O s vy = L ()40 (1) B
df(5’0)_8x(5’0)dx+8y(5’0)dy_5 (=3)4+0-(-1) = 5= 0.6.
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Prema tome, promjena A f(5,0) funkcije f iz tocke (5,0) u toc¢ku (2, —1) pro-
cijenjena pomocu totalnog diferencijala iznosi Af(5,0) = df (5,0) = —0.6.
S druge strane,

Af(570) - f(5_370_1)_f(570>:f(27_1)_f(570)
= In3—In5=1In2~ —0.510825623,

gdje je vrijednost In% dobivena pomocu kalkulatora.

Primjer 5.5.3. Pomoc¢u totalnog diferencijala procijeniti v/125+v/17.
Rjesenje. Uvedimo funkciju

f($, y) = \/E{l/?j

Treba procijeniti vrijednost funkcije f u tocki (125,17).

Stavimo x¢ = 121, yo = 16. Tada je f(121,16) = /121v16 = 22.
Nadalje, de = Ax =125 - 121 =4, dy = Ay =17—-16 = 1.

Izracunajmo totalni diferencijal funkcije f u tocki (121, 16).

of I of 1, 1
= = 2L (121,16) = V16 = —
8az(x’y) 2\/5\/@’ 8:5( ,16) 2121 11’
of 1 of 1 11
—(z,y) =Vz , —(121,16) = V12l —— = —.
Stoga je
af af 1 11 249
121,16) = —(121,1 —(121,1 = — 44+ —=-1=—
AF(121,16) = 5L (121,16)d + 5L (12110)dy = 174+ 351 =
Prema tome,
AF(121,16) ~ df (121,16) = 222
T T 352

Kako je
Af(121,16) = f(121 +4,16 + 1) — f(121,16) = f(125,17) — 22,

to procjena vrijednosti v/125v/17 pomoéu totalnog diferencijala iznosi
249
f(125,17) = Af(121,16) 4+ 22 ~ df (121,16) +22 = 352 +22 =~ 22.70738636.

(Kalkulator daje v/125v/17 = 22.70216296.)
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Primjer 5.5.4. Katete pravokutnog trokuta izmjerene s to¢noséu 0.1 cm
iznose 7.5 ¢cm i 18 cm. Pomocu totalnog diferencijala procijeniti pogresku
pri rac¢unanju hipotenuze.

Rjesenje. Oznacimo li s x duljinu jedne, a s y duljinu druge katete, onda se
hipotenuza pravokutnog trokuta racuna po formuli

fx,y) = Va? +y2

Izmjerene duljine kateta su zg = 7.5 cm i yop = 18 cm. To¢nost mjere-
nja zna¢i da su moguée promjene varijabli dr = Ax = 0.1 cm i dy =
Ay = 0.1 cm. Tada pogreska pri ra¢unanju hipotenuze iznosi Af(7.5,18) ~
df (7.5,18). Kako je

1 T
—(z, = 20 = —,
3$( v) 2\/x% 4+ y? Va2 + y?
of 7.5 5
= (7.5,18) = —— = —
83:( /18) V7524182 13

of 1 y
S (,y) = e Y =
ay( y) N e Y
of 18 12
—(75,18) = ——— = =
8y( ) V752 +182 13
slijedi
of of 5 12 17
. - . L (7518)dy = — - 01+ — 0.1 = —.
df (7.5,18) ax(75,18)dw+8y( 5,18)dy 3 0 +33 0 30
Dakle,

17
Af(7.5,18) ~ df(7.5,18) = To- ~ 0.13 em.

5.6 Ekstremi funkcije dviju varijabli

Neka je z = f(x,y) realna funkcija dviju varijabli definirana na nekom krugu
K((a,b);7) = {(z,y) e R?: (x —a)® + (y — b)* < r*}

polumjera r sa sredistem u tocki (a,b).

Kazemo da je (a,b) tocka lokalnog maksimuma funkcije f ako postoji
§>0 (6 <r), tako da je f(a,b) > f(z,y) za sve tocke (z,y) € K((a,b);0).
Tada je f(a,b) lokalni maksimum funkcije f.

Kazemo da je (a,b) tocka lokalnog minimuma funkcije f ako postoji
§>0 (6 <r), tako da je f(a,b) < f(z,y) za sve tocke (z,y) € K((a,b);0).
Tada je f(a,b) lokalni minimum funkcije f.

174



5. Funkcije vise varijabli 175

Ako je f(a,b) > f(z,y) za sve tocke (z,y) € D(f), kazemo da je (a,b)
tocka (globalnog) maksimuma funkcije f, a f(a,b) (globalni) maksimum
funkcije f. Ako je f(a,b) < f(x,y) za sve tocke (x,y) € D(f), tada kazemo
da je (a,b) tocka (globalnog) minimuma funkcije f, a f(a,b) (globalni) mi-
nimum funkcije f.

Tocke lokalnih maksimuma odnosno lokalnih minimuma funkcije f na-
zivamo tockama lokalnih ekstrema funkcije f. Lokalne maksimume odnosno
lokalne minimume funkcije f nazivamo lokalnim ekstremima funkcije f.

Tocke (globalnih) maksimuma odnosno (globalnih) minimuma funkcije f
nazivamo tockama (globalnih) ekstrema funkcije f. (Globalne) maksimume
odnosno (globalne) minimume funkcije f nazivamo (globalnim) ekstremima
funkcije f.

U Matematici 1 smo naucili da u tocki c lokalnog ekstrema derivabilne
funkcije f jedne varijable vrijedi

f'(e) =0,
Za realne funkcije dviju varijabli imamo sljedeéi rezultat.

Teorem 5.6.1 (nuzni uvjeti za postojanje ekstrema). Ako je realna funk-
cija z = f(x,y) diferencijabilna u tocki lokalnog ekstrema (a,b), onda je
S(a,b)=0i g (ab)=0.

Prema tome, da bismo nasli tocke lokalnih ekstrema funkcije f, potrebno
je rijesiti sustav jednadzbi

g‘i(w,y) =0
gz(xay) =0

Svaka tocka (a,b) koja je rjeSenje tog sustava zove se stacionarna tocka
funkcije f. Ako je (a,b) stacionarna tocka funkcije f, to jos uvijek ne znaci
da je (a, b) tocka lokalnog ekstrema funkcije f. Naime, teorem 5.6.1 daje nam
samo nuzne uvjete za postojanje lokalnih ekstrema. Primjerice, funkcija

f(z,y) = zy,
definirana na cijelom skupu R?, ima parcijalne derivacije

0 0
éTi(w,y) =y, 85(9:,11) =2z.
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Jedino rjeSenje sustava

0
B )

tj. jedina stacionarna tocka ove funkcije, je (0,0). Medutim, (0, 0) nije tocka
lokalnog ekstrema funkcije f. Naime, u svakom krugu oko tocke (0, 0) postoje
tocke u kojima funkcija f poprima veée vrijednosti od f(0,0) = 0, kao i tocke
u kojima f poprima manje vrijednosti od f(0,0) = 0. Zaista, na pravcuy = x
koji prolazi ishodistem (0,0) leze tocke (z,y) za koje je

flz,y) = flz,z) =2® > 0= f(0,0), (z#0),

dok na pravcu y = —uz, koji takoder prolazi ishodistem (0,0), leze tocke
(x,y) za koje je

f(z:,y):f(x,—x):—x2<0:f(0,0), (377&0)

Sljedeéi teorem daje nam dovoljne uvjete koji ¢e osigurati da stacionarna
tocka funkcije f ujedno bude i tocka lokalnog ekstrema te funkcije.

Teorem 5.6.2 (dovoljni uvjeti za postojanje ekstrema). Pretpostavimo da
realna funkcija z = f(x,y) ima neprekidne parcijalne derivacije drugog reda
na nekom otvorenom krugu sa sredistem u tocki (a,b). Pretpostavimo da je
(a,b) stacionarna tocka funkcije f, tj. da vrijedi %(a, b) =01 g—fyc(a, b) = 0.
Stavimo

Pfo o P
D= @(07 ) 8y8x(a’ | = ﬁ(a b) - ﬁ(a b) — < > (a b)>2
—| o 0*f S 0a2 T o oo )

m(a, b) aiyg(av b)

(a) Akoje D >0 i g%{(a, b) < 0, tada je (a,b) tocka lokalnog maksimuma
funkcije f.

(b) Ako je D >0 ¢ %(a, b) > 0, tada je (a,b) tocka lokalnog minimuma
funkcije f.

(¢) Ako je D <0, tada (a,b) nije tocka lokalnog ekstrema funkcije f.

176



5. Funkcije vise varijabli 177

Napomena. Primijetimo da je

O f O f O f 2
D>0% W(a,b) : 8—y2(a,b) > <0y8x(a’b)> .

Stoga, ako je D > 0, brojevi %(a, b) i giyéc(a, b) su razliciti od nule, a
istog su predznaka. To nam govori da se u tvrdnji (a) teorema 5.6.2 uvjet
%(a, b) < 0 moze zamijeniti uvjetom giy;(a, b) < 0, i isto tako se u tvrdnji
(b) teorema 5.6.2 uvjet %(a, b) > 0 moze zamijeniti uvjetom %(a, b) > 0.

Nadalje, uo¢imo da teorem 5.6.2 ne kaze niSta o postojanju ekstrema

kada je D = 0. U tom slucaju su potrebna dodatna ispitivanja kojima se
ne¢emo baviti.

Primjer 5.6.3. Na¢i lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 2?+zy+y?+5z+
Y+ 2.

Rjesenje. Uociimo da je D(f) = R2. Najprije éemo naéi stacionarne tocke
funkcije f. Kako je

of
—ax(x,y) =2x +y+ 95,
of
=L —r+2y+1

to su stacionarne tocke funkcije f rjeSenje sustava jednadzbi

20+ y +5=0
r +2y+1=0

Ovaj sustav ima jedinstveno rjesenje (—3,1), pa je T(—3,1) jedina staci-
onarna tocka funkcije f. Da bismo provjerili radi li se o tocki lokalnog ek-
strema, na¢i ¢emo parcijalne derivacije drugog reda funkcije f, te zatim
primijeniti teorem 5.6.2. Dakle,

0% f 0
@(xvy) = %(2x+y+5) =2,
0% f 0
Tyg(xvy) = éTy(gH_QZH_ 1) =2,
2f 9
pa je
0% f 0% f 0% f
W(_Ba 1) - 27 ain(_Bv 1) - 27 ayax(_g’ 1) =1
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Stoga je

&

02 0?
D (_3,1)-8?/’;(_3,1)—< /

oyox

2
=73 (—3,1)) =2-2-12=3.

Buduéi daje D > 0i 24(~3,1) > 0, to je T(~3, 1) tocka lokalnog minimuma
funkcije f. Lokalni minimum iznosi f(—3,1) = —5.

Primjer 5.6.4. Nadi lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = 23> +xy?+2%+5z.

Rjesenje. Uocimo da je D(f) = R2 Nadimo najprije stacionarne tocke
funkcije f. Kako je

of =y +22+5

g (DY) =Y 2045,

of

Fy(x’ y) = 6y2 + 2.’IJy,

to su stacionarne tocke funkcije f rjeSenje sustava jednadzbi

> + 22 +5=0
6y% + 2zy =0

Izlu¢imo li 2y iz druge jednadzbe, imamo
2y(3y +x) =0,

pajey=0ili 3y +a =0.

U prvom slucaju, uvrStavanjem y = 0 u prvu jednadzbu sustava dobi-
jemo 0242z +5 = 0, odnosno z = —%. Stoga je Tl(—%, 0) stacionarna tocka
funkcije f.

Ako je 3y + x = 0, onda se supstitucijom x = —3y u prvu jednadzbu
sustava dobije 2 +2- (=3y) +5 = 0, tj. y?> — 6y + 5 = 0. Ova kvadratna
jednadzba ima dva realna rjeSenja y; = 1 i yo = 5. Za y; = 1 imamo
r1 = —3y1 = —3, a za y» = 5 dobije se x5 = —3ys = —15. Stoga su
T5(—3,1) i T5(—15,5) jos dvije stacionarne tocke funkcije f.

Da bismo provjerili radi li se o tockama lokalnih ekstrema, trebamo
izracunati parcijalne derivacije drugog reda funkcije f, te zatim na svaku
stacionarnu tocku posebno primijeniti teorem 5.6.2. Dakle,

0?2 0

o) = oo+ 20+ 5) =2

>’f 9 o

8—y2(m,y) = 8—y(6y + 2zy) = 12y + 2z,
O*f 9 9
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Za totku T1(—3,0) je

f
8a:2< 2!
5

o2 f 5

2 (- ) o2 (2) =5

o2 f

6y03:< 2’0>_2 0=0,

pa je
L F (5 )\ F( 5 2f (5 \\°_ -
= 02 <‘2’0> e <_2’0)_<8y8x (‘2’())) =2:(=5)-0"=-10.

Kako je D < 0, to Tl(—%, 0) nije tocka lokalnog ekstrema funkcije f.
Za tocku To(—3,1) dobije se

0% f 0% f o> f
a3 1)=2, a—y2(—3,1)_12-1+2-(—3)_6, 8ya$(—3,1)_2-1_2,
pa je
0*f O*f 0 f ’
D:amQ(_?”l)'8y2(_3’1)_<6yax(_3’1)) =2.6-22=38.

Kakoje D > 01i ( 3,1) > 0, zakljucujemo da je T5(—3, 1) tocka lokalnog
minimuma funkcue f. Lokalni minimum iznosi f(—3,1) = —7.
Konaé¢no, za tocku T5(—15,5) imamo
0% f
12
0% f
3y +-5(=15,5) =12-5+ 2. (-15) = 30,
0% f
oyox
pa je

(—15,5) =

(—15,5) =25 = 10,

0% f
oyox

0% f O%f 2 )
D= 5a(-15.5) - 5 5(-15.5) - ( (-15,5)) —2.30 102 = —40.

Bududi da je D < 0, zakljucujemo da T3(—15,5) nije tocka lokalnog ekstrema
funkcije f.
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Primjer 5.6.5. Nadi lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = e2 (z+y2—2y+1).

Rjesenje. Uocimo da je D(f) = R2. Parcijalne derivacije prvog reda funkcije
f su

of
%(l’, y) -

1
>
0 e
o) =ty -2)

Stacionarne tocke funkcije f su rjesenja sustava jednadzbi

e%(x+y2—2y—|—1)+e% = e%(:c+y2—2y—|—3),

1 e
§e§(m+y2*2y+3) =
e2(2y—2) = 0

Uoc¢imo
e22y—2)=0<2y—2=0<y=1.
Uvrstimo li y = 1 u prvu jednadzbu sustava, dobit ¢emo

ex(x+12—-2-1+3)=e2(x+2) =0,

odakle slijedi z = —2. Prema tome, T'(—2,1) je jedina stacionarna tocka
funkcije f.

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f su:
0 f 1. 9 Lo 1. )
@(%y)—zw(lﬂ'y —2y+3)+§e2 —162@4‘?/ -2y +5),
0% f z
Tyg(xvy):2€27
0? 1= z
G ) = gty —2) = iy - )
Stoga je
0’ f 1 0’ f 2 0 f
—(=2,1) = —2,1)="= —2,1) =
amz( I ) 267 ayz( Y ) 67 ay8x< I ) 07
pa je
2 f 9% f 9% f 12 o, 1
D=22(-21) - =%(-2,1) — —2.1)) =—-2-0%=—=.
6w2( » 8y2( 1) <6y8m( ’ )> 2e¢ e 0 e2

Kako je D > 0 i ‘327{(—2, 1) > 0, to je T(—2,1) tocka lokalnog minimuma

funkcije f. Lokalni minimum iznosi f(—2,1) = —%.
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Primjer 5.6.6. Nadi lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = (x +1)y/y — 1 —
P?4+z—y (y>1).

Rjesenje. Uocimo da je D(f) = {(a:,y) eR?: y> 1}. Parcijalne derivacije
prvog reda funkcije f su

0
5%@&)2Vy— -2z +1,

af 1 z+1
Stacionarne tocke funkcije f su rjeSenja sustava jednadzbi
Vy—1-2z+1 = 0
1
1l 1 = 0 °
2y —1

Iz prve jednadzbe sustava dobije se v/y — 1 = 2z — 1. Zamijenimo li \/y — 1
s 2¢ — 1 u drugoj jednadzbi sustava, imamo

r+1

T _1=0
202z — 1) :

odakle slijedi z + 1 =2(22 — 1), tj. x = 1. Sadaje yy—1=2-1-1=1,
pa je y = 2. Prema tome, T'(1,2) je stacionarna tocka funkcije f.

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f su:

02 f
v J - 9
52 (L2 Y) ,
32f( )_1 0-Vy—-1-(a+1) 2\/%_ z+1
o2 2 y—1 4y - vy —1
0% f 1
(,9) = 57—
oyox 2y — 1
Odavde slijedi
o2 f 92 f 1 0 1
1,2)=-2, —(1,2)=—= 1,2) = =
6:62(’ ) ’ y2(’ ) 2’ Oy&x( 2) 2’

pa je

D=l 9). g < 0 f (1,2)>2 _ Z

- Oz

Buduéi da je D > 01 24(1,2) <0, to je T(1,2

,2) tocka lokalnog maksimuma
funkcije f. Lokalni maksimum iznosi f(1,2) = 0.
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Primjer 5.6.7. Ispitati s obzirom na lokalne ekstreme funkciju f(z,y) =
(x — 3) In(zy).

Rjesenje. Ova funkcija je dobro definirana u svim tockama (x,y) za koje je
zy > 0, pa je

D(f)={(z,y) eR*: (z>0iy>0)ili (x<0iy<0)}.

Parcijalne derivacije prvog reda funkcije f su

0 1 3
ai(x’y) =In(zy) + (@ =3) oy =lay) - 41,
of - 1 _x—3

Stacionarne tocke funkcije f su rjeSenja sustava jednadzbi

3
ln(my)—;—i-l =0
-3
Y

= 0

Iz druge jednadzbe slijedi * = 3, pa se uvrStavanjem x = 3 u prvu jed-
nadzbu dobije In(3y) = 0. Dakle, 3y = 1, tj. y = 3. Prema tome, T(3, 3) je
stacionarna tocka funkcije f.

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f su:

62713( )_i +i_l+i
Ox? x’y_a:y 2z 22’

Of gy =223

8y2 ) y27

Fp 1,

Oyox oY Cay x_y'
Odavde je

0% f 1 2 9%f 1 0% f 1
8x2(3’3)_3’ 8;y2<3’3>_0’ 8y8m<3’3>_3’

L (LIPS (1Y (B (1Y) L
D=2 (3’3) oy (3’ 3> B <ayam <3’ 3)) -

Kako je D < 0, to T'(3, %) nije tocka lokalnog ekstrema funkcije f. Prema
tome, f nema lokalnih ekstrema.

pa je

182



6. Dvostruki integral 183

6 Dvostruki integral

6.1 Pojam dvostrukog integrala

U prvom poglavlju uveli smo pojam odredenog integrala fab f(z)dz omedene
funkcije f : [a, b] — R. Prisjetimo se da u slu¢aju nenegativne funkcije f, broj
ff f(x)dx predstavlja povrsinu lika u xy-ravnini omedenog grafom funkcije
y = f(x), pravcima z = a i x = b, te osi z. Pojam odredenog integrala
prosirit éemo na realne funkcije dviju varijabli.

Neka je sada na pravokutniku
I=la,b] x[e,d):={(z,y) ;a<z<bc<y<d} CR?

zadana realna funkcija f : I — R dviju varijabli. Za funkciju f pretpostav-
ljamo da je omedena, Sto znaci da postoje realni brojevi m i M takvi da
je

m < f(z,y) <M

za sve (z,y) € 1. Zelimo definirati integral koji ¢e u sluéaju nenegativne
funkcije f predstavljati volumen tijela omedenog odozgo plohom z = f(z,y),
a odozdo pravokutnikom I = [a,b] X [¢,d] (v. sliku 123).

<

Slika 123: Tijelo omedeno odozgo plohom z = f(x,y), a odozdo
pravokutnikom I = [a, b] X [c, d]
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6. Dvostruki integral 184

Postupamo kao i u slu¢aju realne funkcije jedne varijable. Neka je A} =
{zo,x1,...,2m} razdioba segmenta [a,b], a Ay = {yo,y1,...,yn} razdioba
segmenta [c, d]. Kartezijev umnozak

A:AIXAQ:{(wivyj):xieAlayjeA27 izov"'7m7j:07"'7n}

nazivamo razdiobom pravokutnika I. Ovom je razdiobom pravokutnik I po-
dijeljen na mn pravokutnika

IZ] = [xifla-xi] X [yjfbyj]: 1= 17"'7m7 .] = 17' - Ny

kao sto je prikazano na slici 124.

Yy A

Yil---—-o--------

Yyj-1|-—-—-=—-=—=[-=-=-=====

Slika 124: Razdioba pravokutnika I = [a,b] X [c, d]
Ozna¢imo s
P(Iw) = (:IZ'Z — xi—l)(yj — yj—l); ’L = 1, cee, My, ] = 1, N

povrsinu pravokutnika I;;, a s P(I) := (b — a)(d — ¢) povrsinu pravokutnika

1. Tada je
Py =33 P(I).

i=1 j=1
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6. Dvostruki integral 185

Stavimo

mg; = inf f(x7y)7 M’Lj: sup f(x,y)7 i:17"‘7m7j:17"'7n'
(z,y)€liz (z,y)Eli;

Tada je
mgmijSMing, izl,...,m,jzl,...,n.

Na svakom pravokutniku /;; uzmimo jednu proizvoljnu tocku (s;,t;) € ;.
Ocito je
mijgf(si,tj)gM,;j, ’izl,...,m,jzl,...,n.

Sada ¢emo, kao i u sluc¢aju funkcije jedne varijable, definirati sljedeé¢e zbro-
jeve:

SA = ZZmZ]P(IZ]>’ SA = ZZMZP(I@J)’
i=1 j=1 i=1 j=1
OA — ZZf(Sl,t])P(I”)

i=1 j=1

Ovdje sa nazivamo donjim integralnim zbrojem, Sa gornjim integralnim
zbrojem, a oa integralnim zbrojem funkcije f.
Kako jezasvei=1,...,m,j=1,...,n

m < mij < f(si,t5) < My < M,

to je
mP(I)=mYy > PIy) <Y > miPLi) <Y flsisty)P(Li)
i=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
<D Y MyP(Iy) < MYy P(Iy) = MP(D),
i=1 j=1 i=1 j=1
odnosno
mP(I) < sp <oa <Sa < MP(I) (44)

za svaku razdiobu A pravokutnika I. Stoga su dobro definirani brojevi
T, :=sup {SA : A razdioba pravokutnika I },

7" :=inf {S A @ A razdioba pravokutnika [ }
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6. Dvostruki integral 186

Broj Z, nazivano donjim Riemannovim integralom, a broj Z* gornjim Ri-
emannovim integralom funkcije f.

Kazemo da razdioba A’ = A} x AL profinjuje razdiobu A = A; x Ay, i
pisemo A C A’ ako je Ay C A} i Ay C Al Tada se, kao i u slu¢aju funkcija
jedne varijable, pokazuje da vrijedi

sa < sar < Sar < Sa.

Odavde slijedi da za svake dvije razdiobe A’ = A} x AL i A” = A x Al
vrijedi

sar < San. (45)
(Naime, stavimo 1i Aj := AJ UA! 1 Ay := AL UAY, tada je A := A; x Ay
profinjenje razdioba A’ i A”. Stoga je sar < sa < S < Sar.)
Iz (45) slijedi

I, <TI".

Za omedenu funkciju f : I — R kazemo da je integrabilna (u Riemannovom
smislu) na pravokutniku I C R? ako je

., =1".

Broj Z := I, = I* zovemo dvostrukim integralom funkcije f na pravokutniku

I://If(x,y)dxdy.

Ovdje f nazivamo podintegralnom funkcijom, I podrucéjem integracije, a dxdy
elementom poursine.

I i piSemo

Ako je funkcija f integrabilna na pravokutniku I, tada za svaku razdiobu A
pravokutnika I vrijedi

sa < / /I £(,y)dwdy < Sa. (46)

Stovise, pokazuje se da je omedena funkcija f integrabilna na pravokutniku
I ako i samo ako za svaki € > 0 postoji razdioba A pravokutnika I takva da
je

SA —sa < e (47)
Iz (44), (46) i (47) zakljuCujemo da za integrabilnu funkciju f na pravokut-
niku I = [a, b] X [c, d] postoje razdiobe A1= {zg,x1,..., Ty} segmenta [a, b
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i AQZ {y07 Y1y -y yn} Segmenta [67 d]v te tocke (8i7 t]) S [xi—la xz] X [Z/j—h y]]v

i=1,...,m,j=1,...,n, takve da vrijedi
/ /1 P y)dady ~ S5 Flsirt) i — 26 1) 5 — i),
i=1 j=1

Neka je sada funkcija f : S — R definirana na nekom omedenom skupu
S C R2?, koji nije pravokutnik. Pretpostavimo da je f omedena na skupu
S. Dvostruki integral funkcije f na skupu S definiramo na sljedeéi nacin.
Buduéi da je skup S omeden, to postoji pravokutnik I = [a,b] X [c, d] koji
ga sadrzi (slika 125).

YA

d _____

Slika 125: Podrucje integracije S

Funkciju f zatim prosirimo do funkcije f : I — R definirane na pravokutniku

I formulom ( ) ( )
~ | f(z,y), ako (z,y) € S;
f(m,y)—{ 0, ako (z,y) € I'\S.

Kako je funkcija f omedena na skupu S, jasno je da je f omedena na pra-
vokutniku 7.

Ako je funkcija f integrabilna na pravokutniku I, tada se dvostruki in-
tegral funkcije f na skupu S definira kao

/ /S fa.v)dedy = | /1 f(z, y)dady.
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Svojstva dvostrukog integrala

Neka su funkcije f : S — R i g :S — R integrabilne na omedenom skupu
S C R2. Tada vrijede sljedeée tvrdnje.

a) //S (f(x,y) +g(x,y))dxdy = /Sf(:c,y)daf:dy + //S g(x,y)dzdy.
) // k:f(:z:,y)d:cdy:k// F(a,y)dedy (k€ R).

(c) Ako je f(z,y) < g(z,y) za sve (x,y) € S, tada je

/ fxydxdy<// (z,y)dzdy.

6.2 Racunanje dvostrukog integrala

Racunanje dvostrukog integrala je tesko ako koristimo samo njegovu defini-
ciju. Dvostruki integral moze se racunati primjenom Fubinijevog teorema,
koji kaze da se rac¢unanje dvostrukog integrala zapravo svodi na ra¢unanje
dvaju ”jednostrukih” integrala realne funkcije jedne realne varijable. Mi
¢emo pritom za podruéje integracije uzimati skup S koji ¢e imati jedan od
sljedeéih oblika:

(i) S je pravokutnik;

(ii) S = {(asjy) ra<zxz<bp(r) <y< @2(1‘)}, pri ¢emu su 1, @ :
[a,b] — R neprekidne funkcije takve da je pi(x) < @a(x) za svaki
x € [a,b);

(iii) S = {(z,y) : ¢ <y < d, ¥1(y) < = < Pa(y)}, pri cemu su ¢, :
[c,d] — R neprekidne funkcije takve da je ¥1(y) < vo(y) za svaki
y € [e,d].
Slucaj (i) je najjednostavniji, a iako je sadrzan i u (ii) i u (iii), posebno é¢emo
ga razmotriti.
Ako je funkcija f : S — R neprekidna na skupu S, tada postoji

//S f(z,y)dzdy.

Takoder, ako je f : S — R neprekidna na skupu S = 57 U Sq, gdje su Sy
i S skupovi oblika (i), (ii) ili (iii), koji su pritom ili disjunktni ili se sijeku
samo po rubu, tada postoji ffs f(z,y)dzdy, a ra¢una se kao

//S f(z,y)dxdy = //51 f(z,y)dxedy + / 5 f(z,y)dzdy.
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Razmotrimo redom svaki od slucajeva (i), (ii) i (iii).

(i) Neka je S = [a,b] X [c,d], te neka je f : S — R neprekidna funkcija.
Tada se ffs f(z,y)dxdy ra¢una ovako. Za dani x € [a,b] promatramo
funkciju g : [¢,d] — R jedne varijable definiranu s

9(y) == f(z,y),

te zatim izracunamo odredeni integral fcdg(y)dy. Akosy— G(y) = F(x,y)
oznacimo neku primitivnu funkciju funkcije g, tada je po Newton—Leibnizovo]
formuli
y=d

= F(z,y)
y=c

y=d
= F(x,d) — F(x,c).

Yy=c

d d
/ f(z,y)dy =/ g(y)dy = G(y)

Drugim rije¢ima, f smo promatrali kao funkciju koja ovisi samo o varijabli
Y, te ju integrirali na segmentu [c, d]. Dakle, pri integraciji smo x smatrali
konstantom. Kao rezultat ovog ”jednostrukog” integriranja dobili smo izraz
F(z,d) — F(z,c) koji ovisi samo o x. Sada uvodimo funkciju b : [a,b] — R
jedne varijable definiranu s

h(z) := F(z,d) — F(x,c).

Da bismo izra¢unali dvostruki integral funkcije f na pravokutniku .S, preos-
taje funkciju h integrirati po x na segmentu [a, b]. Dakle,

/ /S (@, y)dzdy / ' ().
J[ st sy = [ b ( / df(x,wdy) dr.

Takoder, pisemo
b d
//Sf(ar,y)d:vdyz/ d:v/ f(z,y)dy,

smatrajudi pritom da funkciju f najprije integriramo po y na segmentu |[c, d],
a zatim dobiveni izraz, koji ovisi samo o x, integriramo po x na segmentu
[a, b].

Do istog rezultata bismo dosli da smo krenuli obrnutim redoslijedom, t;.
funkciju f najprije integrirali po = na segmentu [a,b] (pritom y smatramo

Prema tome,
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konstantom), a zatim dobiveni izraz, koji ovisi samo o y, integrirali po y na
segmentu [c, d]. Dakle,

J[ stz = | ’ ( / bf(as,y)dx> dy

i u ovom slucaju pisemo

/ /S f(, y)dady = / “ay / ' flay)ia.

(i) Neka jo § = {(r,9) 1 a < © < b, o1(x) < y < ga(e)}. pri Comu s
©1,¢2 : [a,b] — R neprekidne funkcije takve da je ¢1(x) < po(x) za svaki
x € [a,b] (slika 126).

yA

y=pi(z)

Slika 126: Podrucje integracije S = {(z,y) : a <z <b, p1(x) <y < pa(z)}

Tada se dvostruki integral neprekidne funkcije f na skupu S ra¢una tako da
se najprije izracuna ”jednostruki” integral

p2(z)
/ [z, y)dy.
v1(z)
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To znadi da se funkcija f integrira po y na segmentu [p1(x), p2(x)], pri cemu
x € [a,b] smatramo konstantom. Dobiveni izraz ovisit ¢e samo o x i on se
zatim integrira po x na segmentu [a, b]. Prema tome,

J[ 1@y~ | b ( /@ w(()) f, y)dy) dr.
||ty = | ' o L W(()) F (o, y)dy.

(iii) Neka je S = {(z,y) : ¢ <y < d, ¥1(y) <z < a(y)}, pri Cemu su
Y1,%9 : [c,d] — R neprekidne funkcije takve da je ¢ (y) < ¥9(y) za svaki
y € [c,d] (slika 127).

Pisemo

YA

Slika 127: Podru¢je integracije S = {(z,y) : ¢ <y < d, ¥1(y) <z < 1a(y)}

Dvostruki integral neprekidne funkcije f na skupu .S ra¢unamo tako da naj-
prije funkciju f integriramo po x na segmentu [¢1(y), ¥2(y)], tj. izracunamo

Pa2(y)
/ f(z,y)de,
P1(y)
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pri cemu y € [c,d] smatramo konstantom. Dobiveni izraz je funkcija koja
ovisi samo o y i nju zatim integriramo po y na segmentu [c, d|. Prema tome,

J[ 1w sty = [ ' ( /w w(j) i, y)dm) ay.
| 1wy~ | “ay / t;}) f(z,y)dz.

Primjer 6.2.1. Izracunati [[4(4z + 22%y)dzdy, gdje je S = [0,1] x [-1,2].

Rjesenje. Podrucje integracije S je pravokutnik skiciran na slici 128.

Pisemo

YA

0 1

Slika 128: Podrugje integracije S = [0, 1] x [—1, 2]

Funkciju f(z,y) = 4z + 222y najprije éemo integrirati po y na segmentu
[—1,2], a zatim ¢emo dobiveni izraz koji ovisi samo o x integrirati po x na
segmentu [0, 1]. Dakle,

1 2
// (4z + 222y)dzdy = / dx/ (4 + 22%y)dy
S 0 -1
1

y=2
= / (4:vy-|-a:2y2)
0

dx
y=-1
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= /1 ((8x + 42?) — (—4z + $2))dx
0
1

1
= / (322 4+ 12z)dx = (23 + 62%)| =1+6="7.
0 0

Dvostruki integral funkcije f na skupu S mozemo izracunati i na nacin
da funkciju f najprije integriramo po x na segmentu [0, 1], a zatim dobiveni
izraz koji ovisi samo o y integriramo po y na segmentu [—1, 2]. Kako rezultat
ne ovisi o redoslijedu integracije, i u ovom ¢e slucaju vrijednost dvostrukog
integrala biti 7. Provjerimo to.

2 1
// (4x + 22%y)dady = / dy/ (4x + 22%y)da
S -1 0
2 2 rx=1
= / <2x2 + x3y>
. 3

=0

—/2 24+ 2y —0)dy = (2y+ 1y
—71 3y y—?JS?J
4 1
= (4+=-)-(-242) =1
(13)-(=+3)

Primjer 6.2.2. Izracunati [y e Ydxdy, gdje je S = [-3,2] x [1,5].
Rjesenge. Integriramo i funkciju f(x,y) = e ¥ najprije po y na segmentu
[1,5], a zatim dobiveni izraz po x na segmentu [—3, 2], imamo

2
// e" Ydxdy = / Ty
S

dy

2

-1

= / daz
= / xfl)da:
3
2
= (=4 hH] =(—eP4e)—(—e B4
-3
= 6—|—€_8 —e 3 —e 4,

Pokazimo i da promjenom redoslijeda integracije dobivamo isti rezultat.

5 2
// e Vdxdy = / dy/ e"Ydx
S 1 -3
5 r=2
= / exiy
1 —

r=—3

dy
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5
= / (7Y — e Y)dy
1

5
=(—e3+eB)—(—ete)

1

= et+eB—e3 -t

= (=¥ Ve

Primjer 6.2.3. Izracunati [[¢(3z — 4y)dzdy, gdje je podrucje integracije S
omedeno parabolom y = 22, pravcem = = 2 i osi x.

Rjesenje. Podruéje integracije S skicirano je na slici 129.

Slika 129: Podrugje integracije S = {(z,y): 0 <2 <2, 0 <y < 2%}

Dakle, S = {(z,y) : 0 < = < 2, ¢1(z) <y < pa(2)}, gdje je p1(z) = 0,
@o(z) = 22. Stoga je

2 p2()
// B3z — 4y)dzxdy = / d:c/ 3z — 4y)dy
S 0

e1(z)
2 x2
= / da;/ (3z — 4y)dy
0 0
2 z?

y:

= / (3zy — 2y%) dx

0 y:O

2
= / (323 — 22Y)dx

0

9 2

= §x4—7$5 :12—%:—%

1" 75 )|, 5 5
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Osim na provedeni nacin, ovaj zadatak mozemo rijesiti i tako da podin-
tegralnu funkciju integriramo najprije po x, a zatim po y. Naime, uoc¢imo
da se podrucje integracije S moze zapisati kao

S={(z,y):0<y <4, ¥i(y) <z <eh(y)},
gdje je ¥1(y) = /Y, ¥2(y) = 2. Stoga je

4 ¥2(y)
// (3x — 4y)dxdy = / dy/ (3x — 4y)dx
s 0 1(y)
4 2
= / dy/ (3z — 4y)dx
0 VY
4 3 =2
= / <2a?2 — 43:@/) dx
0 g;:\/g
4 3
= [ (=30 (3u-1v3) ) av
4
= / <6—19y+4y3) dy
0 2
B 19, 8 :s\[|* 4
= <6y Yty )

Primjer 6.2.4. Izracunati [[ %dxdy, gdje je podrucje integracije S ome-
deno krivuljama zy =1,y =x iy = 2.

(SIS

0 5 .

Rjesenje. Nadimo tocke presjeka danih krivulja. Hiperbola xy = 1 i pravac
y = 2 sijeku se u tocki Tl(%,2). Pravci y = 2 1 y = z sijeku se u tocki
T5(2,2). Preostaje naéi presjek hiperbole xy = 1 i pravca y = x. Uvrstimo
li y = 2 u jednadzbu zy = 1, imamo 22 = 1, tj. x = +1. Stoga se ove dvije
krivulje sijeku u tockama T3(1,1) i Ty(—1,—1), s tim da tocka Ty ne pripada
podrucju integracije S.

Ovaj zadatak takoder mozemo rijesiti na dva nacina. U prvom slucaju,
tj. kada se podintegralna funkcija integrira najprije po y, a zatim po =,
podrucje integracije S moramo podijeliti na dva podrucja S; i Se, gdje je
S1 omedeno hiperbolom y = %, te pravcima x = 1 i y = 2, a podrucje So
pravcima z = 1, y = z i y = 2 (slika 130). Dakle,

1
Sl = {(xay)zngL

Sy = {(x,y):lﬁxﬁ?,xSySQ}.
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YA
T
2 |
|
|
15 :
|
|
|
1+—-—-—-- I
|
|
|
|
0.5 7
|
|
|
. l
0 0.5 1 1.5 2 .

Slika 130: Podruéje integracije S = S U S

Kako je S = 51U Sy, to se [[q %dxdy racuna kao zbroj dvaju dvostrukih
integrala. Dakle,

/ —dxdy / da:dy—i—// gdxdy
S X Sy X
1 2
/ da:/ ‘%dy%—/ dx/ ldy
2T T, e
/ 2 2 2

1 y:2 y=
Y
2

2
Y
d g
_1 a:+/1 222

1
Lr72 1 2r2 1
/%<m2—2$4>dx+/1 m2—2>dx
()] -2
x  6x3)/ |1 x 2
1 2

1 2x
2

U drugom slucaju, tj. kada se podintegralna funkcija integrira najprije
po x, a zatim po y, dvostruki integral po podrucju

1
s={en1sys2 <oy,
Yy
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omedenom hiperbolom z = %, te pravcima x = y i y = 2 (v. sliku 131)
racunamo kao

2 Y
%dwdy = /dy %dw
s T 1 1
Y
2 -1 =Y
- [
1 X

y A \
2
) S
T =- T=y
)
1 _________
0 1 x

Slika 131: Podrucje integracije S = {(;U,y) 1<y <2, % <z< y}

Primjer 6.2.5. Izracunati ffs(x + 2y)dxdy, gdje je podrucje integracije S
omedeno krivuljama y =22 —1iy =2+ L.

Rjesenje. Nadimo tocke presjeka parabole y = 22 — 1 i pravca y = x + 1.
Apscise trazenih toc¢aka su rjesenja jednadzbe 22 —1 = 41, tj. 22—2—2 = 0.
Ova kvadratna jednadzba ima dva realna rjeSenja z1 = —1 1 29 = 2. Odavde
jeyr=x1+1 =01y =22+ 1 = 3. Dakle, krivulje se sijeku u tockama
T1(—1,0) i T5(2,3) (slika 132).
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Slika 132: Podrucje integracije
S={(r,y): -1<z<2,22-1<y<ax+1}

Dvostruki integral funkcije f(x,y) = x 4+ 2y na skupu
S:{(:c,y):—1§x§2,x2—1§y§x+1},

rijesit ¢emo tako da podintegralnu funkciju integriramo najprije po ¥y, a
zatim po x. Dakle,

2 z+1
// (z+2y)dedy = / da:/ (z + 2y)dy
S -1 x2—1
2

y=z+1
— [+ de
-1 y=z2-1

= /2 (zx+ 1)+ (z+1)*—2(z® = 1)—(2* — 1)?)dx
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Primijetimo da zadatak mozemo rijesiti i tako da promijenimo redoslijed
integracije, no u tom bismo sluc¢aju podrucje integracije S morali podijeliti
na dva dijela.

Primjer 6.2.6. Izracunati [f evdrdy, gdje je podrucje integracije S ome-
deno parabolom 3% = x, pravcem y = 1 i osi .

Rjesenje. Podrucje integracije
S={(z,9):0<y<1,0<z <y}

skicirano je na slici 133.

A
Yy
.’E—yQ
1
/
0\ 1 ;

Slika 133: Podrudje integracije S = {(z,y): 0<y <1,0 <z < y?}

Podintegralnu funkciju integrirat ¢emo najprije po z, a zatim po y. Dakle,

2

z 1 ve o
// evdxdy = / dy/ evdx
s 0 0
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Integral fol yeYdy rijesit ¢emo metodom parcijalne integracije. Dakle,

1 1 1
/ yeVdy = — / eYdy
0 0 0

= e—é’

U=y du = dy
dv=-¢eYdy v=-¢e¥
1
=e—(e—1)=1.
0

1
z 1 1 1
//Sey i /o veay 2 2 2

Primijetimo da [[g evdrdy ne bismo mogli rijesiti na nacin da podinte-

Prema tome,

gralnu funkciju integriramo najprije po y, a zatim po z. Naime, | eidy ne
mozemo elementarno integrirati.

Primjer 6.2.7. Promijeniti redoslijed integracije u dvostrukom integralu
4 6

Ws fl@,y)dedy = [ dx [ 7 f(2,y)dy.

Rjesenje. Podrugje integracije

S={(z,y):0<z <4, Vz<y<6}

skicirano je na slici 134.

y A
y==6
6
S

|

|

|

I

I

l >
0 4 -

Slika 134: Podru¢je integracije S = {(z,y): 0 <z <4, /x <y <6}
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Zelimo i promijeniti redoslijed integracije, tj. funkciju f integrirati najprije
po z, a zatim po y, tada podruéje integracije S moramo podijeliti na dva
podrucja S; i Sz (v. sliku 135).
Iz y = /7 slijedi z = 2, pa je
S1={(z9):0<y<2,0<w <y},
Sy ={(z,y):2<y<6,0< <4}

Prema tome,

//Sf(x,y)d:cdy = /51 f(l‘,y)d$dy+/s2 f(z,y)dxdy

- /0 "y /0 " fomdo + /2 "ay /0 ' fa)de

y A
y==6
6
S
.’L'—y2
2 |
Sl |
|
|
|
! -
0 4 T

Slika 135: Podrugje integracije S = S7 U S

Primjer 6.2.8. Promijeniti redoslijed integracije u dvostrukom integralu
1 2—

Mg f(z,y)dady = [ dy [ f(z,y)d.

Rjesenje. Podrucje integracije je skup

S={(z,y):0<y<ly<az<2-—y}

Da bismo skicirali skup .5, nadimo presjek pravaca = y i x = 2—1y. Presjek
je tocka T'(1,1). Skup S skiciran je na slici 136.
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Yy A
2
Z
1o — =
T=Y r=2-y
S
0 1 2 T

Slika 137: Podrucje integracije S = S7 U So

Ako funkciju f zelimo integrirati najprije po y, a zatim po x, tada je jasno da
podrugje integracije S moramo podijeliti na dva dijela Sy 1 Se (v. sliku 137).
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szzz_yShJedlfUZQ—wStogaJe
S = {(z,y):0<z<1,0<y<z}

Prema tome,

//S flx,y)dzdy = /51 f(m,y)al:ndy%—//S2 f(z,y)dzdy
= [ [seas [w [ e

Primjer 6.2.9. Promijeniti redoslijed integracije u dvostrukom integralu
1 2

Mg fx,y)dady = [ do [, =0 f(x,y)dy.

Rjesenje. Podrucje integracije je skup

S:{(x,y):nggl,1+\/1—x2§y§2}.

]y

Slika 138: Podrugje integracije
S:{(m,y): 0<z<1, 1+\/1—x2§y§2}
Izy=1+V1—a2slijediy—1=+v1—-22 paje(y—1)2%=1-2%
odnosno 22+ (y—1)? = 1. Znamo da je 22+ (y —1)? = 1 jednadzba kruznice
polumjera r = 1 sa sredistem u tocki S(0,1). Stoga je y = 1+ V1 — 22, za
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0 < x < 1, jednadzba ”gornje desne” cetvrtine kruznice 2 + (y — 1)? = 1.
Skup S skiciran je na slici 138.

Da bismo promijenili redoslijed integracije, moramo iz jednadzbe y =
14+ /1 — 22 izraziti x kao funkciju od y. Pokazali smo da iz y = 1++v/1 — 22
slijedi 22 + (y — 1)? = 1, odakle se dobije 22 = 1 — (y — 1)? = 2y — ¢, pa
je x = £4/2y — y2. Kako je 0 < z < 1, to je u nasem slucaju z = /2y — 12
(v. sliku 139). Dakle,

sS={@y:1<y<2 Vy—y2<s<i)

Prema tome,

/ /S f(, y)dwdy = /1 dy /;ﬂ f(z, y)da.

8y

Slika 139: Podrudje integracije S = {(x, y):1<y<2 2y—y?<z< 1}
Primjer 6.2.10. Promijeniti redoslijed integracije u dvostrukom integralu

s fa,y)dady = [} da [° — f(x,y)dy.
Rjesenje. Podrucje integracije je skup

S:{(ﬂ:,y):ogwgl,—\/:L‘—x2§y§()}.
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7 \
0.5
0 0.5 1 3
S
—-0.5
y=—-Vz—a?

Slika 140: Podrucje integracije
Sz{(m,y):OﬁxSl, —\/x—xQSySO}

Iz y = —Vx — 22 slijedi y? = 2 — 22, tj. 22> —x+y? = 0, pa se svodenjem
22 —x na potpun kvadrat dobije (x— %)Z—i—FyQ = 0, odnosno (z— %)2+y2 =
i, a to je kruznica polumjera r = % sa srediStem u tocki S(%, 0). Stoga je
y=—Vx—1x2 za0 <z <1, jednadzba njene "donje” polukruznice. Skup
S skiciran je na slici 140.

Da bismo promijenili redoslijed integracije moramo iz jednadzbe y =
—Vx — 22 izraziti x kao funkciju od y. Pokazali smo da iz y = —Vx — 22
slijedi (z — %)2 +9? = %, pa je stoga (x — %)2 =1 _ 92 odakle je x — % =

4 2
i\/g,tj. r = %j:\/g.Kakoje—% <y<O0tojex=1-
\/i—iy2 jednadzba ”donje lijeve”, a © = % + \/ﬁ jednadzba ”donje

desne” etvrtine kruznice (z — 3)% 4+ y* = } (v. sliku 141). Dakle,
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yll
0.5
0 0.5 1 .
1 1 1
N B —— )
Ty TV Y S T=g Y
0.5

Slika 141: Podrucje integracije
S={@y:-t<y<oi-\i-pr<a<iv fi-y2}
Primjer 6.2.11. Promijeniti redoslijed integracije u dvostrukom integralu

— 1—y
s @ y)dedy = Jy dy |~ p—s f (@ y)da.

Rjesenje. Podrucje integracije je skup

S:{(x,y):ogygl,—\/1—y2§x§1—y}.
Izz = —/1 —y?slijedi 22 = 1—9%, tj. 22 +y?> = 1. Stogajex = —/1 — 32,

za 0 <y <1, jednadzba ”gornje lijeve” ¢etvrtine kruznice polumjera r = 1
sa sredistem u ishodistu S(0,0). Nadalje, x = 1 —y, tj. z+y = 1 je
jednadzba pravca koji prolazi tockama 77 (1,0) i 72(0, 1) koje leze na kruznici
22 +y? = 1. Skup S skiciran je na slici 142.

Da bismo promijenili redoslijed integracije, skup S moramo podijeliti na
dva skupa S7 1 Sy (v. sliku 143). Iz jednadzbe x = —/1 — y? izrazimo y kao
funkciju od z. Kako je 22 + 4% = 1, slijedi y?> = 1 — 22, paje y = £v/1 — 22.
Bududi da je 0 < y < 1, to je u nasem slucaju y = v1 — z2. Osim toga, iz
z =1—yslijedi y =1 — z. Dakle,

o1 o= {(x’y):_lﬁwﬁ(),USySM},

Sy = {(z,y):0<2<1,0<y<1—z}.
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Slika 142: Podrucje integracije

s={@y:0<y<1, —Vi-yP<e<i-y}

Slika 143: Podrucje integracije S = S1 U Sy
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Prema tome,

/ [t )dzdy = / flay)drdy + / f (2, y)dady

S
- /dx/” asydy+/dx/ F(@,y)d

Primjer 6.2.12. Promijeniti redoslijed integracije u dvostrukom integralu

2
ffs f(z,y)dzdy = fol dyfyyz +1 f(z,y da:—i—fl dyf f(z,y)dz.
Rjesenje. Podrucje integracije je skup S = 51 U So, gdje je

S o= {(x,y):0<y<Ly?<a<y?+1},
So = {(my):1<y<v2, ¢’ <z <2},

Skupovi S7 i SS9 skicirani su na slici 144.

y A
Vo e
Sa
1 ________
) I
rT=Y z =W’ +1
Si |
I
I
I
4 -
0 1 2 T

Slika 144: Podruéje integracije S = 57 U S

Da bismo promijenili redoslijed integracije, skup S moramo podijeliti na
skupove S| i S (v. sliku 145). Kako je y > 0, to iz x = y? slijedi y = /.
Takoder, iz x = y? + 1 slijedi y?> = = — 1, pa je y = v/ — 1. Stoga je

S; = {(I,y):OﬁxSl,Ogygﬁ},
Sy = {(zy): 1<z <2, Vo —1<y<Va}.
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Prema tome,

//Sf@’ay)dxdy = /Sl,f(w,y)dxdy+//g2/ f(x,y)dady

- /01 da:/oﬁf(x,y)dy+/12 dx/;f(x,y)dy-

yﬂ
! y=+r 52/ |
y=Wor—-1
I
!
I
S1 |
I
I
0 1 2 z

Slika 145: Podrucje integracije S = S7 U S}

6.3 Dvostruki integral u polarnom koordinatnom sustavu

Znamo da se polozaj toc¢ke u ravnini, osim pomocu pravokutnih koordinata,
moze opisati i polarnim koordinatama. Racunanje dvostrukog integrala

/ /S f(, y)ddy

neprekidne funkcije f na skupu S u nekim se slucajevima pojednostavljuje,
ako se iz pravokutnog koordinatnog sustava prijede u polarni. Polarni ko-
ordinatni sustav prikladan je za skupove S "kruznog” tipa (krug, polukrug,
kruzni isjecak i sl.), koji se mogu opisati kao

S={(r,p):a<p<B,r(p) <r<raip)},

pri ¢emu su r = ri(p) i 7 = ra(p) jednadzbe neprekidnih krivulja u polar-
nom koordinatnom sustavu, ¢iji smo pol smjestili u ishodiste pravokutnog
koordinatnog sustava, a za polarnu os izabrali pozitivni dio osi  (slika 146).
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Slika 146: Podrucje integracije S

Ako su (z,y) pravokutne, a (7, ) polarne koordinate tocke 7', tada je veza
izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana jednadzbama

T =7Ccosp, Y =rsine.

Pokazuje se da vrijedi

/ /Sf (z,y)dwdy = / /S F(r cos g, rsin @)rdrdep,

pri cemu se racunanje dvostrukog integrala [[q f(r cos ¢, 7 sin )rdrdp svodi
na racunanje dvaju ”jednostrukih” integrala. Naime,

B r2(p)
// f(rcosg,rsinp)rdrde = / dgo/ f(rcos g, rsinp)rdr.
S @ r1(p)

Prema tome, podintegralnu funkciju najprije integriramo po r na segmentu
[r1(p), r2(¢)], a zatim dobivenu funkciju, koja ovisi o ¢, integriramo po ¢
na segmentu [«, [].

Ako je pol polarnog koordinatnog sustava u tocki T'(xg, yo) pravokutnog
koordinatnog sustava, a polarna os polupravac iz tocke T u pozitivnhom
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smjeru osi z, onda je veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata tocke
T dana jednadzbama

T —Tg=7CcoSp, Y—1Yg=Trsingp,

a [[ f(z,y)dzdy na skupu S = {(r,¢) : @ < ¢ < B, r1(p) <1 < 1r2(0)}
(slika 147) racuna se kao

// flx,y)dzdy = // f(xo+ 7 cosp,yo + rsin)rdrde
S S

B r2(p)
= / d(p/ f(zo + rcosp,yo + rsinp)rdr.
o 1()

Slika 147: Podruéje integracije S
Posebno, ako je skup
S={(re):a<p<pB,r<r<r}

isjecak kruznog vijenca sa sredistem u tocki T'(zg, yo) (v. sliku 148), tada je

// f(z,y)dxdy = // f(zo + rcosp,yo + rsinp)rdrde
S S

B T2
= / dgp/ f(xo + 7 cosp,yo + rsinp)rdr.
o 1

Dakle, u tom se slu¢aju racunanje dvostrukog integrala ffs f(z,y)dzxdy svodi
na rac¢unanje dvaju ”jednostrukih” integrala, koji imaju konstantne granice.
Ovdje je svejedno kojim ¢emo redoslijedom racunati ” jednostruke” integrale,
tj. hoéemo li podintegralnu funkciju integrirati najprije po r, a zatim dobi-
veni izraz po ¢, ili obrnuto, najprije po ¢, a zatim po r.
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Slika 148: Podrucje integracije S je isjecak kruznog vijenca.

Primjer 6.3.1. Izracunati ([ ydzdy, gdje je podrucje integracije S polu-
krug u prvom kvadrantu polumjera R = 2 sa sredistem u tocki 7°(5,0).

Rjesenje. Buduéi da je podruéje integracije polukrug, ovaj zadatak rijesit
¢emo tako da pravokutni koordinatni sustav zamijenimo polarnim, ¢iji je pol
tocka T'(5,0), a polarna os polupravac iz T' u pozitivnom smjeru osi x. Tada
je

S:{(T,¢):O§¢§W,O§r§2}.

yh

P
1 S

T -
0 1 9 3 4 5 6 7z

Slika 149: Podrugje integracije S = {(r,¢) : 0< ¢ <7, 0 <r < 2}
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Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama
r—5=rcosp, y—0=rsingp,

tj.
r=>5+rcosy, y=rsinp.
Stoga je

// ydxdy = //rsmgprdrdgo / d(p/ rsin @ rdr
g 1 r=2
= / dgo/ r sm<pdr—/ 3r3sing0

dep
= / —sin pdp = —fcosgo
3 3

16

r=0
——§(cos7r—0050)——
0 3 3

0

Primjer 6.3.2. Izracunati [[, xdzdy, gdje je podrucje integracije S presjek
kruga (z — 1)? + (y — 1)? < 1 i poluravnine y > .

Rjesenge. Zadatak éemo rijesiti tako da prijedemo na polarni koordinatni

pozitivnom smjeru osi z.

A

M:\
‘G

IA
=[5
)
IA
.

IN
—_
——

Slika 150: Podrucje integracije S = { r, )
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Pravac y = x zatvara s pozitivnim dijelom osi z kut 7. U polarnom koordi-
natnom sustavu je

5T

SZ{(T,@):Z§¢§4,0§T§1}.

Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata je
r—1l=rcosy, y—1=rsingp,

odnosno
r=1+rcosyp, y=1+rsinep.

Stoga je

o 1
// xdxdy = //(1+rcosg0)rd7’dg0:/4 d(p/ (1 + rcosp)rdr
s s z 0
s 1
4
= / dgp/ (7 + 72 cos @)dr
z 0
T 1 1 r=1 T
- / <2T2+3’“3€°W> rzodw‘ﬁ4 <2+300w> i
4 4
5w
— 1 _|_1 1
= |gptgsing

T
1 1 1 1 2
= (-57r+sin57r)—<-7r+sin7r):g—\3[.

Napomenimo da je rjeSavanje ovog zadatka u pravokutnom koordinatnom
sustavu komplicirano.

Primjer 6.3.3. Izracunati ffs zydzdy, gdje je podrucje integracije S ome-
deno kruznicom 2 + y? = 4x, pravecem y = x i osi x.
Rjesenje. Da bismo nagli srediste i polumjer kruznice z? + y? = 4z, jed-
nadzbu kruznice zapisat ¢emo u kanonskom obliku. Dakle,

0=2—dz+y*=(v—2)2 -4+
pa je

(z =2 +y* =4

kanonski oblik jednadzbe kruznice x? + y?> = 4x. Prema tome, zadana

kruznica ima srediste u tocki 7'(2,0) i polumjer R = 2. Podru¢je integracije
S skicirano je na slici 151.
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yA
y==z
2
1
S

0 1 2 3 4 5 x
—1
—9

Slika 151: Podrucje integracije S {(r,¢) : 0 <o <%, 0 <r < 4cosp}

Zadatak ¢emo rijesiti tako da prijedemo na polarni koordinatni sustav,
¢ije ¢emo srediste staviti u ishodiste O(0,0) pravokutnog koordinatnog sus-
tava, a za polarnu os uzeti pozitivni dio osi x. Veza izmedu pravokutnih i
polarnih koordinata dana je jednadzbama

r=rcosp, y=rsingp. (48)

Budu¢i da pravac y = x zatvara kut 7 s pozitivnim dijelom osi z, to za
polarni kut ¢ tocaka skupa S vrijedi 0 < ¢ < 7. Polarni radijus r je funkcija
polarnog kuta . Dakle, r1(¢) < r < ra(p), gdje je r1(p) = 0, a r2(p)
jednadzba kruznice z2 4+ y? = 4z u polarnim koordinatama. Prema (48),
jednadzba kruznice z2 + y? = 4z poprima oblik

(rcosp)? + (rsinp)? = 4r cos ¢,

odnosno
r? = 4rcos p,

pa je r = 4cos . Dakle, ro(¢) = 4 cos ¢. Stoga je
1 0§r§4cosg0}.

Prema tome,
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// rzydzdy = // rcos prsinprdrdy = // 73 cos @ sin pdrde
S S
I 4cos p
= / dy / 73 cos ¢ sin @dr
0
r=4cos ¢
= 64 / cos® psin pdyp

t=cosyp p=0=>1t=1

N

N

7™ cos p sin ¢ dp

r=0

N

-

(4 cosp) 4 cos g sin pdyp

ISE

19

dt = —sin@dp gp:%:t:

1
1
= —64/ todt = 64/ t2dt = 64 - —
1 2 6
32 1 1y 28
-3 8) 3°
Ovaj zadatak mogli bismo rijesiti i bez prijelaza na polarni koordinatni
sustav. Naime, za y koordinate tocaka skupa S vrijedi 0 < y < 2. Iz

(x — 2)? + y? = 4 izrazimo x koordinate toc¢aka ”desne” polukruznice kao

funkciju od y. Dobije se z = 2 + /4 — y2. Stoga je

S:{(ﬁ,y)¢0§y§2,y§x§2+\/4f7y2}'

N

1

V2
2

Prema tome,

// zydxdy =
S

2

2 24+4/4—y 24
dy/ xyda::/ —z2y
y 0 2

2 2
<<2+\/4—y2) y—y3> dy
(4y+4y 4—y2+(4—y2)y—y3) dy

(4y + 2y\/m — y3> d

T=2+4+/4—y?
dy

S—

=y

|
c\ N = N
NO\MO\
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212

Y

2
1
= +/ 2u\/4 — y2dy — ~y*
21, Jo 4
2 2
t=4—y y=0=t=4
pu— \/ —_ 2 =
4+/0 2yva —ydy ’dt——dey y=2=1t=0

0 4 4
2 2 28
= 4—/x@ﬁ:4f/thﬁ:4+£ 42 ==
4 0

- 4.

:4—’—7 2

3, 3 3

Primjer 6.3.4. Izracunati fol dx fom sin(z? + y?)dy.

Rjesenje. Funkcija y + sin(z? + 3?) se ne moze elementarno integrirati.
Stoga integral fol dx fom sin(z? 4 y?)dy ne mozemo izracunati na naéin
da najprije podintegralnu funkciju integriramo po y. Promjena redoslijeda
integracije nam ovdje ne pomaze, budué¢i da bismo u tom slu¢aju podin-
tegralnu funkciju trebali integrirati po x, no z + sin(z? + y?) se ne moze
elementarno integrirati.

Uoc¢imo da je podrucje integracije skup

SZ{WwMOSmgLOgySVTfﬁ}

§to je cetvrtina kruga u prvom kvadrantu polumjera R = 1 sa sredistem u
ishodistu 0(0, 0).

Slika 152: Podrugje integracije S = {(r,¢): 0< o <F,0<r <1}

ISR

217



6. Dvostruki integral 218

Zadatak cemo rijesiti tako da pravokutni koordinatni sustav zamijenimo

polarnim ¢iji je pol u ishodistu O(0,0), a polarna os pozitivni dio osi z.
Tada je

Sz{(r,cp):OSgoS%,OSrgl}.
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata je
T =Tcosp, Yy =sinp.

Dakle, 22 + y? = r2, pa je sin(z? + y?) = sin(r?). Prema tome,

T 1
// sin(z? + y?)dedy = // rsin(r?)drde :/ dgp/ 7 sin(r?
S S 0 0

Odredeni integral fol rsin(r?)dr izracunat éemo metodom supstitucije vari-
jable. Dakle,

1 2 1
. 9 | t=r r=0=t=0|_1 .
/0 rsin(r)dr = ‘ dt=2dr r=1=t=1|"3], sin tdt

1

1 1
= —icosto——i(cosl—cosO)—5(1—0081).

Odavde je
2 i1
smx + ) dzdy = d(p rsmr )dr = 5(1—cosl)d<p
0
= 2(1—C081)(p0 8(1—0081)

6.4 Primjena dvostrukog integrala na izracunavanje volu-
mena tijela i povrsine lika

Neka je na pravokutniku I = [a,b] x [c,d] C R? zadana integrabilna nene-
gativna realna funkcija f : I — R dviju varijabli. Zanima nas geometrijsko
znacenje dvostrukog integrala

/ 1@ ypdway

funkcije f na pravokutniku 1.
Graf funkcije f, tj. skup

G(f) = {(x,y,f(:v,y)) : (m,y) € 1}7
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predstavlja plohu u prostoru. Kako je f(z,y) > 0 za svaki par (z,y) € I, to
se ova ploha nalazi iznad zy-ravnine. Oznacimo s

T={(2,5,2): (xy) €L,0< 2 < fz,y)}

skup tocaka prostora koji je omeden pravokutnikom I, plohom z = f(z,y),
te uspravnom valjkastom plohom kojoj je rub pravokutnika I nivo-krivulja.
Skup 1" nazivamo pseudovaljkom.

Neka je Ay ={xg, z1,. .., xm} razdioba segmenta [a, b], a Ao ={yo, Y1, .., Yn}
razdioba segmenta [c, d]. Razdiobom A = Aj x Ay pravokutnik I podijeljen
je na pravokutnike

Lij = [zi—1, 2] X [yj—1,y;], t=1,....m, j=1,...,n.

Ovoj razdiobi odgovara rastavljanje pseudovaljka 7' na mn manjih pseudo-
valjaka (v. sliku 153)

T‘lj: {(%Z/vz) : (x7y) GIijv nggf(xay)}v t=1,....m, g=1,...,n

5 A

<

Slika 153: Rastavljanje pseudovaljka T' na manje pseudovaljke T;;
Stavimo

mi; = inf  f(x,y), My = sup f(z,y), i=1,...,m, j=1,...,n
(z,y)€li; (z,y) €l
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Oznaé¢imo s
P(IZ]) = (l‘z — 3«"@'—1)(3/]‘ — yj—l)a 1= 1, e,y ] = 1, ey,

povrsinu pravokutnika I;;. Tada m;;P(1;;) predstavlja volumen kvadra upi-

sanog pseudovaljku T;;, a M;; P(I;;) volumen kvadra opisanog pseudovaljku

T;; (slike 154 i 155). Oznacimo li s V(7};) volumen pseudovaljka T;; imamo
mijP(Ii]‘) S V(TZ]) S MijP(Iij)7 1= 1, .., M, j = 1, L., N

Odavde slijedi

n n

SN miiP(I;) <Y Y V(Tiy) <Y M P(Iy). (49)
i=1j=1 i=1 j=1

i=1 j=1

Kako je

m n

V(T) =) ) V(T

i=1 j=1
volumen pseudovaljka T, sa = > >0 mi; P(I;;) donji integralni zbroj,
aSa =" 377 1 M;;P(1ij) gornji integralni zbroj funkcije f, to je prema
(49)

sa < V(T) < Sa

za svaku razdiobu A pravokutnika I. Odavde slijedi
. <V(T) <7,
gdje je
I, :=sup {SA : A razdioba pravokutnika [ },
7" :=inf {S A @ A razdioba pravokutnika [ }
Zmamo da je funkcija f integrabilna na pravokutniku I ako je
. =1".

U tom sluc¢aju broj Z := Z, = Z* zovemo dvostrukim integralom funkcije f
na pravokutniku I i oznacavamo ga s [[; f(z,y)dzdy.

Prema tome, za integrabilnu nenegativnu funkciju f na pravokutniku 7,
volumen V (T') pseudovaljka

T={(x,y,2): (x,y) €I,0< 2z < fx,y)}
definira se kao

V() = [[ 1oy
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ij

Slika 155: Kvadar opisan pseudovaljku T;;

Uzmimo sada da je funkcija f : S — R integrabilna na omedenom skupu
S C R2. Neka je f(z,y) > 0 za svaki (z,y) € S. Zelimo izracunati volumen
V(Ty,s) pseudovaljka

Trs ={(z,y,2): (x,y) € 5,0< 2 < f(z,y)}.
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Postupamo na sljedeéi nac¢in. Neka je I C R? proizvoljan pravokutnik koji
sadrzi skup S. Oznac¢imo s f : I — R progirenje funkcije f na pravokutnik
I koje u svakoj tocki skupa I\ S poprima vrijednost jednaku nuli. Pokazali
smo da je volumen V(T 7. ;) pseudovaljka

Ty ={(z,5,2): (z,9) € 1,0 < 2 < f(a,)}
jednak
V(T7,) = //I f(z, y)dzdy.

2

Slika 156: Pseudovaljak T’ g

Bududi da je f(a:,y) = 0 za svaki (z,y) € I\ S, tj. visina pseudovaljka
T ; nad podrucjem I'\ S jednaka je nuli, to je V(Ty,s) = V(T ;). Konacno,
znamo da se dvostruki integral funkcije f na skupu S definira kao

/ /S fa.pdedy = | /I f(z, y)dady.

Prema tome, za integrabilnu nenegativnu funkciju f na omedenom skupu 5,
volumen V (Tt,s) pseudovaljka

Trs={(x,y,2): (z,y) €5,0< 2z < f(x,y)}
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definira se kao
V(Tys) = //Sf(ﬂf,y)dxdy-

Posebno, ako je f(z,y) =1 za svaki (x,y) € S, onda pseudovaljak T g
ima konstantnu visinu koja iznosi jedan. To znaci da je volumen V (T} g) pse-
udovaljka T’ g zapravo jednak povrsini P(S) podrucja integracije S. Dakle,

P(S) = / /S ddy.

Akoje § = {(z.4) 1 a < o < b gi() < y < po(x)}, pri cemu su
©1,¢2 : [a,b] — R neprekidne funkcije takve da je ¢1(x) < pao(x) za svaki
x € [a,b], tada je

b pa(x) b
P(S) = //d:ndy:/d:c/ dy:/y
S a w1(z) a

b
~ [ (o) - a0

y=ep2(x)
dx
y=ep1(x)

a to je izraz za izrac¢unavanje povrsine lika S koji smo veé ranije upoznali.

y A

|
: y=pi(z)

Slika 157: Podrugje integracije
S={(z.y): a<z<b pi(z) <y < pa(2)}
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U polarnom koordinatnom sustavu izraz za izracunavanje povrsine P(.S)
lika S glasi
P(S) = // rdrdep.
S

S = {(r,gp) ca<p<pB,ri(p) <r< 7“2(90)};

pri cemusur = ri(¢)ir = ro(p) jednadzbe neprekidnih krivulja u polarnom
koordinatnom sustavu, onda je

B r2(p) Bq
P(S) = //Srdrdcp—/ dgo/() rdr—/ §r2
o r1(p o

B
= 5 [ B -2

Ako je

r=ra(p)
dp
r=r1(y)

§to nam je takoder poznati izraz za izracunavanje povrsine lika S.

Slika 158: Podrucje integracije
S={(rp):a<p <, r(p) <r<mp)}

Primjer 6.4.1. Izracunati volumen tijela omedenog koordinatnim ravni-
nama x =0, y =0, z =0 i ravninom 3x +y + z = 6.

Rjesenje. Ravnina 3x + y + z = 6 na koordinatnim osima z, y i 2z odsijeca
redom odsjecke 2, 6 i 6. Tijelo T' ¢iji volumen Zelimo izrac¢unati skicirano je
na slici 159. Uoc¢imo da ravnina 3z + y 4+ z = 6 sije¢e koordinatnu ravninu
z = 0 po pravcu 3z + y = 6. Stoga je volumen V tijela T' jednak

v- | /S f(, y)dady,
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gdje je f(z,y) = z = 6 — 3z — y nenegativna funkcija na podruéju integracije

S:{(x,y):0§x§2,0§y§—3x+6}.

Slika 159: Tijelo omedeno koordinatnim ravninama i ravninom
3x+y+z=06

yﬂ

6

5

y=—3r+6

Slika 160: Podrugje integracije S = {(z,y): 0 <2 <2,0<y < -3z +6}
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Prema tome,

— [[ t@wdsdy = [[ (630~ yyizay
s 2S —3x+6
= / dac/ (6 — 3z —y)dy
0 0
2 1 y=—3x+6
= / <6y — 3zy — 2y2>
0 y:(]
2 1
= (6( 32 4 6) =3z (=32+ 6)— 5 (=3z+ 6)2>dx
0

2 9
= <2x2—18x+18> dx
3

dx

0

(3

- 27

Primjer 6.4.2. Izracunati volumen tijela omedenog eliptickim parabolo-
idom z = 22 + 3y?, ravninom = + y = 1 i koordinatnim ravninama.

2

=12 -36 436 = 12.

— 922 + 18x>
0

Rjesenje. Volumen tijela jednak je

- / f(@, y)dzdy,
S

gdje je f(x,y) = z = 22 + 3y? nenegativna funkcija, a podruéje integracije
skup
S={(z,y):0<z<1,0<y<—-z+1}.

= / flx,y)dzdy = // (2% + 3y°)dzdy
g —m+1
= / dx/ (2% + 3y*)dy

y=—x+1
dx

Dakle,

(:v y+y°)

y=0

—z+ 1)+ (—z + 1)) do

1
= / —223 + 42% — 3z + 1)dx
0
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Slika 161: Podrucje integracije S = {($, y):0<z<1,0<y< —x+ 1}

Primjer 6.4.3. Izracunati volumen tijela omedenog plohama z = z?4y>+1,
y=x2y=1iz=0.

Rjesenje. Pseudovaljak ¢iji volumen zZelimo izracunati omeden je odozgo
eliptickim paraboloidom z = 22 + y? + 1, odozdo ravninom z = 0, a sa
strane uspravnom valjkastom plohom ¢ija je nivo-krivulja rub skupa

Sz{(m,y):—l§x§l,x2§y§1}.

Stoga je volumen pseudovaljka jednak

v- [ /S f(, y)dzdy,

gdje je f(z,y) = z = 22+ + 1 nenegativna funkcija, a podruéje integracije
skup S. Prema tome,

V://Sf(x,y)dxdy = //S(x2+y2+1)d$dy
_ /11dx/m:(x2+y2+1)dy
=1

1 1 Y
= / (wa + oy’ o+ y>
. 3

227
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Lo 15, 4 N (G
= |—z=2' — -0+ s ==
21 5 3 . 35
yﬂ
1 y=1
|
S :
|
|
|
|
1 >
0 1 x

Slika 162: Podrugje integracije S = {(z,y) : ~1 <z < 1,2 <y <1}

Primjer 6.4.4. Izracunati volumen tijela omedenog plohama y = \/z, y =
3vVz,2e+2=81z=0.

Rjesenje. Ravnina 2x + z = 8 sijece ravninu z = 0 po pravcu z = 4. Pseudo-
valjak ¢iji volumen zZelimo izrac¢unati omeden je odozgo ravninom 2x+z = 8§,
odozdo ravninom z = 0, a sa strane plohama y = v/z i y = 3y/z. Volumen

pseudovaljka je
Vz// f(@,y)dzdy,
S

gdje je f(z,y) = z = 8 — 2z nenegativna funkcija na podrué¢ju integracije

S={(z,y):0<z <4, Vr <y <3z}
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Slika 163: Podrugje integracije S = {(z,y): 0 <z <4, /z <y < 3/x}

Prema tome,

V://Sf(x,y)d:ndy _ //S(S—Z:Jc)d:r:dy

4 3@
= / d:c/ (8 —2z)dy
0 el
4 y=3/z
= / (8y — 2zy) dx
0 y=V=

— /4 (24v/z — 62T — 8w + 22/7) da
0

4 1 3
= / (16:):5 — 4:L'§) dzx
0

_ (325 8 s\ ['_ 512
-~ \3 5

o 15
Primjer 6.4.5. Izrac¢unati volumen tijela koje se nalazi u prvom oktantu,
a omedeno je plohama 22 +y? =4, 20 +y+32=10,2 =0,y =012 = 0.
Rjesenje. Nivo-krivulja cilindra x? 4 32 = 4 je kruznica polumjera R = 2 sa
srediStem u ishodistu zy-ravnine. Odsjecci koje ravnina 2z + y + 3z = 10
odsijeca na koordinatnim osima x, y i z iznose redom 5, 10 i %. Ta ravnina
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sije¢e zy-ravninu po pravcu 2x + y = 10. Uoc¢imo da taj pravac ne presijeca
kruznicu z2 4 y? = 4. Iz 2z + y + 3z = 10 dobivamo f(z,y) = z = %(10 —
2x — y). Stoga je volumen tijela omedenog zadanim plohama

v | /S f(a, y)dudy,

gdje je S cetvrtina kruga x? 4+ y?> < 4 u prvom kvadrantu zy-ravnine
(slika 164).

=Y

IN

Slika 164: Podrugje integracije S = {(7’, 0):0<p<F,0<r< 2}

Da bismo izra¢unali volumen prije¢i ¢emo na polarni koordinatni sustav
¢iji pol éemo smjestiti u ishodiste O(0,0), a za polarnu os uzeti pozitivni dio

osi . Tada je
S:{(T,w):Oggogg,OgrSQ},

a veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama

T =rcosp, Yy=rsinp.
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Prema tome,

V=//Sf(x,y)d:rdy - //S

(10 — 2r cos @ — rsin p)rdrdye

NI Q| =

1 2
= = / dgp/ (107 — 212 cos p — 2 sin p)dr
3 Jo 0 )
1 [z 2 1 =
= 3/02 <5r2 — §r3 cos Y — 57“3 singo) L dy

1 [z 1
= 3/02 <20—§cosgo—§sing0>d<p

_ ! 20 —Es'n +§COS ’
B A A R A
1 16 1 8 1
= ~(10n—22) =2 2= -(10n—8).
3 ( Om 3> 3°3 3( Or —8)

Primjer 6.4.6. Izracunati volumen tijela omedenog plohama x4+ y? — 62 —
4y+12=0,z+y+2=10i2=0.

Rjesenje. Svodenjem jednadzbe x? + y? — 6z — 4y + 12 = 0 na kanonski
oblik dobije se (z — 3)2 + (y — 2)? = 1, pa je stoga nivo-krivulja cilindra
22 4+ y? — 62 — 4y 4+ 12 = 0 kruznica polumjera R = 1 sa sredistem u tocki
T(3,2). Ravnina x + y + z = 10 odsijeca na koordinatnim osima z, y i z
odsjecke 10, a xy-ravninu sije¢e po pravcu x + y = 10. Pravac x + y = 10
ne sijece kruznicu (z — 3)2 + (y — 2)2 = 1. Stoga je volumen tijela omedenog

zadanim plohama jednak
V= [[ tedndy,
S

gdjeje f(z,y) = 2= 10—x—y, a S krug (z—3)?+(y—2)% < 1 u zy-ravnini.
Prijelazom na polarni koordinatni sustav ¢iji pol je T'(3,2), a polarna os
polupravac iz tocke T' u pozitivhom smjeru osi x, dobije se (v. sliku 165)
Sz{(r,gp):0§<p§27r,0§r§1}.
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama
r=3+rcosp, y=24+rsinep.
Odavde slijedi

z2=10—2z—y=10— (34 rcosp) — (24 rsinp) =5 —rcosp — rsiny.
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Uy A

. |

Slika 165: Podrugje integracije S = {(r,¢) : 0 < ¢ <2m, 0<r <1}

Stoga je

V= // flz,y)dedy = // (5 —rcosp —rsiny)rdrdye
5 il 1
= / dgp/ (51 — 12 cos p — r? sin @) dr
0 0
27 r=1
= /0 (21“2 — %7“3 cos p — érg sin g@) dy
51 1.
= /0 <2—Scos<p—381n<p>dg0

r=0
5 1. N 1 2m
= — — — S1n — COS
p¥ T g PP T g o8y

1 1
= 5 — | — = = b5m.
<7T+3> 3 s

Primjer 6.4.7. Izracunati volumen tijela omedenog plohama 2% + 32 = 2z,
y—2z=01z=0.

0

Rjesenje. Kanonski oblik jednadzbe kruznice 22 + y? = 2z glasi (z — 1) +
y? = 1. Stoga je nivo-krivulja cilindra z? + y? = 2z kruznica polumjera
R =1 sa sredistem u tocki 7'(1,0). Ravnina y — z = 0 sije¢e xy-ravninu po
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pravcu y = 0. Volumen tijela omedenog zadanim plohama je

- / f (@, y)dzdy,
S

gdje je f(x,y) = z =y, a S polukrug u prvom kvadrantu xy-ravnine, polu-
mjera R = 1 sa sredistem u 7'(1,0) (slika 166).

y“

Slika 166: Podrucje integracije S = {(r,¢): 0< ¢ <7, 0<r <1}

Prijelazom na polarni koordinatni sustav s polom 7'(1,0) i polarnom osi
iz tocke T' u pozitivnhom smjeru osi x, imamo

S={(re):0<p<m0<r <1},
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama
r=1+rcosy, y=rsinp.

Odavde je z = y = rsin p. Prema tome,

:// f(z,y)dzedy = //Tsincp'rdrdwz
S S
1 3
= - smgp
/0 3

1
= —-cos
3 ¥
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Primjer 6.4.8. Izracunati volumen tijela omedenog plohama z? + y? = 4z,
22 +y?=2yiz=0.

Rjesenje. Kanonski oblik jednadzbe kruznice 22 +12? = 2y je 22 + (y — 1) =
1, odakle zaklju¢ujemo da je nivo-krivulja cilindra z? 4+ y? = 2y kruznica
polumjera R = 1 sa sredistem u 7'(0,1). Dakle, trazimo volumen tijela
omedenog odozdo krugom 22+ (y—1)? < 1, odozgo eliptickim paraboloidom
22 + y? = 4z, a sa strane cilindrom z2 + y? = 2y. Volumen iznosi

v- [ /S f(, y)dady,

gdje je f(z,y) =z = 1(z> +¢%), a Skrug 2% 4+ (y — 1)* < 1.

YA

Sy

Slika 167: Podrugje integracije S = {(r,¢) : 0 < ¢ <2m, 0 <r <1}

Prijelazom na polarni koordinatni sustav ¢iji je pol 7'(0, 1), a polarna os
polupravac iz T u pozitivhom smjeru osi x, imamo

S={(re):0<p<2m 0<r<1}.
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama

r=rcosp, y=1-+rsinep.
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Odavde je

1 1
2= @4y = J(rPeos’ o+ (L4 rsing)?)
T 1

= 1(2COSQ<P~I—1+2rsin<P—I-T2SiD2SD):Z(T2+27“Sin90+1)'

Prema tome,

VZ//Sf(x,y)d:rdy

// i(rz—i—%sincp—l—l)rdrdgo
1 S27‘r 1
= 4/0 dap/o (3 + 2r? sin g + r)dr
2 r=1
= ‘11/0 <ir4+§r3sin¢+;r2>
1 (/1 2 1
= 4/0 <4+381ng0+2>dg0
1 (#7773 2 1/3 2
= 4/0 <4+381ng0>d90:4(4<p—3cos<p>
1/3 2 1 2 3
= 4(2”‘3>+4'3:8”-

Primjer 6.4.9. Izracunati volumen tijela omedenog plohama 2 + y? = 25,

r=0

z= %yQ iz=0.

Rjesenje. Nivo-krivulja cilindra 22 4+ y? = 25 je kruznica polumjera R = 5
sa sredistem u ishodistu O(0,0). Dakle, trazimo volumen tijela omedenog
odozdo krugom z? + y? < 25, odozgo plohom z = %y2 koju dobijemo tran-
slacijom parabole z = %yQ u yz-ravnini duz osi z, te sa strane cilindrom
22 + y? = 25. Tada je volumen tijela

v-| /S f (&, y)dedy,

gdje je f(z,y) =z = 1y?, a S krug 22 + y? < 25.
Prijedimo na polarni koordinatni sustav s polom u ishodistu zy-ravnine
i polarnom osi u pozitivnom smjeru osi . Tada je

S:{(r,gp):Ogcp§27r,O§r§5}.
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama
r=rcosp, Yy=rsingp.

Odavde je z = %7"2 sin? .
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YA
5
S
5 0 5 T
5

Slika 168: Podrucje integracije S = {(r, p):0<p<2m,0<r< 5}

Volumen tijela iznosi

1
:// fz,y)dxdy = // Zr? sin? © - rdrdp
§ 27
= / dgo/ 73 sin? godr
= /27T 17“ sin? d
a 4 0 4 SOT:O 4

1 [*1 625 [T
= 4/ 4-625sin2<pd<p:/ sin? o do
0 0

16
625 (271

- = ~(1 = cos(2¢))d
625 [ 625 [T

- = do — —2 20)d
32 /. - ; cos(2¢)dyp
625 |>™ 625 1 . m _ 625

= —¢| ——=-=sin(2p)| =
327, 32 2 o 16 "

Primjer 6.4.10. Izracunati volumen tijela omedenog plohama 2 + 3% = 1
i22=a2+9%+1.

Rjesenje. Trazi se volumen tijela omedenog odozdo i odozgo dvoplosnim
hiperboloidom 2% = 22 4 32 + 1, a sa strane cilindrom 22 + y?> = 1. Zbog
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simetri¢nosti volumen je jednak

vz /S f(, y)dady,

gdje je f(x,y) =2z=+/22+y2+1,a S krug 2% +y* < 1.

yh

Slika 169: Podrucje integracije S = {(r, p):0<p<2m,0<r< 1}

Prijedimo na polarni koordinatni sustav s polom O(0,0) i polarnom osi
u pozitivnom smjeru osi x. Tada je

S={(np):0<p<om0<r<i}.
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama

T =rcosp, Yy=rsinp.

Odavde je z = /22 + y2 + 1 = /72 + 1. Stoga je volumen tijela
V:2// f(z,y)dzdy = 2// Vr2+1-rdrde
S S
2m 1
= 2/ d(p/ rv/r2 + 1dr.
0 0
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Odredeni integral fol rv/r? + 1dr rijesit ¢emo metodom supstitucije varija-
ble. Dakle,

1
/ rvVr2+1dr =
0

t=r24+1 r=0=>t=1] 1 [?
dt=2rdr r=1=t=2 '_2/1 Vidt
2
3
2

t

N =

2 1
3tr | =52v2-1).

1

Odavde je
2 1
vV = 2/ dg@/ r\/'r2+1dr:2/
0 0 0
27

= SVE- e

271'1

;mﬁ—nw

= %(2\/5 — 1)m.

0

Primjer 6.4.11. Izra¢unati volumen tijela unutar sfere x? + y? + 22 = 4 i
izvan cilindra 22 + 3% = 1.
Rjesenje. Sfera x%+1y?+ 2% = 4 presijeca xy-ravninu po kruznici 22 +y? = 4.
Trazeni volumen jednak je

vz /S [z, y)dady,

gdje je f(z,y) = z = /4 — 22 —y?, a S kruzni vijenac ¢iji je unutarnji
polumjer jednak Ry = 1, a vanjski Ry = 2 (slika 170).

Prijedimo na polarni koordinatni sustav s polom u ishodistu i polarnom
osi u pozitivnom smjeru osi x. Tada je

S={(rp):0<p<2m 1<r<2}.
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama

T =rcosp, Yy=rsinp.

Stoga je z = \/4 — 2 — y2 = V4 — r2. Volumen tijela je
VzQ//f(m,y)dmdy = 2// V4 —1r2-rdrde
S S
2w 2
= 2/ dgp/ rv4 —r2dr.
0 1
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y

[}
o

Slika 170: Podrucje integracije S = {(r, p):0<p<2m,1<r< 2}

Odredeni integral ff rv4 — r2dr rijesit ¢emo metodom supstitucije va-
rijable. Dakle,

2
t=4—-1> r=1=t=3
J4— 2 _
/1T d—rtdr ' dt = —2rdr 7“—2:75—0‘ /\[dt
1 2 1
= tdt=—-- - ==
/*/ 237,73

N\Q«
Nlw

.3

Odavde je

2 2 27 2m
V:2/ dcp/ r\/4—r2dr:2/ V3do =2V3¢| =4V3m.
0 1 0 0

Primjer 6.4.12. Izracunati volumen tijela omedenog plohama z = \/x2 + 12
iz=23.

Rjesenje. Ravnina z = 3 presijeca stozac z = /22 + 32 po kruznici 22 4+y? =
9. Trazeni volumen jednak je razlici V =V} — V5, gdje je

Vi :// 3dxdy, Vs :// V2 + y2dzdy,
S S

a S krug polumjera R = 3 sa sredistem u ishodistu.
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A
3
S
3 0 3 ~
=3

Slika 171: Podrugje integracije S = {(r,¢) : 0 < ¢ <2m, 0 <r < 3}

Prijedimo na polarni koordinatni sustav s polom u ishodistu i polarnom
osi u pozitivnom smjeru osi x. Tada je

Sz{(r,@):0§¢§2ﬂ,0§r§3}.
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama
r=rcosp, Yy=rsingp,

pa je /x2 + y? = r. Volumen tijela jednak je

V=W-V, = //g(3—m>dmdy://g(3—r)rdrd¢

2 3 2 3 1 r=3
= / d(p/ (3r —r?) dr = / <r2 — r3> dp
0 0 0o \2 3 r=0
2 2
27 > 9
= — =9 ]dp=-¢p| =97
I (Go)ee-3d,
Primjer 6.4.13. Izracunati povrdinu lika omedenog krivuljama y = 23,

y=—ziy=1
Rjesenje. 1z y = 23 slijedi x = /Y. Podrucje integracije je skup

S={(z,y):0<y <1, —y <z < ¥y}
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g8y

Slika 172: Podrucje integracije S = {(m,y) 0<y<1,—y<z< Q/@}

Sada je
1 Yy 1 |jz=3y
P://dxdy:/dy/ dx:/x dy
_ /1(3 PRV AONS SrAY S SAE B
= ), Wytvdy=quetav )| =35 = 1

Primjer 6.4.14. Izracunati povrsinu lika omedenog krivuljama y = /z,
r+y=21iz=0.

Rjesenje. Nadimo tocke u kojima se sijeku krivulje y =z iz +y =2. Iz
r++/z = 2slijedi \/z = 2 —x odakle se kvadriranjem dobije x = 4 — 42 + 22,
tj. 22 — 5z + 4 = 0. RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su 1 = 11 9 = 4.
Medutim, zo = 4 nije rjesenje jednadzbe \/x = 2 — z. Za 21 = 1 dobije se
y1 = /21 = 1, pa se krivulje sijeku u tocki 7'(1, 1). Povrsina zadanog lika

S={(z,y):0<z<1, Ve <y<2-uz}

(slika 173) jednaka je
1 2-z 1
oo~ o] ]
S 0 N 0
(2= 3= 34)],
= 20— —x° — —x2
2 3
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yA

Slika 173: Podrugje integracije S = {(z,y): 0< 2 <1, /z <y <2 -z}

Primjer 6.4.15. Izrac¢unati povriinu lika omedenog parabolama y? = x — 1
2y =4—u.

Rjesenje. Nadimo tocke u kojima se sijeku dane parabole. Uvrstimo li
y?> = z — 1 u jednadzbu 2y? = 4 — x, dobije se 2(x — 1) = 4 — x odakle
slijedi z = 2. Sada je y?> = 1, tj. y = +1. Prema tome, parabole se sijeku u
tockama T7(2,1) i T5(2,—1). Povrsina zadanog lika

S:{(x,y):flgygl,y2+1§x§472y2}

(slika 174) iznosi

1 4—2y2 1
P://dxdy:/dy/ da::/x
S -1 y2+1 -1
1

= / ((4-2¢%) = (* +1))dy = / (3 — 3y*)dy

-1 -1

x=4—2y>
dy
r=y2+1
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Slika 174: Podrucje integracije
S={(z,y): ~1<y<ly’+1<z<4-2%}

Primjer 6.4.16. Izracunati povrsinu lika omedenog krivuljama y = —=,
y = V4 — 22 i pozitivnim dijelom osi x.
Rjesenje. Lik S €iju povrsinu Zelimo izra¢unati skiciran je na slici 175.

By

Slika 175: Podrucje integracije S = {(r, ©):0< <3 < r< 2}
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Pravac y = —x zatvara s pozitivnim dijelom osi x kut ?jf. Prijelazom na
polarni koordinatni sustav s polom u ishodistu i polarnom osi u pozitivhom
smjeru osi x, dobije se

3
S:{(T,¢):O§¢§Z,O§T§2}.

Stoga je povrsina lika S jednaka

3 2 37 r=2

4 4 1 2
P—//rdrdgo = / dgp/ rdr—/ —r do

s 0 0 0 2 l=o
E| T 3T
= / —ddp =2p| =—.
0o 2 0 2

Primjer 6.4.17. Izrac¢unati povrsSinu lika omedenog krivuljama y = ?m,

22 +y? =4yiosiy.

Rjesenje. Kanonski oblik jednadzbe kruznice 22 + y? = 4y glasi 22 + (y —
2)2 = 4. Pravac y = ?m zatvara s pozitivnim dijelom osi z kut ¢g za koji
Je tgpo = ?
slici 176.

; dakle ¢ = %. Lik S ¢iju povrsinu racunamo skiciran je na
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Da bismo izrac¢unali trazenu povrsinu prije¢i ¢emo na polarni koordinatni
sustav s polom u ishodistu i polarnom osi u pozitivnom smjeru osi x. Veza
izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dana je jednadzbama

T =rcosp, Yy=rsinp.
Jednadzba kruznice 22 + 32 = 4y u polarnim koordinatama glasi
(1 cos p)? + (rsing)? = 4rsin g,
tj. r2 = 4rsinyp, odnosno r = 4siny. Za polarni kut ¢ tocaka skupa S

vrijedi § < ¢ < 5. Polarni radijus r je funkcija polarnog kuta ¢. Za tocke
skupa S vrijedi 0 < r < 4sin . Dakle, povrsina lika

SZ{(W)):%Ssogg,ogrgzlsiw}
iznosi
3 4sinp z 1 r=4sin ¢
P:// rdrde = dgo/ rdr:/ —r? i)
S 0 % 2 r=0
%

s

31 1 —cos(2
= /22-1ﬁsin2g0dgp:8/ C;S(Q'D)dsp

% ™

6

2 3 bl 3
= 4/2 dgo—él/2 cos(2¢)dp = 4¢ —2sin(2g0)’
5 : : :
4
= 4(%—%)—2(sinﬂ—sing):§+\/§.

Primjer 6.4.18. Izra¢unati povrsinu lika omedenog krivuljama x? + 3% =
4z, 22 +y? =8z, y =z i osi x.
Rjesenje. Kanonski oblik jednadzbe kruznice 22 +y? = 4z je (z—2)%+y? = 4,
a kruznice 22+ y? = 8z je (z —4)? +y? = 16. Lik S ¢iju povrsinu ra¢unamo
skiciran je na slici 177.

Prijeé¢i ¢emo na polarni koordinatni sustav s polom u ishodistu i po-
larnom osi u pozitivnom smjeru osi z. Kako je veza izmedu pravokutnih i
polarnih koordinata dana jednadzbama

r=rcosp, Yy=rsingp,

to jednadzba kruznice x2+y? = 4 u polarnim koordinatama glasi (r cos ¢ )2+
(rsinp)? = 4rcos g, tj. 7 = 4cos p, a jednadzba 22 +y> = 8z poprima oblik
(rcos)? + (rsin)? = 8rcos ¢, odnosno r = 8 cos ¢. Stoga je

S:{(r,cp):O§g0§%,4coscp§r§8cosgo}.
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yh
4
2+ y2 =8z
2 S
z
Slika 177: Podrucje integracije
S={(re):0<p<ZT dcosp <r<8cosp}
Povrsina lika S iznosi
8cos % 1 r=8cos ¢
P= // rdrdp = dcp/ rdr = / —r? dy
4cosp 0 2 r=4cos ¢

M:\

[\D\r—t

64 cos? ¢ — 16 cos? <p) dp

i1 2
cos godg0—24/4 Wd(p

[

L

o [ Lot pto=n |

_ 12/0 d¢+12/04 cos(2¢)dy

7'r

= 12@ + 651n(2<p) =31+6 (sing — sin 0) =31+ 6.

0

Primjer 6.4.19. Izracunati povrsinu isjecka kruznog vijenca kojem je sre-
disnji kut «, unutarnji polumjer R;, a vanjski Rs.

Rjesenje. Povrsina isjecka kruznog vijenca (slika 178)
S={(r¢):po<p<go+a, Ri <r <Ry}

jednaka je
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Yot R2 Pota | r=Ra
P = // rdrdp = dcp/ rdr = / —r? do
S ©0 Ry %0 2 r=R
vote ] 2 2 1o 2 ot
= §(R2—R1)d80:§(R2—R1)90
©0 %o
1 1
= 5 (B —R}) (vo+a—po) =5 (B — R}) a.

oy

Slika 178: Podrugje integracije S je isjecak kruznog vijenca.
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7 Elementi teorije polja

U tocki 3.1 spomenuli smo kako je neke (fizikalne) velic¢ine kao vrijeme, masu,
povrsinu, temperaturu itd. dovoljno opisati samo skalarom (brojem), dok
je za veli¢ine poput sile, brzine, akceleracije itd. potrebno koristiti vektore.
Upravo ta potreba za razli¢itim prikazom odredenih fizikalnih veli¢ina dovodi
do potrebe i za prouc¢avanjem razli¢itih vrsta funkcija.

Uzmimo primjerice temperaturu koja je skalarna veli¢ina. Svakoj tocki u
prostoru mozemo pridruziti njenu temperaturu. Time smo zapravo definirali
funkciju koja tocke trodimenzionalnog prostora preslikava u neki podskup
skupa realnih brojeva. S druge strane, promatramo li brzinu vjetra, tada
svakoj tocki u prostoru pridruzujemo vektor koji pokazuje u kojem smjeru
vjetar puSe, pri cemu duljina vektora oznacava iznos brzine vjetra. Takva
funkcija preslikava tocke trodimenzionalnog prostora u tocke trodimenzi-
onalnog prostora, tj. vektore. Ako se materijalna tocka giba u prostoru,
njezine se koordinate mijenjaju u vremenu, pa se gibanje opisuje funkcijom
koja tocke brojevnog pravca (desno od ishodista) preslikava u tocke tro-
dimenzionalnog prostora. Primjeri ukazuju na potrebu uvodenja i analize
funkcija kojima je domena i/ili slika podskup od R3.

U sljedeéim tockama razmatramo funkcije f : R — R3, f : R? — R,
f:R3 — R3.

7.1 Vektorska funkcija

Za zadanu bazu (;, f, E) vektorskog prostora V3, znamo da se svaki vektor
@ = i + yj + zk moze poistovijetiti s tockom (z,y, z) trodimenzionalnog
prostora R3 (v. tocku 3.3). Uz tu identifikaciju vektorsku funkciju realne
varijable definiramo na sljede¢i naéin.

Vektorska funkcija realne varijable je preslikavanje 7 koje parametru ¢ €
D C R pridruzuje vektor 7(¢). Skup D zovemo domenom vektorske funkcije
71 pisemo 7: D — R3.

Pomocu vektorskih funkcija mozemo opisati razne fizikalne probleme.
Tako se primjerice zakon gibanja materijalne tocke u prostoru u ovisnosti o
vremenu ¢ zadaje vektorskom funkcijom t — 7(¢).

Primjer jedne vektorske funkcije definirane za sve t € R je
F(t) = ti + (t+ 1)) + t2k.

Vrijednost te funkcije za ¢t = 1 je 7(1) = P4 2] + E, §to odgovara tocki
(1,2,1) € R3.
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U pravokutnom koordinatnom sustavu u R? vektor je zadan s tri kom-
ponente pa iz toga proizlazi da se vektorska funkcija zadaje kao

7(t) = a(t)i + y(0)] + 2(0)F,

gdje su z = z(t), y = y(t) i z = z(t) realne funkcije realne varijable. Ko-
riste¢i veé spomenutu identifikaciju skupova V3 i R3, vektorsku funkciju
mozemo zapisati i na sljedeéi nacin

Dakle, vektorska se funkcija zadaje pomocu tri realne funkcije realne varija-

ble, sto nam omogucéava primjenu poznatih ¢injenica o realnim funkcijama

realne varijable na vektorske funkcije, te olaksava uvodenje i razumijevanje

analognih pojmova kao $to su limes, neprekidnost, derivacija, integral i sl.
Graf vektorske funkcije 7: D — R? je skup

G(P) = {(t,z(t),y(t),2(t)) : t € D}.

Vidimo da je G(7) podskup od R?, tj. nalazi se u 4-dimenzionalnom pros-
toru, te ga je kao takvoga nemogucée nacrtati. No, unato¢ tome mozemo
zamisljati krivulju koju opisuje vrh vektora 7(¢) kada mijenjamo parametar
t € D C R. Tu krivulju zovemo putanjom ili trajektorijom funkcije 7. Pri-
tom izraz 7(t) = z(t)i + y(t)] + z(t)k za vektorsku funkeiju 7 shva¢amo kao
parametarski zadanu jednadzbu krivulje u prostoru:

x = x(t)
y=y(t), teD.
z = z(t)

Ako je z(t) = 0 za svaki t € D C R, tada imamo parametarski zadanu

jednadzbu krivulje u zy-ravnini. Ponekad je mogucée takvu parametarsku

jednadzbu krivulje u ravnini zapisati u eksplicitnom obliku kao y = f(z).
Pogledajmo primjere nekih trajektorija.

Primjer 7.1.1. Nacrtati trajektoriju funkcije 7(t) = cos ti + sintj + tk,
t e R.

Rjesenje. 1z vektorskog zapisa funkcije 7 = 7(t) ¢itamo da su koordinatne
funkcije
x(t) = cost, y(t) =sint, z(t)=1t.
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Primjeéujemo da povecavanjem parametra t, z koordinata takoder (linearno)
raste. Za svaku vrijednost parametra ¢, koordinatne funkcije x = x(t) i
y = y(t) zadovoljavaju jednadzbu

:c2+y2 =cos’t +sin’t =1,

pa je stoga trajektorija zavojnica (spirala) koja se proteze duz cilindra za-
danog jednadzbom z? + 32 =1 (v. sliku 179).

Slika 179: Zavojnica

Primjer 7.1.2. Naéi putanju materijalne tocke koja se giba po zakonu
F(t) = (1420 + (t+3)] + (2 —20)k, teR.
Rjesenje. 1z vektorskog zapisa procitamo koordinatne funkcije:
z(t)=14+2t, y(t)=t+3, z(t)=2-2t

Jasno je da se ovdje radi o parametarskom obliku jednadzbe pravca. lzra-
zavanjem parametra t u svakoj od jednadzbi dobivamo kanonsku jednadzbu
pravca
r—1 y—3 =z-2
2 1 -2
koji je ujedno putanja (ili trajektorija) po kojoj se tocka giba.
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Primjer 7.1.3. Naéi krivulju zadanu jednadzbom 7(t) = (2t + 1) + 27,
teR.
Rjesenge. 1z x = x(t) = 2t +1 slijedi t = ”‘72;1, sto uvrstavanjem u y = y(t) =
t? daje

y= i(ﬂf - 1)%
tj. jednadzbu parabole u xy-ravnini.

—

Primjer 7.1.4. Nadi vektorsku funkciju # = 7(t) ¢ija je putanja kruznica

2.2
7+ y° =4.
Rjesenje.

2 2 2 2
ot S () (-
=4 —+—=1 (= =) =1
Ay 1 2) T3

Stavimo li npr. § =sint i § = cost, posljednja jednazba bit ¢e zadovoljena
za svaki ¢t € R. Time smo dobili parametarske jednadzbe z(t) = 2sint i

y(t) = 2cost, iz cega slijedi vektorska jednadzba kruznice
7(t) = 2sinti + 2costj, te [0,2m).

Primijetimo da postupak parametrizacije nije jedinstven, jer smo npr. mo-

gli staviti § = cos(3t) i § = sin(3t), sto bi dalo drugaciju jednadzbu iste

kruznice.

Pojam limesa, neprekidnosti i derivacije vektorske funkcije

Pojmovi limesa, neprekidnosti i derivacije vektorske funkcije prirodno se
prenose s realnih funkcija realne varijable.

Neka je dana vektorska funkcija 7 = 7(t) definirana na nekom otvorenom
intervalu I oko tocke tp, osim mozda u tocki tg. Za vektor ¢ kazemo da je
limes vektorske funkcije 7= 7(t) u tocki to ako vrijedi

Jim [7(t) — & = 0.

Tada piSemo
tlg% 7(t) = ¢.
Dakle, ¢ je vektor kojemu tezi funkcija 7= 7(t) kada t — to.
Zapiemo li vektorsku funkciju kao #(t) = z(t)i + y(t)7 + z(t)k, tada se
racunanje limesa ove funkcije svodi na rac¢unanje triju limesa realnih funkcija
x=ux(t), y=y(t) i z= z(t). Vrijedi

lim 7(¢) = lim 2(t)i + lim y(t)j + lim z(¢)k,
t—to

t—to t—to t—to
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uz pretpostavku da sva tri limesa s desne strane gornje jednakosti postoje.

Primjer 7.1.5. Izracunati lim_, 7'(t) za vektorsku funkciju 7(t) = £=27 +

- - t—2
(t+1)7 + e 2k.

Rjesenje. Potrebno je izracunati odgovarajuée limese koordinatnih funkcija:

Bt) =0yt =t+1, () =€
Kako je
t2—4 t—2)(t+2
limz(t) = lim i U= 2E£2) lim(t +2) = 4,
t—2 t—2 t—2 t—2 t—2 t—2
li = i 1) =
pelt) = e =35
limz(t) = lime™2=¢"=1,
t—2 t—2
slijedi

lim 7(t) = 47 4 3] + k.

t—2

Koristeé¢i komponentni zapis vektorske funkcije mozemo analogno defi-
nirati i pojam neprekidnosti, te derivaciju vektorske funkcije.

Neka je r = 7(t) vektorska funkcija definirana na nekom otvorenom in-
tervalu I oko tocke to. Kazemo da je vektorska funkcija ¥ = 7(t) neprekidna
u tocki ty ako je

tlgltlo 7(t) = 7(to).
Ako je 7(t) = x()i + y(t)] + z(t)k, tada je ¥ = 7(t) neprekidna u tocki to
ako i samo ako su realne funkcije z = z(t), y = y(t) i z = 2(t) neprekidne u
to, tj. vrijedi
lim x(t) = z(to),  lim y(t) =y(to), lim 2(t) = 2(to).

Analogno prirastu realnih funkcija realne varijable, definira se prirast

vektorske funkcije ¥ = 7(t) u tocki ty kao vektor

Ar(to) = r(to + At) — 7(to).

U skladu s tim, derivacija vektorske funkcije ¥ = 7(t) u tocki ty € I, u oznaci
7' (to) ili %(to), definira se kao

i Af(to) . ’F(to —+ At) — F(to)
= =1 =1
m(to) = lim =3 = lim A
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pod uvjetom da taj limes postoji. U tom slucaju kazemo da je vektorska
funkcija 7= 7(t) derivabilna ili diferencijabilna u tocki t.

T

Ekvivalentno, koriste¢i komponentni zapis #(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)
slijedi

I

7 (to) = @' (to)i + v/ (to)] + 2 (to) k,
ako derivacije komponentnih funkcija u tocki ty postoje.

Ako postoji derivacija vektorske funkcije 7 = 7(t) za svaki t € I C R,
tada je t — 7/(t) takoder vektorska funkcija zadana na I, koju oznacavamo
dr

Y dr
s 7" odnosno 7 -

Kao i kod realnih funkcija realne varijable, racunanje derivacija viSeg
d di ¢ deriviranie. ti arr d [(d" 7
reda svodi se na uzastopno deriviranje, tj. — = — (—— ], za n =
P 198 g T a a1
2,3,4,....

Primjer 7.1.6. Izracunati derivaciju vektorske funkcije 7#(t) = (2! + 3) i+
In(t? + 5)7 + arctg? k.
Rjesenje. Prvo ¢emo zapisati koordinatne funkcije i izracunati njihove deri-

vacije:

z(t)=2"+3 = 2'(t)=2'In2,

2t
H=In(t*+5) = y'(t)=5—
v = +5) = Y0 =5,

(1) = arctgy = ()=
z(t) = arctg— Z(t) = —.
59 442

Stoga je derivacija 7' vektorske funkcije 7 jednaka

2t - 2 -

7'(t) = (2 In2)i +

) k.
t2+5]+4+t2

Geometrijsko znacenje derivacije

Znamo da je vrijednost derivacije realne funkcije realne varijable u tocki
koeficijent smjera tangente na graf te funkcije u zadanoj tocki. Derivacija
vektorske funkcije u nekoj konkretnoj tocki (sto je vektor!) takoder ima
geometrijsko znacenje. Ako s 7(tp) oznacimo vektor polozaja tocke A, a
s 7(to + At) vektor polozaja tocke B (koje leze na trajektoriji vektorske
funkcije 7= 7(t)), onda je A7(tg) = 7(to + At) — #(to) vektor smjera sekante
koja prolazi kroz tocke A i B.

Vektor %ﬁ‘)) ima isti smjer kao i Ai(tg), te kada At — 0 tocka B
priblizava se (po trajektoriji vektorske funkcije ¥ = 7(t)) tocki A, a sekanta
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kroz totke A i B tezi prema tangenti u tocki A. Prema tome, derivacija
7'(to) vektorske funkcije 7 = 7(t) za t = tg je vektor smjera tangente na
trajektoriju vektorske funkcije u tocki 7(¢o) (slika 180).

i)

7ty + At)

Slika 180: Geometrijsko znacenje derivacije

Kinematicko znacéenje derivacije

Ako parametar ¢ ima znacenje vremena, a vektorska funkcija ¥ = 7(t) je
zakon gibanja materijalne tocke u prostoru, tada pojam derivacije vektorske
funkcije takoder dobiva odredeno znacenje. Naime, A7(ty) = 7(tg + At) —
7(to) je tada vektor koji oznacava u kojem smjeru, te koliko se materijalna
tocka pomaknula u vremenu At. Stoga je % vektor srednje brzine u
vremenu At. Pustimo li da At — 0, tada je vektor srednje brzine sve blizi

vektoru stvarne brzine u trenutku ¢3. Prema tome,

ATt .
A(tO) =7"(to),

o) = %,

tj. prva derivacija funkcije ¥ = 7(t) u trenutku ¢ je vektor brzine materijalne
tocke u trenutku tg, u oznaci ¥(tp). To znaci da je derivacija zakona gibanja
7 = 7(t) vektorska funkcija brzine materijalne tocke, tj. 7’(t) = ¥(t).

Derivacija vektorske funkcije ¥ = 9(t) u trenutku tg je vektor akceleracije
materijalne tocke u trenutku u ty, u oznaci d(ty). Dakle,

a(to) = v'(to).

Prema tome, druga derivacija zakona gibanja 7 = 7(t) je vektorska funkcija
akceleracije materijalne tocke, tj. 7" (t) = 0'(t) = a(t).

Primjer 7.1.7. Izracunati #/(0) i naéi jednadzbu tangente na trajektoriju
vektorske funkcije 7= 7(t) u tocki (0) za sljedeée funkcije:

254



7. Elementi teorije polja 255

(a) 7(t) = (¢! +1)7 + (2 + 1)] + (e!” + 1)k,
(b) 7(t) = cos (2t)i + sin (2t)] + tk.
Rjesenje. (a) Koordinatne funkcije su
zt)=e +1, yit)=e*+1, 2(t)= e’ +1,

a pripadne derivacije

Prema tome,

Tangenta dodiruje trajektoriju u tocki

7(0) = (2(0),4(0),2(0)) = (2,2,2).

S obzirom da je 7#'(0) vektor smjera tangente na trajektoriju u tocki 7(0),
slijedi da je kanonski oblik jednadzbe tangente
x—2 y—2 z-2
12 0

(b) Analogno kao i u (a) dijelu zadatka potrebno je izrac¢unati #(0) i
7'(0). Imamo

z(t) = cos (2t) = 2'(t) = —2sin(2t),
y(t) =sin(2t) = /() = 2cos (2t),
2(t)=t = Z({)=1

Sada je
7(0) = (x(0),(0), 2(0)) = (1,0,0),
F(0) = /(07 + /(0 + 2/ (O)F = 2] + F
Tangenta je pravac koji prolazi tockom 7(0) i ima vektor smjera 7#'(0), pa

stoga kanonski oblik jednadzbe tangente glasi

:c—l_y
2

Z
0o 1
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Primjer 7.1.8. Jednadzba gibanja materijalne tocke dana je vektorskom
funkcijom 7(t) = 2ti + (8t — 4t2);.

(a) Po kojoj krivulji se kre¢e materijalna tocka?
(b) Nadi vektore brzine i akceleracije materijalne tocke, te njihove iznose.

(c) Nacrtati krivulju po kojoj se giba materijalna tocka, te vektore brzine
i akceleracije u trenutcima t =0, 1, 2.

Rjesenje. (a) Primijetimo da je z(t) = 0 za svaki ¢, pa se gibanje materijalne
tocke odvija u zy-ravnini. Iz x = x(t) = 2t slijedi t = § Sto uvrstavanjem
uy = y(t) = 8t — 4% daje y = —2% + 4z, tj. Cestica se giba po paraboli s

nultockama x1 =01 x9 = 4.

—I8 _'5 _'4 _'2 0 é l8 1‘0 1‘2 X

-4

Slika 181: Putanja materijalne tocke
(b) Vektorska funkcija brzine materijalne tocke je
T(t) = 7'(t) = 20 + (8 — 8t)7,

pa je iznos brzine |U(t)] = /4 + (8 — 8t)?, iz ¢ega vidimo da se i smjer i
iznos brzine gibanja materijalne tocke mijenjaju u ovisnosti o trenutku ¢.
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Akceleracija je derivacija brzine, pa slijedi
a(t) =v'(t) = —8J,

a iznos akceleracije je |@(t)| = 8. Dakle, akceleracija je konstantna, tj. ne
ovisi o trenutku ¢.

t=0 = #0)=0, 7,
=1 = 71)=2+4j, 0Q1)=2i,
t=2 = 72)=4i, T?2)=2i—8j

Neka su 7= 7(t) i § = §(t) vektorske funkcije, u = u(t) realna funkcija,
te k € R, ¢ € V3. Tada se definiraju sljedeée operacije s funkcijama:

1. zbrajanje i oduzimanje vektorskih funkcija
(7 5)(t) = 7(t) £ 8(2),

2. mnozenje vektorske funkcije skalarom
(k-7)(t) = k()

3. skalarno mnozenje vektorske funkcije vektorom
(@ )(t) = ¢- (),

4. vektorsko mnozenje vektorske funkcije vektorom
(@x7)(t) = &x (),

5. mnozenje realne i vektorske funkcije
(u-7)(t) = u(t) 7(t),

6. skalarno mnozenje vektorskih funkcija
(7 8)(t) = 7(t) - 5(b),

7. vektorsko mnozenje vektorskih funkcija

(7% 8)(t) =7(t) x 5(¢t).

-

Uoc¢imo da su t — (¢ 7)(t) i t — (7- §)(t) realne funkcije realne varijable,
dok su ostale funkcije vektorske.
Za deriviranje ovih funkcija vrijede sljedeca pravila:
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L L =T

2 S (km) =k

3. %(a-m:a‘if,

4. %(HXF)ZEX%,

5 %(U-F)—%F—i—ug,

7. %(FXE):%?X§+FX§'

Primijetimo da su ova pravila u skladu s poznatim pravilima za deriviranje
realnih funkcija realne varijable, sto nije iznenadujué¢e buduéi da se derivi-
ranje vektorske funkcije svodi na deriviranje triju realnih funkcija.

Diferencijal vektorske funkcije ¥ = 7(t) definiramo kao
di(t) = 7' (t)dt,

Sto je analogno definiciji diferencijala realne funkcije realne varijable. Dife-
rencijal je vektor istog smjera kao i 7/(t), te predstavlja dobru aproksimaciju
promjene vrijednosti vektorske funkcije 7(¢) za male promjene parametra ¢,
t].

dr(t) = AF(t) = 7(t + At) — 7(t)
za male dt = At. Racunanje diferencijala svodi se na deriviranje vektorske
funkcije, tj. ako je 7(t) = x(t)i + y(t)7 + z(t)k, onda je

di(t) = (' ()i + v/ (t)] + 2/ (t)k)dt.

Primjer 7.1.9. Dane su funkcije u(t) = £2, 7(t) = ti +sintj — Intk, 5(t) =
i+t + 13k i vektor &= 27— j — k. Nadi 3r() (c-m)(t), (ex)(t), (u-T)(t),
(7- 8)(t) 1 (7" x §)(¢t) 1 njihove derivacije.

Rjesenge.
37(t) = 3ti+3sintj — 3Intk,
@ 7)) = (20—j—Fk)-(ti+sintj —Intk) = 2t —sint + Int,
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i J k
(@xrmi) = (2 -1 -1
t sint —Int
= (Int+sint)i— (t —2Int)j + (2sint + t)k,
(u-7)(t) = t3% +2sint] — 2 Intk,
(7-3)(t) = (ti+sintj—Intk) (i + Vi + t3k)
= t++/tsint—t31nt,
i j ok
(Fx3)(t) = |t sint —Int
IRV &

= (Bsint+ilnt)i — (t* +Int)j + (£ — sint)k.

Derivacije funkcija iznose redom:

%(3?)(75) = %(3t5+3smt5—3lntl§):35+ BCostf—%E,
d d 1
i(é"f’)(t) = £(2t—sint+lnt):2—cost+¥,
d d - - o
£(5xf)(t) = = ((Int +sint)i — (t — 2Int)j + (2sint + t)k))
2

= ( —i—cost) (1—>j+(2005t+1)k
i(u-f’)(t) = (t32+t2s1ntj—t Int k)
dt dt )

= 3t% + (2tsint + t?cost)j — (2tInt + )k,
d . d 5
%(r{?)(t) = dt(t—i;\/ismt—t Int)

= 14+ ——sint+Vtcost —3t2Int — t2,

2Vt

d d -
(X9 = E(( sint +Vtint)i — (t* +1nt)j + (tVt —sint)k))

= 3tzsmt+t3cost+lnt+)

1)\ - 3
(4t3 + t> Jj+ <2\/E - cost) k.

Do istih se rezultata moze doé¢i primjenom pravila za derivaciju umnoska

funkcija. Zaista,

d dr - - 1= - o o
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d = = dT_" - - - - - - 1—* - 1
a(c-f’)(t)—c‘%(t)—@z J k)-(@—i—costj tk>—2 cost + .
d = = d'F o - - = - - ].—'
a(cx 7)(t) = ¢&x a(t) =(2i—j—k)x <l+COSt] - tk>
1 2

= (t—i-cost) (1—)j+(2cost+1)k
d . du, . dr
Ll = SO S0

. . . . . o1-
= 21(ti +sintj — Intk) + t* (z + costj — tk>
k

= 3t + (2tsint + ¢ cost) — (2tlnt + 1)k,
Lram = D)5+ 7)o

r(t) -
- 1y 3%
= (74 costj— Z z+\fj+t k)
+ (ti+sintj — Intk) - < j—l—3t2k:)
Vi

1
= 1+ ——sint+ Vtcost — 3t>Int — ¢
2Vt
dar

d . S
X 8)) = —(t)x5(t) +7(t) x (1)

o N 1= N N N
= <i—|—costj—tk:) x (i + Vtj + k)
— — — 1 — —
+ (ti+sintj — Intk) x '+3t2k>
( J ) (2\/%3

1 1
= <3t2sint+t3cost+ —Int+ —

2Vt ﬁ)z
(4t3 + 1) i+ (;\/% - cost> k.

Pojam integrala vektorske funkcije

Pojmovi neodredenog i odredenog integrala vektorske funkcije prirodno se
prenose s realnih funkcija realne varijable.

Primitivna funkcija vektorske funkcije 7 = 7(t) je vektorska funkcija
R = R(t) koja ima svojstvo da je R (t) = 7(t).

Ako je R = ﬁ(t) primitivna funkcija vektorske funkcije ¥ = 7(t), onda je
i svaka funkcija oblika

—

t — R(t) + ¢,
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gdje je ¢ € V3 proizvoljni vektor, takoder primitivna funkcija funkcije 7 =
7(t). Nadalje, svake se dvije primitivne funkcije vektorske funkcije 7= 7(t)
razlikuju za neki vektor ¢ € V3.

—,

Skup svih primitivnih funkcija funkcije 7 = 7(t) nazivamo neodredenim
integralom funkcije ¥ = 7(t) i oznacavamo s

/F(t)dt ={R@t)+¢: ce V3,

gdje je R = R(t) jedna primitivna funkcija funkcije 7 = 7(t). Krace zapisu-
jemo

Kako je B
(t) = x(t)i +y(t)g + z(t)k,

izra¢unavanje neodredenog integrala svodi se na integriranje komponentnih
funkcija x = z(t), y = y(t) 1 z = 2(t), tj.

R(t) = /F(t)dt = Z/ o (t)dt +j’/y(t)dt + E/z(t)dt +é.

Isto tako, svojstva neodredenog integrala vektorske funkcije proizlaze iz svoj-
stava neodredenog integrala realnih funkcija, tj. vrijedi:

1. / (Fu(t) + 7o (t))dt = / i (1) dt + / 7 (#)dt,
2. / k() dt = k / Ft)dt (k€ R),
3. /a-m)dt:a/m)dt @V,

4. /5>< F(t)dt = & x /f‘(t)dt (e V3.

Primjer 7.1.10. Naéi brzinu ¥ = 9(t) i zakon gibanja 7= #(t) materijalne
tocke, ako je akceleracija dana s d(t) = sinti + 2tj + 3t2E, te znamo da je
7(0) = —2i i 7(0) = 0.

Rjesengje. Sjetimo se da je akceleracija d@ = d(t) derivacija brzine ¥ = ¥(t),
iz Cega slijedi U(t) = [ a(t)dt, tj.

#(t) :Z/sintdt+j/2tdt+l§/3t2dt: —costi+ 2] + 3k + 7,
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gdje je U1 konstantan vektor kojeg ¢emo odrediti iz uvjeta v/(0) = —2i. Kako
je

0(0) = —i 4+ ) = —2i,
slijedi @ = —i. Dakle,

T(t) = (=1 — cost) i+ t2] + t°k.

Analogno, brzina ¢ = ¥(t) je derivacija zakona gibanja ¥ = 7(t), pa slijedi
7(t) = [ U(t)dt, tj.

- - - S 3L th
7(t) :i/(—l—cost)dt+j/tht+k‘/t3dt: (—t—sint)i+§j+zk‘—|—f'1,

gdje je ™ konstantan vektor kojeg éemo odrediti iz uvjeta i7(0) = 0. Kako je
7(0) =7 =0,

to je zakon gibanja dan s

3. 44

F(t) = (—t —sint)i + —j + —k.
7(t) = ( sm)z—|—3]—|—4

Pojam odredenog integrala vektorske funkcije analogan je pojmu odrede-
nog integrala realnih funkcija, te i ovdje vrijedi Newton—Leibnizova formula.
Dakle, odredeni integral vektorske funkcije ¥ = 7(¢) u granicama od t; do t2
je vektor

—

/ " Moyt = ) — Bty),

gdje je R = R(t) primitivna funkcija funkcije 7= 7(t).

Primjer 7.1.11. Za vektorsku funkciju 7(t) = (t2 — 1)7 + 3] — 2k nadi
[#)dt i 1, 7(t)dt.

Rjesenje.
/F(t)dt = Z/(t2—1)dt+5/t3dt—2é/dt
3 I -
_ (P N\ e, .
<3 t)z+4j tk +¢C,
1 3 L 4 o .
F(t)dt = (—t) i+ —| j—2t k
/1 3 -1 41, -1
4 -
= —gi—4k’.
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7.2 Skalarno i vektorsko polje

U poglavlju 5 proucavali smo realne funkcije vise varijabli, tj. funkcije

frA—=R,
koje uredenoj n-torci (z1,x2,...,x,) € A C R™ pridruzuju realan broj, u
oznaci f(x1,...,2z,) € R. Takva preslikavanja zovemo skalarnim poljima i

ona su od iznimne vaznosti u raznim primjenama matematike (npr. u fizici
i raznim inZenjerskim strukama).

NajceSce se koriste skalarna polja u prostorima dimenzije n =2 in = 3.
Primjerice, funkcija koja svakoj toc¢ki u prostoru pridruzuje njenu tempe-
raturu je skalarno polje. Isto tako, funkcija koja svakoj tocki u prostoru
pridruzuje gustocéu okoline u kojoj se ta tocka nalazi je takoder primjer
skalarnog polja.

Zarazumijevanje izgleda i ponasanja skalarnog polja znatno nam pomazu
tzv. nivo-plohe. Nivo-plohu skalarnog polja f ¢ine sve tocke (x1, xa, ..., 2, )€
A koje zadovoljavaju jednadzbu f(x1,x9,...,2,) = k, gdje je k € Im(f)
konstanta. Dakle, nivo-ploha je ploha na kojoj skalarno polje ima kons-
tantnu vrijednost.

Primjer 7.2.1. Za zadano skalarno polje f i zadani nivo k£ € R nadi nivo-
plohe ako je:

(a) flz,y) =2? =22 +y* k=-1,0,3,
(b) flz,y,2z)=z+y, k=0,1,2,

(¢) f(z,y,2) =222 +4y? + 2%, k = 8,12.

Rjesenje. (a) U ovom primjeru f je skalarno polje iz R? u R, pa ée nivo-plohe
zapravo biti nivo-krivulje u zy-ravnini.

Iz f(x,y) = k, za k = —1 slijedi 22 — 2z + y?> = —1, §to je ekvivalentno
s (z —1)%2 + y? = 0. Jedino rjesenje ove jednadzbe je tocka (1,0).

Za k = 0 imamo z? — 2z + y? = 0, odnosno (r — 1)? + 32 = 1, §to je
jednadzba kruznice polumjera r = 1 sa sredistem u tocki (1,0).

Za k = 3 imamo 22 — 2z + y? = 3, odnosno (z — 1)? + 3% = 4, sto je
jednadzba kruznice polumjera r = 2 sa sredistem u tocki (1,0). Dobivene
nivo-krivulje prikazane su na slici 182.
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YA

8Y

-2

Slika 182: Nivo-krivulje skalarnog polja f(z,y) = 2? — 2z + 3>

(b) Ovdje je skalarno polje f zadano na R3, tako da é¢e nivo-plohe biti
plohe u R? (slika 183).

Slika 183: Nivo-plohe skalarnog polja f(x,y,z) =z +vy
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Iz f(z,y,z) = k, za k = 0 slijedi z +y = 0, tj. dobije se jednadzba
ravnine koja je paralelna sa z-osi, te sijeCe xy-ravninu po pravcu y = —zx.

Za k =1 dobije se z + y = 1, Sto je jednadzba ravnine koja je paralelna
sa z-0si, te sijeCe ry-ravninu po pravcu y = 1 — x.

Za k = 2 dobije se z + y = 2, Sto je jednadzba ravnine koja je paralelna
sa z-osi, te sijeCe ry-ravninu po pravcu y = 2 — x.

Uo¢imo da su nivo-plohe paralelene ravnine koje su okomite na xy-
ravninu koju sijeku po pravcima y = k — x.

(c) U ovom primjeru je skalarno polje f takoder zadano na R3, tako da
¢e nivo-plohe biti plohe u R3.

Iz f(2,y,2) = k, 7a k = 8 slijedi 222 +4¢% +22 = 8, tj. &+ % 42 — 1,
§to je jednadzba elipsoida sa sredistem u (0,0,0) i odsjeécima 2,v/2 i 2v/2
na x,y i z-osi redom.

Za k = 12 imamo 222 + 4% + 22 = 12, tj. %—i—%—i—i—; =1, Sto je
jednadzba elipsoida sa sredistem u (0,0, 0) i odsje¢cima V6,4/312V3naxy
i z-osi redom.

Opéenito, za k > 0 nivo-plohe su elipsoidi sa sredistem u (0,0,0) i od-

sjeCcima \/g,\/% i vk na x,y 1 z-osi redom.

Slika 184: Nivo-plohe skalarnog polja f(z,y, z) = 222 + 4y? + 22
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Kao sto se pojavila potreba za proucavanjem skalarnih polja, tako se
prirodno javila i potreba za proucavanjem preslikavanja koja tockama u
prostoru pridruzuju tocke u prostoru, odnosno vektore. Primjerice, ukoliko
svakoj tocki u prostoru pridruzimo vektor koji pokazuje smjer brzine vjetra
u toj tocki, definirali smo preslikavanje koje tockama iz R3 pridruzuje tocke
iz R3, odnosno vektore. Osim primjera iz meteorologije, postoji jo§ ¢itav
niz primjera gdje se pojavljuje takav tip preslikvanja, kao sto je npr. dje-
lovanje tla¢ne sile u prostoru ili sila opcéenito itd. Za graficki prikaz takvih
preslikavanja koristimo mapu ispunjenu vektorima, pa stoga takva preslika-
vanja nazivamo wvektorskim poljima. Formalno, vektorsko polje je vektorska
funkcija triju realnih varijabli, tj. funkcija

AR, ACRS

Zadavanje vektorskog polja svodi se na zadavanje triju skalarnih polja.
Naime, buduéi da vektorsko polje preslikava tocke skupa A C R? u vektore
(uz identifikaciju skupova V3 i R?), mozemo ga koordinatno zapisati kao

f(xa Y, Z) = fﬂﬁ('x:ya z);_‘_ fy(x,y, Z)j—i— fz(xayy z)E,

gdje su fz, fy, f- : A — R realne funkcije triju realnih varijabli, tj. ska-
larna polja. Dakle, zadavanjem triju skalarnih polja f;, f, i f. zadali smo i

vektorsko polje f

Primjer 7.2.2. Pomoc¢u mapa ispunjenih vektorima prikazati sljedeca vek-
torska polja: o . o

(a) f(z,y,2) = zi+yj, (b) flz,y,2) = —zi—yj.

Rjesenje. Uocimo da ova vektorska polja tockama prostora pridruzuju vek-
tore koji leze u ravnini paralelnoj s xy-ravninom. Zadana vektorska polja
skicirat ¢éemo najprije u tockama xy-ravnine, a zatim ¢emo translacijom do-
bivene slike u smjeru osi z dobiti prikaz vektorskog polja u svim tockama
prostora.

(a) Primijetimo da je u proizvoljnoj tocki (x,y,0) vrijednost vektorskog
polja vektor duljine y/22 + y2 koji lezi na pravcu koji prolazi kroz ishodiste
te pokazuje ”od ishodista”. Kako bismo jednostavnije prikazali zadano vek-
torsko polje, primijetimo da sve tocke na kruznici z? + y? = a? vektorsko
polje f preslika u vektore duljine a. Uzevsi to u obzir, jedan moguéi prikaz
zadanog vektorskog polja f u toc¢kama zy-ravnine je kao na slici 185.
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—

Slika 185: Prikaz vektorskog polja f(z,y, 2z) = xi + yj u tockama (z,y,0)

(b)

—

Slika 186: Prikaz vektorskog polja f(z,y,z) = —xi — yj u tockama (z, v, 0)
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Sliéno kao i u (a) dijelu, ovo vektorsko polje f preslikava tocku (z,y,0) u
vektor duljine /22 + y2 koji lezi na pravcu kroz ishodiste, a orijentiran je
prema ishodistu (slika 186).

Duljina vrijednosti vektorskog polja f u tocki T'(zo,vo, 20), tj. vrijed-
nost | f(xo, Yo, 20)| naziva se jakost vektorskog polja u tocki T (0, o, 20). S
obzirom da je jakost polja skalar, te da ono ovisi o tocki u kojoj se racuna,
slijedi da je jakost vektorskog polja zapravo skalarno polje. Ako je npr. f
vektorsko polje koje svakoj tocki T" prostora pridruzuje vektor koji pokazuje
smjer brzine vjetra u tocki T, onda je jakost tog vektorskog polja u tocki T,

—

tj. |f(T)| iznos brzine vjetra u tocki 7.

7.3 Derivacija u smjeru i gradijent skalarnog polja

Derivacija u smjeru

Pojam derivacije realne funkcije realne varijable uveli smo u Matematici 1.
Derivacija f/(c) u tocki ¢ € R dala nam je dobar uvid o ponasanju vrijed-
nosti realne funkcije f u (malom) intervalu oko zadane tocke c. Proucavajuéi
realne funkcije vise varijabli upoznali smo se s pojmom parcijalne derivacije.
Vidjeli smo da parcijalne derivacije %(a, b) i g—i(a, b) predstavljaju mjeru
promjene funkcije z = f(z,y) u okolini tocke (a,b) u smjeru osi x, odnosno
osi y. Ista ideja nas vodi i kod pojma derivacije skalarnog polja, no bitna je
razlika u tome Sto se sada promjena argumenta moze odvijati u bilo kojem

smjeru.

Neka je dano skalarno polje f : A — R, gdje je A C R3. Kako svaku
uredenu trojku (zx,y, z) realnih brojeva mozemo poistovijetiti s vektorom
a=xi+ yf—i— 2k trodimenzionalnog vektorskog prostora V3, to mozemo
smatrati da su elementi skupa A vektori.

Neka je @ = Lol + Yoj + zok vektor iz domene A u okolini kojeg zelimo
ispitati ponaSanje skalarnog polja f. Oznacimo s 7y jedini¢ni vektor koji
nam govori u kojem smjeru se zelimo pomaknuti od a@. Za h € R, udaljenost
izmedu @ i @+ htp je |a — (@ + hiip)| = |hth| = |h||to| = |h|, Sto je jednako
prirastu (promjeni) argumenta (slika 187). Prirast skalarnog polja f pri
prijelazu iz @ u @ + htjp iznosi f(a@ + hviy) — f(@). Kvocijentom

f(@+ hiip) — f(a)
h
dana je prosjeéna promjena skalarnog polja f duz segmenta koji spaja a i
a + htiy. Ako parametar h tezi u nulu, vektor @ + htjy tezi prema a. Limes
OF o gy 100 h0) = 1 (@)
8’00 h—0 h
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(ukoliko postoji) nazivamo derivacijom skalarnog polja f u tocéki @ u smjeru
vektora vp. Osim oznake %(5) koristi se i f§ (@)

Slika 187: Derivacija u smjeru

Za (bilo koji) ne-nulvektor ¥, pod pojmom derivacije skalarnog polja f u
tocki @ u smjeru vektora ¥ podrazumijevamo derivaciju polja f u @ u smjeru

jedini¢nog vektora v := % pridruzenog vektoru ¢. Dakle,

of .. 9f .
%(G) = 8770(@)7

gdje je vy :=

Gil
Ako je U neki od koordinatnih vektora i, ;ili k, tada derivacija u smjeru
postaje parcijalna derivacija (v. tocku 5.3), tj. vrijedi

Of o _ i F@+DD)—=F(@) _ o Flao + by, 20) = f (0, 90, 20) _ Of

57 @)= lim h = jm h = 909
8{(5): i L@ Rg) = (@) _ . F(@o,y0 + by 20) — f(20, 50, 20) _ ﬁ(ﬁ)’
dj h—0 h h—0 h oy
8.]:(6): lim f(a + hk)_f(a‘) — lim f(anyOMZO + h)_f(x(]ay()az()) _ %(aj)
ok h—0 h h—0 h 0z

Skalarno polje f : A — R je diferencijabilno na skupu A ako postoji
95(a@) za svaki @ € A i za svaki ne-nulvektor vektor v.
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0
Primjer 7.3.1. Nadi —f( @), ako je skalarno polje f dano s f(a@) = |al|’.

Rjesenje. Kako je f(d )6— |G|? = @ - @ za svaki vektor @, imamo
f(@+ ho) — f(@) = (@+hv) - (@+h¥) —d-a=2hd- v+ h*v-7,
odakle slijedi
f(@+ ho) — f(@ 2ha-v+h*0- 0
h

h
Tada je
of J@HR) = F@)
%() }1L_>0 " —llll_r>r%)(2a-v+hv-v)—2a-v.

Gradijent skalarnog polja

Neka je f : A — R, gdje je A C R3, diferencijabilno skalarno polje. Gradijent
od f,u oznaci gradf ili ﬁf, je vektorsko polje

ﬁ of = Ofy
gradf— 1+ ay J+ azk

Vrijednost tog polja u proizvoljnoj tocki (zo, Yo, 20) € A je vektor

0 0 0 -
g—(ﬁf (x0, Yo, 20) 8f (20, Y0, 20)7 + 8?];(960, Y0, 20)7 + a*f(xoa Y0, 20)k.

Koristenje gradijenta pojednostavljuje mnoge formule u vektorskoj anali-
zi, izmedu ostaloga i racunanje derivacije skalarnog polja u smjeru vektora.
Naime, moze se pokazati da vrijedi

0 —
8f (70,0, 20) = grad f(zo, yo, 20) -

=

(50)

=

tj. derivacija skalarnog polja f wu tocki (xo,yo,20) u smjeru vektora v # 0
jednaka je skalarnom produktu gradijenta funkcije f u tocki (xo,yo,20) (Sto
je vektor!) i jedinicnog vektora |—117|17.

U Matematici 1 nauéili smo tzv. lancéano pravilo za derivaciju kompozi-
cije realnih funkcija realne varijable, koje glasi (f o g)'(z) = f'(g(x)) - ¢'(2).
Ako je f skalarno polje i ¥ = 7(t) vektorska funkcija (s vrijednostima u
domeni od f), tada je kompozicija funkcija ¢ — f(7(t)) realna funkcija re-
alne varijable. Pokazuje se da je derivaciju ove kompozicije funkcija moguée
izra¢unati pomocu gradijenta skalarnog polja f, tj. vrijedi sljedece pravilo:

PO _ rad ey - 70 (1)

za svaki t za koji postoji gragf(f’(t)) i7(t).
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Primjer 7.3.2. Nadi gradijent skalarnog polja f(z,y,2z) = Iny + =4 — 2.

Rjesenje. Parcijalne derivacije skalarnog polja f su:

of 1y
%(3373/72) = g—zﬁ,

0 1 z =
ny(%ya?«“) = g—?—?,
of 2xy
&(%%2) = 30

pa je
gradf(z,y, 2) = ( - y) i+ ( - = - ) i+ 73%
Yy Yy z
Primjer 7.3.3. Nadi vrijednost gradijenta skalarnog polja f(x,y, z) = x;rz+

4In(2z + y) — cos(zyz) u tocki T'(3, 7, 3).
Rjesenje. Parcijalne derivacije od f po varijablama x,y, z iznose redom:

0 1 8

L) = g yesin(aye)

0 4

&J;(a:,y, z) = _xy—i;z + 2wty + xzsin (zyz),
0 1

Fi(l‘,y,@ = §+l‘ysin(fﬂy2)-

Odavde slijedi

-

— 1 8
radf(z,y,z)=| — + + yzsin (xyz) | @
gradf(z,y,z) (y wig Y (y)>

T+ z 4 - 1 -
+ - + + zzsin (xyz) |j + | — + 2y sin (zyz) | k,
( 7 Yy (zy ))J (y ysin (zy )>

pa se uvrstavanjem koordinata tocke T(%, , %) dobije

11 1 8 m\-/ 5 4 1\- (1 7\-
df (com )= (e D) i (-2 2 ) G (24T ) R
graf(z’”’?,) <7T+1+7r+6)l+( 6W2+1+7r+12)]+<ﬂ+4)

Primjer 7.3.4. Nadi vrijednost derivacije skalarnog polja f(z,y, z) = zy(z+
e |

z) u tocki T'(1,2, —1) u smjeru jedini¢nog vektora o' = %z + %j —Sk‘.
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—
Rjesenje. Najprije ¢emo izracunati gradf, a zatim primijeniti formulu (50).
Dakle,

%(fﬂ,y’z) = ylz+2) +zy = 2wy +yz,
ggj(x,y,z) = gz +2) =22 +az,
of
L) = .
Sada je .
grad f(z,y,2) = 2wy + y2)i + (&® + 22)j + 2yk,
pa je

gradf(T) = gradf(1,2, —1) = 27 + 2k.
S obzirom da je |t] = 1, prema (50) derivacija u smjeru vektora ¥ jednaka
je
af N ird e < 1 - 1 - 1 ") 4 4\/§
— =gradf(T) -v = (2i + 2k) - 1+ + k| =—=—.
GED) = rad (1) 7 = 27+ 2R) - (T T+ o) = 2= 5

PrlmJer 7.3.5. Izracunati vrijednost derivacije Skalarnog polJa flx,y,2) =
e?" 7= 4 toeki T(1,0,1) u smjeru vektora 7 = —i — ] + k.

Rjesenje. Prvo ra¢unamo parcijalne derivacije od f. Dakle,

W e = amertss!

X

gf(x,y,z) — 3y2ex2+y3+z4’
Y

gf(wvyaz) = 423612+y3+'24.
z

Stoga je
gradf(z,y,z) = ex2+y3+z4(2x;+ 3y%) + 42°k),
pa je vrijednost gradijenta u tocki 7°(1,0, 1)

gradf(T) = @f(l,o, 1) = €2(2i + 4k).

S obzirom da se trazi derivacija u smjeru vektora ¥, moramo izracunati
jedini¢ni vektor istog smjera i orijentacije kao i vektor . Oznaimo taj
vektor s 7. Dakle,

1- 15 12
— = = ——4— —j+ —k.
|0 V3 V3 3 3
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Sada iz (50) slijedi

of —

S5(T) = grad f(T) - g = €2(20 + 4F) ( _ 203

1 - 1 7 1 E)
S - S M R
NERRVERE 3
Osim §to nam omogucuje jednostavnije ra¢unanje derivacije, gradijent
ima i vrlo vaznu geometrijsku interpretaciju. Neka je gradf(T) # 0. Ako
izraz (50) raspiSemo po definiciji skalarnog produkta, dobijemo
af — v
9 (1) = grad f(1) - -

57 :‘gr?if(T)‘cosa,

v

—
gdje je a kut izmedu vektora ¥ i gradf(T).

y

<y

Slika 188: Derivacija u smjeru i gradijent skalarnog polja

Prema tome, derivacija skalarnog polja f u smjeru vektora ¢’ je komponenta
gradijenta od f u smjeru vektora ¢. UoCimo da derivacija postize najveéu
vrijednost kada je cosa = 1, tj. @ = 0°, a to znaci da vektori ¥ i gradf(T")
imaju isti smjer i istu orijentaciju. Nadalje, derivacija postize najmanju
vrijednost kada je cosa = —1, tj. o = 180°, a to znac¢i da vektori ¥ i
gradf(7T) imaju isti smjer, ali suprotne orijentacije.

Drugim rijecima, u toc¢ki T'(xo, Yo, 20) skalarno polje f najbrze raste u
smjeru vektora grad f(T'), a najbrze pada uw smjeru vektora —gradf(T).
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Primjer 7.3.6. Za skalarno polje f(z,y,2) = :z:y+a:\[ nad¢i smjer najbrzeg
rasta iz tocke 7'(1,4,9).
Rjesenje. S obzirom da je smjer najbrzeg rasta skalarnog polja f jednak

smjeru gradijenta od f, potrebno je izrac¢unati gradijent skalarnog polja f u
tocki T'(1,4,9). Prema tome,

af B z of 11

%(x,y,z) - y+ & = %(T)_?a

of B T -z xm/z of 13
8y(x’y’z) B x+2 z T 23 — c‘)y( )= 16
of B l x 8f i

Odavde slijedi da polje f iz tocke T'(1,4,9) najbrze raste u smjeru vektora

of ,n» Of .~ Of . = 11¢ 13- 1 -
T)=—(T —(T k= —k
gl (T) = D)+ DT+ FH@F = i+ i+
Primjer 7.3.7. Za skalarno polje f(x,y,2) = In (2? + y? — /zz) naéi smjer
najbrzeg pada iz tocke T'(2,1,2).
—

Rjesenje. Skalarno polje f najbrze pada u smjeru —gradf, pa se problem
svodi na racunanje —grad f(T"). Dakle,

af S S 0 ry=1
83:(3:’%2) = m2+y2—\/ﬁ<2x 2\/@> = 8m( ) = %
of _ W OF(y=2
8y(x7yuz) - $2+y2_\/ﬁ - ay( ) 37
of B 1 — Of iy 1
62(33,31,2) = x2+y2—\/a§<2\/ﬁ> — 82(T)_ %
pa je

0 o R
mads(r) = i g+ Leow =i 375

Stoga je smjer najbrzeg pada skalarnog polja f iz tocke T'(2,1,2) jednak

. 7o 2. 1-
—gradf(T)=—=i——-j+ =k .
gradf(T") 61 3‘7+6
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Tangencijalna ravnina i normala na plohu

Osim najbrzeg rasta/pada skalarnog polja, gradijent ima jo$ jedno vazno
geometrijsko znacenje. Neka je f : A — R skalarno polje, gdje je A C R3.
Za danu konstantu k € Im(f), oznac¢imo s L(k) nivo-plohu polja f, tj. skup
svih tocaka (z,y,z) € A u kojima f poprima vrijednost k. Dakle,

L(k) = {(z,y,2) € A: f(z,y,2) = k}.

Neka je T'(xo,yo0, 20) totka koja se nalazi na nivo-plohi L(k), te neka je
" krivulja koja lezi na nivo-plohi L(k) i prolazi tockom T' (v. sliku 189).

Slika 189: Nivo-ploha L(k) polja f

S obzirom da je I' krivulja u prostoru, mozemo pretpostaviti da je ona
trajektorija neke vektorske funkcije 7(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, definirane
na skupu D C R. Osim toga, krivulja I' lezi na nivo-plohi L(k), pa slijedi
f(7 () =k, tj. f(x(t),y(t),2(t)) = k, t € D. Definiramo funkciju g(t) :=
f(7(t) = f(z(t),y(t), 2(t)), t € D. Primijetimo da je g realna funkcija realne
varijable za koju vrijedi g(t) = k za svaki t € D.

Prema lancanom pravilu (51) vrijedi ¢'(t) = ﬁf(f’(t)) - 7'(t). Buduéi
da je g(t) =k za sve t € D, slijedi ¢'(t) =0, t € D, tj. imamo

erad f(7(t)) - 7'(t) = 0, te€ D.
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Ako tocki T'(xo, yo, 2z0) odgovara parametar tg € D, tj. 7(tg) = m0;+yof+zog,
onda je N N
gradf(#(tg)) - 7 (to) = grad f(xq,yo, z0) - 7' (to) = 0.
Znamo da je 7'(tg) vektor smjera tangente povucene na krivulju I' u tocki
T. Kako je skalarni produkt vektora gr?i f(zo,y0,20) 1 7'(to) jednak nuli, to
znac¢i da je gradijent skalarnog polja f u tocki T_o>komit na vektor smjera
tangente na krivulju T’ u tocki T (pod uvjetom grad f(T) # 0)).
Sada mozemo uzeti cijelu familiju krivulja koje leze na nivo plohi L(k)
i sve prolaze tockom T. Povucemo li tangente na sve te krivulje u tocki T,
prethodna analiza pokazuje da je gradf(7T) okomit na sve pripadne vektore
smjerova tih tangenti. Svi ti tangencijalni vektori odreduju ravninu, a nor-
mala te ravnine je upravo gradijent skalarnog polja f u tocki T. Ovu ravninu
zovemo tangencijalnom ravninom na nivo-plohu L(k) u tocki T (slika 190).

Slika 190: Tangencijalna ravnina na nivo-plohu L(k) u tocki T

Iz analiticke geometrije znamo da jednadzba ravnine koja sadrzi tocku
T (z0, Y0, 20) 1 ima vektor normale N = Ai + Bj + Ck glasi

A(z — z0) + B(y —y0) + C(z — 29) = 0.
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Prema tome, uz saznanje da je vektor normale tangencijalne ravnine u tocki
T (0, Y0, 20) zapravo gradijent skalarnog polja f u tocki T tj. vektor

of of of

L — : -
N = grad (1) = SLT)T+ 07+ GLOR. (5)
slijedi da je jednazba tangencijalne ravnine u to¢ki T'(zg, yo, z0) dana s
0 0 0
)=o) + S Dm0+ LD =0 (53)

Kanonska jednadzba pravca normale na tangencijalnu ravninu u tocki T'
dana je s
r—o Y—Yo Z— %0

ga g gy

(54)

Pokazimo da pomocu (53) mozemo doéi i do jednadzbe tangencijalne
ravnine na graf funkcije dviju varijabli. Pretpostavimo da je f funkcija
dviju varijabli zadana u eksplicitnom obliku z = f(z,y). Tom jednadzbom
je zadana ploha u R3 na koju zelimo povuéi tangencijalnu ravninu u tocki
T'(z0, Y0 20), gdje je zo = f(z0,Yo)-

Iz z = f(z,y) slijedi f(z,y) — z = 0. Definiramo funkciju

F<$7y7'z) = f(x,y) -

Uocimo, F je skalarno polje triju varijabli z, y i z, te F(z,y, z) = 0 definira
nivo-plohu u R3. (Ta ploha je upravo graf funkcije z = f(z,y).) Jednadzba
tangencijalne ravnine na tu nivo-plohu u tocki T'(zo, yo, z0) je dana s (53),
tj.

oF OF OF
5 (D —0) + (ny(T)(y —40) + 5 (1)(z = 20) = 0. (55)
S obzirom da je g—f = g—i, %Z = % i 9 = —1, jednadzbu (55) mozemo
zapisati kao
0 3}
s 0= (o) - 0) + G @y -w). (60

Vektor normale tangencijalne ravnine dan je s

Y Y I
N=— k, 57
5 (z0,y0)i + == By (20,Y0)J — (57)
dok je jednazba pravca normale
T — X0 Y—Yo Z— %0
n... = = : (58)
%(550, o) %(‘Tm o) —1
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Primjer 7.3.8. Nacdi jednadzbu tangencijalne ravnine i pravca normale na
plohu f(z,y) = In(zy + 3) + 77 u tocki T(—1,2, 20).
Rjesenge. 1z (56) vidimo da su nam potrebne vrijednosti parcijalnih deriva-

cija funkcije f u tocki T :

of _ 1 Of 19y

af B x —z? af B

55@4H = w3 T aTmE — 55@4@)_ 2.
Nadalje,

z0=f(-1,2)=In1+1=1.
Prema (56), jednadzba tangencijalne ravnine je
z—1=3x+1)—-2(y—2),
tj.
Jr —2y—2+8=0.

Prema (58), kanonski oblik jednadzbe pravca normale glasi

x+1 y—-2 =z-1
3 -2 -1
Primjer 7.3.9. Naéi jednadzbu tangencijalne ravnine i pravca normale na
plohu f(z,y) = /2? + y? — zy u tocki T'(3,4, zp).

Rjesenje. lzratunajmo prvo vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije f u
tocki T'. Dakle,

of _ T, YUay_ I
85[3(1;’?/) - $2+y2 Yy a$(374) - 57
af Y af 11
—_— , = _— — f— —_— 374 = ——

Nadalje,
z0=f(3,4) =5—-12=—T.

Prema (56), jednadzba tangencijalne ravnine je

17 11
=-"—(2-3) - —(y—4

tj-
17z 4+ 11y 4+ 52z — 60 = 0.
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Kanonski oblik jednadzbe pravca normale je
x—3 y—4 =247
7 1 5

Primjer 7.3.10. Nadi jednadzbu tangencijalne ravnine i pravca normale na
plohu f(z,y) = y* + (x + )3 u tocki T(2,1, z9).

Rjesenje. lzratunajmo prvo vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije f u
tocki T :

of

of

— b 2 —
e (x,y) y*Iny +3(z+vy) = pe (2,1) =27,
8f _ rx—1 2 8f _
9y (x,y) = ay*  +3(x+y) = —ay (2,1) =29.

Nadalje,
z0=f(2,1)=1+27=28.

Jednadzba tangencijalne ravnine glasi
z2—28=27(x —2)+29(y — 1),
tj.
27Tx 4+ 29y — 2 — 55 =0,
a kanonska jednadzba pravca normale je

r—2 y—1 2z-28
n... = = .

27 29 -1

Primjer 7.3.11. Nadi jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu f(z,y) =
4 — 22 — 4%, koja je paralelna s ravninom ... 2z + 2y + z = 0.
Rjesenje. Za razliku od prethodnih primjera, ovdje nemamo zadanu tocku u
kojoj tangencijalna ravnina dira plohu, veé ju trebamo izra¢unati iz uvjeta
paralelnosti s ravninom 7. Ozna¢imo s m; tangencijalnu ravninu, s Z\_fm odgo-
varajuéi vektor normale, s T'(z, 3o, 20) tocku diralista, te s N vektor normale
zadane ravnine 7.

Buduéi da je tangencijalna ravnina paralelna s ravninom 7, vektori nor-
mala su im kolinearni, tj.

Ny, = AN, zaneki A € R.

Takoder, znamo da je

— 6 - 8 g g i = 7
Ny, = 6%(550’2/0)@ + 5£($0’ Yo)j —k = —2moi — 2yoj — k
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vektor normale tangencijalne ravnine ;. Vektor normale ravnine 7 je N =
2i+2j + k, pa iz Ny, = AN slijedi

—2z0i — 2y — k = AN(2i + 2] + k),
odakle izjednacavanjem odgovarajuc¢ih koeficijenata dobivamo
—2%0 = 2)\, —2y0 = 2)\, —1= A,

tj. zo = 1, yo = 1, pa je zo = f(zo,y0) = f(1,1) = 2. Dakle, diraliste je

tocka T'(1,1,2), a vektor normale Ny, —2i— 2j—E. Prema tome, jednadzba
tangencijalne ravnine glasi

... —2x—-1)—-2y—1)—(2—2)=0,

tj.
... 20+2y+2—6=0.

Primjer 7.3.12. Nadi jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu 32246y +
2% =9 u tocki T'(1,1,0).

Rjesenje. U ovom primjeru ploha je zadana implicitnom jednadzbom. De-
finiramo funkciju f(x,y,2) = 322 + 6y? + 22 — 9. Uoc¢imo da je potrebno
nadi tangencijalnu ravninu na nivo-plohu f(z,y, z) = 0 skalarnog polja f u
tocki T'(1,1,0). Za to nam trebaju parcijalne derivacije funkcije f u tocki T
Dakle,

0 0
a—i(w,y, z) = br = a—i(T) =0,
0 0
) = 12y — F@-n
0 0
a{(w,y&) = 2z = a*j;(T):O'

Prema (53), jednadzba tangencijalne ravnine je
6(z — 1) +12(y — 1) = 0,

tj.
z+2y—3=0.

Primjer 7.3.13. Naéi jednadzbe tangencijalnih ravnina na plohu 2z2 +
3y? + 422 = 15 koje su paralelne s ravninom 7 ... 8z — 6y — 8z + 5 = 0.
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Rjesenje. Jednadzba plohe dana je u implicitnom obliku. Definiramo ska-
larno polje f(x,y,2) = 222 + 3y + 422 — 15 ¢ija nivo-ploha f(z,y,z) = 0
odgovara zadanoj plohi. Da bismo nasli tangencijalnu ravninu 7; na nivo-
plohu f(z,y, z) = 0, potrebno je naéi parcijalne derivacije funkcije f. Dakle,

of _ of _ of _
8$(x)yvz) _4'1‘3 ay(xayaz)_6y7 az(‘r’yv'z) _82‘

—

Vektor normale N, tangencijalne ravnine 7y u tocki diralista T'(xo, yo, z0)
glasi
N, = grad f(T') = 4xoi + 6yoj + 8zok.

Tocke diralista izracunat ¢emo iz uvjeta paralelnosti tangencijalne ravnine
sa zadanom ravninom 7. Vektor normale ]\77” tangencijalne ravnine m; koli-
nearan je s vektorom normale N =8i— 6;— 8k ravnine m, tj. Nm = AN za
neki A € R. Dakle,

4307 + 6y0] + 820k = (87 — 6] — 8k),
odakle slijedi
4$0 = 8)\, 6y0 = —6)\, 82’0 = —8)\,
tj.
o = 2)\, Yo = —)\, 20 = =

S obzirom da tocka diraliSta lezi na zadanoj plohi, ona mora zadovoljavati i
njenu jednadzbu 2x3 + 3y3 + 422 = 15. Odavde imamo

8AZ + 302 4+ 4)? = 15,

paje A2 =1, tj. A = £1. Prema tome, dobili smo dva diralista: Ty(—2,1,1)
za A = —11T5(2,—-1,-1) za A\ = 1. Ako s m;, ozna¢imo tangencijalnu
ravninu u tocki 71, a s m, tangencijalnu ravninu u tocki 7%, imamo
Ty oo —8@+2)+6(y—1)+8(z—1) =
dr —3y—4z+15 = 0,

Ty ... S(x—2)—6(y+1)—8(z+1) =
dr —3y—42z—-15 = 0.

Napomenimo da je bilo za ocekivati da ¢emo imati dva rjeSenja, bududéi da
se radi o elipsoidu.
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8 Obicne diferencijalne jednadzbe

8.1 Uvod i motivacija

Mnoge zakonitosti u prirodi u sebi sadrze informaciju kojom brzinom se
promatrana pojava mijenja. Takve zakonitosti, kada se izraze matematickim
rjeénikom, postaju jednadzbe u kojima se brzina promjene opisuje pomocu
derivacije. Te jednadzbe zovemo diferencijalnim jednadzbama. Prema tome,
kako bismo bolje razumjeli npr. tok fluida, Sirenje valova, Sirenje topline
kroz materiju, rast ili pad veli¢ine neke populacije i sl., moramo nauciti
rjeSavati diferencijalne jednadzbe.

Diferencijalnu jednazbu koja opisuje neku fizikalnu pojavu ili zakoni-
tost Cesto nazivamo matematickim modelom te pojave ili zakonitosti. Kao
motivacijski primjer razmotrit ¢emo model rasta/pada populacije miseva.

Primjer 8.1.1. Oznacimo s ¢ vrijeme, te s p(t) veli¢inu populacije miseva,
tj. p(t) je broj miseva u trenutku t. Zbog jednostavnosti modela, pret-
postavimo najprije da je u odsutnosti bilo kakvih predatora brzina rasta
populacije miSeva proporcionalna trenutnoj veli¢ini populacije, gdje faktor
proporcionalnosti oznac¢imo s r. Tu pretpostavku o brzini rasta populacije
mozemo matematickim rje¢nikom izraziti kao

dp
- =TD,

dt

gdje faktor r zovemo faktorom rasta populacije. Zbog lakSe interpretacije
rezultata, pretpostavimo da se vrijeme mjeri u mjesecima te da je r = 0.5.

Promotrimo sad malo slozeniji model, tj. pretpostavimo jo$ da na istom
staniStu koje promatramo zive i sove. Sve sove koje zive na tom staniStu
pojedu ukupno 15 miseva dnevno. Uz pretpostavku da svi mjeseci imaju 30
dana, brzinu promjene populacije miSeva mozemo izraziti kao

dp

i 0.5p — 450. (59)
Kada bismo znali neke vrijednosti za populaciju p, mogli bismo procijeniti
desnu stranu ove jednakosti i time dobiti odgovarajuée vrijednosti za deriva-
ciju od p. Uzmemo li npr. p = 1200, uvrstavanjem u jednadzbu (59) dobije se
dp/dt = 150. Gledano geometrijski, u dvodimenzionalnom ¢p-koordinatnom
sustavu tu informaciju mozemo prikazati kao malu strelicu s nagibom 150
u svim toCkama koje imaju vrijednost na p-osi jednaku 1200. Ako pono-
vimo taj postupak za npr. p = 600, dobit ¢emo da je dp/dt = —150, pa u
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svim tocama s p-koordinatom 600 nacrtamo strelicu s nagibom —150. Pri-
mijetimo da za p = 900 slijedi dp/dt = 0, tj. strelice su paralelne s t-osi.
Uvrstavanjem raznih drugih vrijednosti za p u izraz (59), te crtanjem odgo-
varajucih strelica dobivamo sljedeé¢u sliku.

A R Y A A

900> - - - - - -

NN NN NN

Slika 191: Model rasta/pada populacije miseva

Strelice u ovakvom prikazu predstavljaju tangente na grafove funkcija koje
su rjeSenja diferencijalne jednadzbe (59). Prema tome, iako jo§ ne znamo
kako tocno izgledaju rjesenja zadane diferencijalne jednadzbe, na ovaj nacin
mozemo dobiti neke informacije o ponasanju rjeSenja. Npr. ako je p < 900,
vidimo kako sve strelice pokazuju prema dolje, iz cega mozemo zakljuciti da
¢e se populacija miSeva smanjivati, tj. sove ¢e jesti miSeve brze nego Sto
¢e se pojavljivati nove generacije miseva. S druge strane, kada je p > 900
vidimo da sve strelice pokazuju prema gore, tj. populacija miSeva raste. Isto
tako, vidljivo je kako je p = 900 granica u kojoj strelice nemaju nagib, t;j.
paralelne su s t-osi §to znaci da ta veli¢ina populacije predstavlja ravnotezu,
tj. ekvilibrijum. Ekvilibrijum je na slici 191 prikazan kao horizontalna linija
na nivou p = 900. Prema tome, konstantna funkcija p(t) = 900 za t > 0 je
jedno moguce rjesenje diferencijalne jednadzbe (59). Cim nau¢imo rjesavati
diferencijalne jednadzbe, moéi éemo pronadi i sva ostala rjeSenja ove dife-
rencijalne jednadzbe (v. primjer 8.2.1).

Diferencijalna jednadzba je jednadzba koja povezuje nepoznatu funk-
ciju, njezine varijable i derivacije te funkcije. Kazemo da je diferencijalna
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jednadzba obic¢na ako nepoznata funkcija u toj jednadzbi ovisi o samo jednoj
realnoj varijabli. Opéi oblik obi¢ne diferencijalne jednadzbe je

F(z,y,9.,y",...,y™) =0, (60)

dy & dn
F (o G G ) =0,

ili ekvivalentno

gdje je y nepoznata funkcija varijable z.

Red obicne diferencijalne jednadzbe je red najvise derivacije koja se u
jednadzbi pojavljuje. Npr. xy’ + 3y = 7 je obi¢na diferencijalna jednadzba
prvog reda, dok je 3y — z?yy’ = e® obi¢na diferencijalna jednadzba treceg
reda.

Rjesenje diferencijalne jednadzbe (60) je svaka funkcija koja, zajedno sa
svojim derivacijama, identicki zadovoljava jednadzbu (60).

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (60) ¢ini familija funkcija

G(z,y,Cy,...,Cp) =0, (61)
gdje su C1,...,C, nezavisne, po volji odabrane realne konstante. Pritom
je broj konstanti u opéem rjeSenju jednak redu jednadzbe. Za svaki se
izbor konstanti C1,...,C, dobije jedno posebno, tj. partikularno rjesenje

diferencijalne jednadzbe (60). Graf partikularnog rjesenja jednadzbe (60)
nazivamo integralnom krivuljom. Graficki prikaz opcéeg rjeSsenja jednadzbe
(60) ¢ini familija integralnih krivulja.

Uz obi¢nu diferencijalnu jednadzbu n-tog reda usko je vezan tzv. Cauc-
hyjev problem. Ovdje je potrebno odrediti funkciju y = y(z) koja zadovo-
ljava diferencijalnu jednadzbu F(:U, TR ,y(”)) = 01 pocetne uvjete

yo=y(x0), m=v(x0), - ) Yn1=y""V(x0),

kojima se zadaje vrijednost funkcije y = y(x) i svih njenih derivacija do
reda n — 1 u tocki xzg. Broj pocetnih uvjeta jednak je redu diferencijalne
jednadzbe.

Proucavanje diferencijalnih jednadzbi znatno ¢e olaksati njihovo klasifi-
ciranje u razne tipove, te zatim razmatranje svakog tipa zasebno.
8.2 Obicne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Opd¢i oblik diferencijalne jednadzbe prvog reda je

F(.%’, y7y,) =0, (62)
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gdje je y nepoznata funkcija varijable z. Jednadzbu (62) nekad je moguce
zapisati u obliku

y' = f(z,y),
odnosno, uzevsi u obzir da je 3/ = %, u obliku

== flay). (63)

Stavimo li P(z,y) = —f(x,y) i Q(x,y) = 1, jednadzbu (63) mozemo zapisati
kao
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.
Opce rjesenje jednadzbe (62) ¢ini familija funkcija
G(z,y,C) =0,
gdje je C' € R proizvoljna konstanta.

U daljnjem ¢emo, prema obliku funkcije f, klasificirati tipove diferenci-
jalnih jednadzbi prvog reda, te izloziti neke metode za njihovo rjesavanje.

8.2.1 Diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama

Ako je
f(z,y) = g(x)h(y),

jednadzba (63) moze se zapisati kao

dy
= h . 64
W _ yynty) (64)
Ako je h(y) # 0 za svaki y, tada (64) poprima oblik
dy
—— = g(x)dz. 65
Hl =@ (65)

Jednadzbu (65) nazivamo obi¢nom diferencijalnom jednadzbom sa separira-
nim varijablama. Naziv dolazi od ¢injenice da se varijabla x, te sve funkcije
koje ovise isklju¢ivo o x, mogu separirati, tj. odvojiti na jednu stranu, dok
na drugoj strani ostaje y i funkcije koje ovise o y. Trazenje analitickog
rjeSenja ovakvog tipa diferencijalnih jednadzbi svodi se na integriranje obje
strane jednakosti u (65).

Ako je diferencijalna jednadzba zapisana u obliku

P(z,y)dz + Q(xz,y)dy = 0,
tada se varijable mogu separirati ukoliko je

P(z,y) = qi(z)h1(y), Q(z,y) = g2(x)ha(y).
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Primjer 8.2.1. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe % = 0.5p—450,
t>0.

Rjesenje. S ovom diferencijalnom jednadzbom veé¢ smo se susreli u mo-
tivacijskom primjeru, gdje smo razmotrili matematicki model rasta/pada
populacije miSeva. NapiSimo zadanu jednadzbu kao

dp _ p—900
a 2
Uz pretpostavku p # 900 slijedi
d; 1
P _ .
p—900 2

Kako se oc¢ito radi o diferencijalnoj jednadzbi sa separiranim varijablama,
opcée rjesenje ove jednadzbe dobit ¢emo tako da integriramo obje strane te

jednadzbe. Dakle,
d, 1
[0
p — 900 2

1
In[p — 900 = 3¢+ C1, (66)

tj.

gdje je C1 € R proizvoljna konstanta. Djelujemo li eksponencijalnom funk-
cijom s bazom e na obje strane jednadzbe (66), imamo

Ip — 900 = e ez,
odakle je
t
p—900 = +eCrez,
odnosno )
p =900+ e ez,

Buduéi da je konstanta C; € R birana proizvoljno, mozemo pisati
p =900+ Cez, (67)

gdje je C' € R proizvoljna konstanta.

Sa (67) je dano opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe. Primije-
timo da je konstantna funkcija p(t) = 900 za t > 0 takoder rjesenje, koje iz
ovog opceg rjeSenja dobijemo za C' = 0. Na slici 192 prikazano je nekoliko
integralnih krivulja, tj. grafova partikularnih rjeSenja za razli¢ite vrijednosti
konstante C. Primijetimo kako su svojstva rasta, odnosno pada populacije
sada jasno vidljiva iz integralnih krivulja.
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Slika 192: Integralne krivulje

Ukoliko nas zanima samo jedno rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe,
tada od svih mogucéih rjesenja izaberemo ono koje zadovoljava neki zadani
pocetni uvjet. Npr., ako je u naSem primjeru velicina populacije miseva
na pocetku iznosila 850, tada taj uvjet mozemo zapisati kao p(0) = 850.
To zna¢i da odgovarajuéa integralna krivulja prolazi kroz tocku (0,850),
pa ¢emo koristeéi taj podatak u opéem rjesenju (67) odrediti konstantu C.
Dakle, uvrstavanjem ¢t = 0 1 p = 850 u (67) dobije se

850 = 900 + C,
odakle slijedi C' = —50. Prema tome, trazeno rjesenje je

p(t) = 900 — 50e2.

2
Primjer 8.2.2. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y' = 1 5
-y
Rjesenje. ZapiS§imo prvo jednadzbu u obliku
dy z?
de 1 —y2’
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te zatim, mnozeéi obje strane jednadzbe s (1 — y?)dz, separiramo varijable.
Dakle,
(1 — ) dy = 2°dx.

Opce rjesenje dobit ¢emo integriranjem obiju strana gornje jednadzbe. Prema

tome,
fa- - [an
odnosno 5 5
Y T
——=—4C, CeR
vy =3t

2
x

Primjer 8.2.3. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe ¢y = —.
(Y

Rjesenje. Zapis§imo jednadzbu u obliku

dy z?
de  y '
Nakon separiranja varijabli imamo
ydy = z%dz,

odakle integriranjem dobivamo opce rjesenje zadane jednadzbe, koje glasi

2 3
TR
—=—+C, CeR
2 3+’ <

Primjer 8.2.4. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3/ +y?sinz = 0.

Rjesenje. ZapiSimo jednadzbu kao % = —y?sinz. Tada je

dy
y2

d
/‘g = /—sin:zd:c,
Yy

= —sinxdr,

1
—— = cosx+C, CeR,
Y
= 1 CeR
vy = cosxz + C"’ '

Primjer 8.2.5. Nadi rjesenje Cauchyjevog problema y' = (1—2x)y?, y(0) =
1

G
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Rjesenje. Najprije ¢emo naci opce rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe.
Dakle,

dy

— (1 =222
I ( z)y*,
dy
= = (1-22)dx,
" ( )
dy

)2 = /(1—2x)dx,

1
—~ = z-2°+C, CER,
Y
= ! CeR
- L '
Konstantu C' odredit ¢emo iz zadanog pocetnog uvjeta y(0) = —%. Uvrsti-
mo li y = —% iz = 0 u opce rjeSenje, dobijemo C' = 6. Dakle, parti-

kularno rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe koje zadovoljava pocetni
uvjet y(0) = —% je

B 1
R
2
Primjer 8.2.6. Nadi rjesenje Cauchyjevog problema 3y’ = 7262, y(0) =
Yy +x7y

—2.
Rjesenge.

dy _ 2

dr  y(l+a?)’

2z
dy = ——=d
vy 14+ 22"

2z
o = [

2
‘% = In(14+2%)+C, CcR.
Iz pocetnog uvjeta y(0) = —2 rac¢unamo konstantu C' € R. Dakle,
(—2)
2

odakle slijedi C' = 2. Funkcija koja zadovoljava zadanu diferencijalnu jed-
nadzbu i pocetni uvjet je

=Inl+C,

y? =21In (1 + 22) + 4.
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8.2.2 Homogena diferencijalna jednadzba

Za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu y' = f(x,y) kazemo da je homogena ako
za svaki t # 0 i za svaki z i y vrijedi

f(t:l?,ty) = f(x,y) (68)

Drugim rije¢ima, zamjena x s tx i y s ty ne utjete na vrijednost f(z,y).
Ako u (68) stavimo ¢t = 1/z, diferencijalna jednadzba y' = f(z,y) postaje
y' = f(1,%), tj. desna strana je funkcija od ¥, pa uz oznaku f(1, %) = ¢(%)
jednadzbu mozemo pisati kao
/= y) 69
y w(x- (69)
Ovakav tip diferencijalne jednadzbe rjeSsavamo uvodenjem nove funkcije u =
u(z) tako da je u = % Slijedi y = ux, pa deriviranjem dobijemo izraz za v/,
tj. ¥ = vz 4+ u. Sada jednadzba (69) glasi

u'x tu = QD(U),
du
My~ -
du _dz
ow)—u  x’

tj. dobili smo jednadzbu sa separiranim varijablama.

. ‘e PSRRI . .. . . o+
Primjer 8.2.7. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y' = 2.
Rjesenje. Uocimo

y/ Tty

1+
X xr

S obzirom da je desna strana jednadzbe funkcija od £, jednadzba je homo-
gena. Uvodimo supstituciju u = £. Tada je y' = v’z + u pa slijedi

vr+u = 1+u,
du
— 1
dz” ’
du = dz ‘/,
x
= Inlz|+In|C|, CeR\{0},
= In|Cz|, CeR\({0},
= In|Cz|, CeR\({0},
= zln|Cz|, CeR\{0}.

@ Rl g g
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Primjer 8.2.8. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (4 — g—z)dx +
2Y Juy =
~dy = 0.

Rjesenje. Imamo

2
2
(4_92)dx+ydy — 0 |:ar,
X T

2

1-L 028y —
X X
y y?
27y, = 72_47
X i
2
;o () -4
y - 2g

Uocimo da je desna strana jednadzbe funkcija od £, pa je zadana diferenci-
jalna jednadzba homogena. Uvodimo supstitucijuu = £. Tada jey’ = v'z+u
pa slijedi

Wr+u = w4
a 2u
du u?—4 —uZ—4
—X = —u = T a——
dzx 2u 2u
2u dx
—du = ——.
u? 44 Y x

Integrirajmo najprije lijevu stranu gornje jednakosti. Dakle,

Slijedi
In(u’>+4) = —lnjz|+mn|C|, CeR\{0},
In(u? +4) = 1n€, C eR\ {0} ‘e('),
ﬁ+4::‘g, CeR\ {0},
2
Y C 2
4 —‘x, CeR\m}‘m,
y* 442 = |Cz|, CeR\{0}.
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o e ’e e w . . .- . . oz 42y2
Primjer 8.2.9. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe 3y’ = %
Rjesenje. ZapiSimo

2(1+42% 2
,oat4y? T\t 1+2(%)
y g = == .
w0
Jednadzba je homogena, pa uvodimo supstituciju v = £. Tada je ' =
v’z + u, pa imamo
, 1+ 2u?
ur+u = R
u
du 1+ 2u? 14 u?
—X = —u = 5
dx U U
i 1
——du = -—dx.
1+ u? x

Integriranjem lijeve strane dobijemo

U t:1+u2‘_1 dt
1—|—u2u Tl dt=2udu | 2] t

1 1
= §1n|t|zﬁln(1+u2):ln\/l—|—u2.

Stoga je

=
—
+
:l\?
Il

In|z| +In|C|, CeR\{0},

VIt = In|Cz|, CeR\{0} )e@,
Vitw? = |Cal, CeR\{0} |(?
1+% — |Cz, CeR\{0} ].gﬂ,
2?4y = Czt, Ce(0,00).

Primjer 8.2.10. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 2y’ + xy +
22 = 0.

Rjesenje.
x2y'+xy—|—2y2 = 0 ‘:x2,
2
T T
2
s - Lo
z z
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Jednadzba je homogena. Uvodimo supstituciju u = £. Tada je ¢/ = v’z +u,
pa je

vr+u = —u—2u2,
du
- - _9 2+ ,
o (u® + u)
d 2

U+ u T

Rastavom na parcijalne razlomke
1 1

u? +u  u(u+1)

1
u+1

SR

slijedi

du du du U
/ :/_/ —Inful —Inju+1]=1n
u? +u U u+1 u+

Stoga je

ik

In uil = —2Injz|+In|C], CeR\{0},
In uj—l = ln|f2|, C e R\ {0} ‘e('),
uj—l - LC;” ¢ eRA{0}
5;%1 = % C eR\ {0},
yix - % C eR\ {0},

yr* = Cy+Cz, CecR\{0},
y(a*—C) = Cz, CeR\{0},

Cx
Yy = s C e R\{0}.

8.2.3 Linearna diferencijalna jednadzba

Za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu prvog reda vy = f(z,y) kazemo da je
linearna ako funkcija f ovisi linearno o zavisnoj varijabli y, tj. ako diferen-
cijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku

Y +p(x)y = q(z), (70)
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gdje su p(z) i ¢(x) neprekidne funkcije na nekom otvorenom intervalu (a, b).
Rjesenje y = y(z) jednadzbe (70) trazimo na tom otvorenom intervalu (a, b)
pomoc¢u Lagrangeove metode varijacije konstante. Prvi korak te metode je
rjeSavanje pripadne homogene ili prikracene diferencijalne jednadzbe

y' +p(x)y =0,
koja se moze rijesiti separacijom varijabli, te se kao rjeSenje dobije
yu = ¢(z,0),

gdje je C' € R konstanta. U drugom koraku trazimo opcée rjesenje pocetne
jednadzbe (70) u obliku

Yy = 90(337 C('Z))v
gdje smo u rjeSenju pripadne homogene diferencijalne jednadzbe yy kons-
tantu C zamijenili funkcijom C(z). Pogledajmo na nekoliko primjera kako
ova metoda funkcionira.

Primjer 8.2.11. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3’ + %y =
sin (2x).

Rjesenje. Uocimo da je zadana diferencijalne jednadzba linearna. Pritom je

p(z) ==, q(x)=sin(2z).

Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu 3’ + %y = 0. Dakle,

N
y+-y = 0,
x
By _ Y
dx x’
dy _ _dz )/
y ’
Inly] = —Injz|+In|C|, Ce€R\{0},
Inlyf] = In|—|, CeR\{0} e('),
C

U rjeSenju yp pripadne homogene jednadzbe zamijenimo konstantu C' funk-
cijom C(x). Rjesenje pocetne diferencijalne jednadzbe trazimo u obliku

Cl).

X
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C(z)

U tu svrhu izracunat ¢emo 3, te zatim y = == i dobiveni 3’ uvrstiti u
zadanu diferencijalnu jednadzbu. Prema tome,

) Cllw)z - Cx) _ C'(z) C(x)

vy = 22 o z?

pa se uvrStavanjem dobivenih izraza za y i 3’ u jednadzbu 3y’ + %y = sin (2x)
dobije

C'(z) C(zx) 1 Cz :
x( )_ 352)—’_:5' :(c) = sin(2z),
Cxa:) = sin(2z),

C'(z) = xsin(2z).
Odavde slijedi

dv = sin(2z)dz v = —1 cos(2x)

Olz) = / wsin (22)dz =

1 1
= —gwcos (2x) + 5 /Cos(2a:)dx
1 1 .
= —gcos (2z) + 1 sin(2z) + 4, AecR.

Uvrstavanjem funkcije C(z) u y = @ dobivamo opée rjesenje pocetne

jednadzbe, koje glasi
1 1 A
y=-3 cos(2x) + Esin (2x) + p AeR

Primjer 8.2.12. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3 — 3y = e2*.

Rjesenje. Prvo rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu. Dakle,

y -3y = 0,
dy
% - 3y7
W g )/
Yy
Inly] = 3z+C;, CreR |V,
ly| = €% =0Ce¥, =" >0,

yg = Ce¥*, C#0.
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Opce rjesSenje zadane diferencijalne jednadze trazimo u obliku
y = C(x)e*.
Deriviranjem ovog izraza dobije se

yl — Cl(x)e&z: + 30(56)633:,

pa uvritavanjem y i ¢’ u jednadzbu 3 — 3y = €** imamo

C'(x)e*® 4 3C(2)e3® — 3C(x)e®® = €%,

C/(x)e&r — 62:5’
C'(z) = e* ‘/,
Clz) = —e"4+A AckR

Stoga opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi

y=(—eT+ A = ¥ 4 A3, AcR.

Primjer 8.2.13. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe zy’ — 2y = 2°.

Rjesenje. Podijele li se obje strane zadane jednadzbe s x, dobije se

2
y — =y =a".
X

S obzirom da se radi o linearnoj jednadzbi, rjeSavamo prvo pripadnu homo-
genu jednadzbu. Dakle,

, 2
y—-y = 0,
x
dy _ 2
dz 17
d 2
Y _ —dx ‘/,
y x
Inlyl = 2ln|z[+In|C|, C#0,
Inly| = In|Cz?, C#0 ‘e('),

yg = Cz%, C#0.
Opce rjesSenje zadane diferencijalne jednadzbe trazimo u obliku

y = C(x)z>.
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Deriviranjem se dobije

y = C'(x)x* 4+ 2C(2)x.
Uvrstimo li dobivene izraze za y i 3’ u polaznu jednadzbu vy’ — %y = 24,
imamo

C'(x)z? +2C (z)x %C’(:L’)az:2 = g
C'(x)z* = 2*,
C'(x) = 22
3
Clz) = %+A, AcR.

Opce rjesenje je

3 5
y:<‘g+A>x2:”;+Ax2, A€R.

Primjer 8.2.14. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y'sin z+ycos z=
1.

Rjesenje. Podijele li se obje strane zadane jednadzbe sa sin z, dobije se

y’ +yctgr = ——.
sin T

Jednadzba je linearna, pa prvo rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu.

y +yctgr = 0,
dy cos x
df = T Y,
x sin z
d
dy  _ cosacdx ’/
Y sin z
Inly] = —In|sinz|+In|C|, C#0,
Inly] = In|——|, C#0 ‘60,
sin x
C
Yo = . s C%O
sin x
Opce rjeSenje trazimo u obliku
C(x
,_C@
sin x
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Deriviranjem se dobije

;o C’(m)sinx—C’(:E)cosm_C”(m)_C’(x)cosx‘

vyo= sin? x ~ sinz sin? z
Uvrstavanjem izraza za y i ¥’ u poc¢etnu jednadzbu 3’ +yctgz = Shll — slijedi
C'(z) C(x)cosz N C(x) cosz 1
sin sin® sinz sinz  sinz’
C'(z) = 1,

Cz) = /dx:m+A, AeR.

Opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe je

A
y(z) = —— + A€R.

sinz  sinz’

8.2.4 Bernoullijeva diferencijalna jednadzba

Op¢i oblik Bernoullijeve diferencijalne jednadzbe je

Y+ p(x)y = q(x)y*, (71)

gdjejea # 01 # 1, te p(z) i ¢(x) neprekidne funkeije na nekom otvorenom
intervalu (a, b). Ova jednadzba se svodi na linearnu uvodenjem nove funkcije
z = z(z) takve da je z = y'=<.

Primijetimo da za o = 0 dobijemo linearnu, a za a = 1 jednadzbu sa
separiranim varijablama.

Primjer 8.2.15. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe 3y — ytgx +
y? cosx = 0.

Rjesenje. Jednadzba i/ —ytgx = —y? cos x je Bernoullijeva uz p(z) = — tg r,

q(z) = —cosz i a = 2. Uvodimo supstituciju
1
P :ylfa — yfl ——
Yy
Ragunamo 2’ = £ kako bismo dobili izraz za y'. Dakle,
Z/:_?y/ — y/:_y2z/
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Sada je
y —ytgr = —y2 cos x,
2 —tgz-y = —cosz-yt | (=yP),
z'—i—tgx'g = cosuz,
2 +tgx-z = cosm.

Dobili smo linearnu diferencijalnu jednadzbu za funkciju z = z(z), pa prvo
rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu. Dakle,

Z4tgxr-z = 0,

% = —tgr-z

d.iU - g ’

d

- —tgxdr }/,

z
In|z| = In|cosz|+In|C|, C#0,
In|z| = In|Ccosz|, C#0 }e(‘),

zg = Ccosx, C#0.

Opce rjesSenje polazne linearne diferencijalne jednadzbe trazimo u obliku
z=C(x)cosz.

Odavde slijedi

2 =C'(x)cosx — C(z)sinz.
Uvrstimo dobivene izraze za z i 2’ u jednadzbu 2’ + tgx - 2 = cos z. Dobije
se

C'(z)cosx — C(z)sinz + %C(a:) cosTr = cosz,
cos T
C'(z) = 1,
Clx) = z+A, AcR

Opce rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe je

z=C(z)cosz = (r+ A)cosz, AeR.

Kako je z = %, opce rjesenje pocetne Bernoullijeve diferencijalne jednadzbe
glasi % = (z+ A)cosz, A € R, tj.
= ! AeR
y_(yc—kA)cosa:7 )
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Primjer 8.2.16. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y = %
Rjesenje. Imamo
y/ o y2 R
2y(x + 1)’
y/ y2 _ T
2y(z+1) 2y(z+1)
R T
Y oy 1)? 2tz +1)7 -
To je Bernoullijeva diferencijalna jednadzba, gdje je « = —1. Uvodimo
supstituciju
” = yl—a — y2.
Deriviranjem se dobije
/
/ / / <
Z=2yy = Yy =—.
2y
Sada je
oy = — Dy
2(z+1) 2z +1)7 7
Z 1 B x _1 5
2% 2z+1)7 ~ 2@+1)’ 4
I 1 y2 - _ €T
z+1 x+1
, 1 T
— z = — :
rz+1 z+1

Dobili smo linearnu diferencijalnu

jednadzbu za nepoznatu funkciju z

z(x). Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu. Dakle,

I 1 5
r+1
dz

dz

dz

z

In |z|
In |z|

ZH

0,

1
Z?
r+1
dx ‘/
r+1 ’
In|z+1|+1n|C|,
In|C(z+1), C#0

Clz+1), C#0.

C #0,
et
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Opce rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe trazimo u obliku
z=C(x)(x+1).
Deriviranjem se dobije

7 =C"z)(z+ 1)+ C(z).

Uvrstimo li izraze za z i 2’ u jednadzbu 2’ — x%rlz = — 347, imamo
C'@)(e+1)+Ca) - —C@)(@+1) = ——2
z+1 T ; 1
Cllz)(z+1) = —le,

Cl(x) = _ma

pa je

O = ‘/msﬂlﬁdx:‘/@:ll)f<:c+11>2>d$

1

Shijedi
= O+ = (—p+1— —— 4+ A) @ +1)
A = T\ = n|\xr gj‘—i—l X
= —(z+1)Injz+1]-1+A@x+1), AeR,
£,

¥ =—(z+Dhnjz+1]+A@z+1) -1, AcR

8.2.5 Egzaktna diferencijalna jednadzba

Neka su P = P(z,y) i Q = Q(z,y) realne funkcije dviju varijabli koje imaju
neprekidne parcijalne derivacije na nekom skupu A C R2. Za diferencijalnu
jednadzbu

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (72)
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kazemo da je egzaktna ako je za sve (x,y) € A ispunjen uvjet

o) = 52 @) (73)

U tom slucaju se moze dokazati da postoji funkcija ¢ = ¥(x,y) za koju
vrijedi

oY _ 9 _
pa se jednadzba (72) zapisuje u obliku
oY oy _
g Ty)de + 5 (@, y)dy =0,
odnosno
dip(z,y) = 0.

To znaci da je

Y(x,y)=C, CEeR,
opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (72), pri ¢emu se funkcija 1) odreduje
iz uvjeta (74). Funkcija 1) obi¢no se naziva potencijal ili potencijalno polje.
Napomenimo da su neke fizikalne veli¢ine, poput primjerice gravitacijskog,
elektriénog ili magnetskog polja, primjeri potencijalnih polja.

Primjer 8.2.17. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe yx¥~'dz +
z¥Inzdy = 0.

Rjesenje. 1z zapisa diferencijalne jednadzbe ¢itamo
P(z,y) =yz'"', Q(z,y) =2¥Inz.

Provjerimo je li zadovoljen uvjet (73). Kako je

oP
a—(m,y) = 2¥ 4 ya¥ na,
Y
0 1
—Q(x,y) = yr¥ tlnz+a¥= =ya¥ tnz +2¥ 1,
ox x
aP _ 0Q

vidimo da je a—y(x, y) = 5= (z,y) za sve parove (z,y), pa zakljuéujemo da je
dana diferencijalna jednadzba egzaktna.
Sljedeci korak je naéi funkciju ¢ = ¥ (z,y) takvu da vrijedi
oY oY

%(ZE,Z/) :yxy—l’ @(x,y) =aYInw. (75)
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Integriranjem g—ﬁ po z (smatrajuéi y konstantom) dobije se

Y(z,y) = /gf(x,y)dwrw(y) :/yﬂfy_ldx-i-SO(y)

1
= s+ ely) =2+ ely).
Nepoznatu funkciju ¢ = ¢(y) (koja ne ovisi o x) odredit éemo tako da
najprije dobiveni izraz za funkciju ¢» = ¢(x,y) parcijalno deriviramo po
varijabli y, tj.
o

s — Y /
ay(:c,y) YInz + ¢ (y).

Sada je, prema ve¢ poznatom izrazu (75) za %,

?D(x, y)=a¥lnz+¢'(y) =2¥Inz,
Y

pa je ¢'(y) = 0, odakle slijedi ¢(y) = A za svaki y. Prema tome,
Y(z,y) =axV+ A, AeR,

pa opce rjesenje zadane jednadzbe glasi ¥(z,y) = 2¥ + A = C, A,C € R,
odnosno

2=C, CeR.

Primjer 8.2.18. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (2x + y?)dx +
2zydy = 0.
Rjesenje. Diferencijalna jednadzba zapisuje se kao P(z,y)dz+Q(z,y)dy =0
uz

P(z,y) =2z +y*, Q(z,y) = 2zy.

Tada je
oP Jdq
P ayy) =2y, L(a,y) =2
ay (@) =2y, o (z,y) =2y,
pa vidimo da je ispunjen uvjet %—I;(x,y) = %—g(m,y) za sve parove (z,v).

Time smo provjerili da je zadana diferencijalna jednadzba egzaktna.
Potrebno je odrediti funkciju ¢ = ¢ (x,y) koja zadovoljava uvjete (74),

tj.
oY 5  OY
a4 =27 + = = 27y
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Integriranjem % po y (smatrajuéi pritom x konstantom) dobije se

Y(z,y) = /?;(x, y)dy + p(z) = /Qxydy +o(x) = 2y + o(x).

Nepoznatu funkciju ¢ = ¢(z) (koja ne ovisi o y) odredit ¢emo tako da
najprije dobiveni izraz za funkciju ¢ = ¥ (x,y) parcijalno deriviramo po
varijabli x, ¢ime se dobije

) =9+ ¢ 0).

Kako je osim toga %(x, y) = 2z + 32, zakljuéujemo da je

v+ ¢ (z) =2z + 97,
odnosno
90/(56) = 2z,
odakle slijedi
o(x) :/2:rdx:x2+A, AeR.

Prema tome, ¥ (z,y) = zy>+122+ A, A € R. Opée rjesenje zadane jednadzbe
je ¥(x,y) = C, C € R, odnosno

zy?+22=C, CeR.

Primjer 8.2.19. Nadi rjesenje diferencijalne jednadzbe (223 — zy?)dx +
(212 — 22%y)dy = 0 koje zadovoljava poéetni uvjet y(1) = 2.

Rjesenje. 1z zapisa diferencijalne jednadzbe ¢itamo

P(z,y) =22° —2y®, Q(z,y) =2 — 2’y
Provjerimo je li ispunjen uvjet (73). Bududi da je

oP B oQ B
afy(fc,y)——%y, ax@’y)_ 2xy,

tj. %—5(3:, y) = %(SU, y) za sve (z,y), zaklju¢ujemo da je jednadzba egzaktna.

Stoga je potrebno naéi funkeiju ¢ = ¥ (x,y) takvu da je
0 0
a*ﬁ(% y) = 2z° — xy?, (;5(96, y) = 2y° — 2%y

304



8. Obicne diferencijalne jednadzbe 305

Rac¢unamo

P(z,y) = /a wydrc+s0(y) /(2w3—xy2)dx+s0(y)
% 1oL + ¢(y).

2

Deriviranjem dobivenog izraza po varijabli y dobije se

9
(;5(:6, y) = -2’y + ¢ (y).

Kako je osim toga
oY

afy(wvy) = 2y° — 2%y,

zakljucujemo da je

Odavde je
1
o(y) = /2y3dy = §y4 +A, AcR

Prema tome,

Ly 1o, ]
= = A
o(z,y) 5%~ 5 2%y +2y +
1 1
= §(x4+y4)—§:v2y2—|—A, AeR.
Opce rjesenje je 1 (z,y) = C odnosno
Loa, o4y 1 99
5(95 +y )_ixy +A=0C,

v syt -2t =C, CeR

Iz pocetnog uvjeta y(1) = 2 odredit ¢emo konstantu C. Dakle,
1+16—-4=C,

pa je C' = 13. Stoga, od svih mogucih rjesenja, ono koje zadovoljava uvjet

y(1) =2je
ot + y4 —z%y? =13.
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8.3 Obicne diferencijalne jednadzbe viSeg reda

Sjetimo se da se red diferencijalne jednadzbe definira kao red najveée deri-
vacije koja se pojavljuje u jednadzbi. To znaci da diferencijalnu jednadzbu
n-tog reda mozemo opcenito zapisati kao

F(x, vy, ... ,y(”)) =0. (76)
Opée rjesenje jednadzbe (76) dano je s
G(z,y,Ch,...,Cp) =0, (77)

gdje su C1,...,C, realne konstante ¢iji broj odgovara redu diferencijalne
jednadzbe.

U Cauchyjevom problemu za diferencijalnu jednadzbu n-tog reda zadano
je n pocetnih uvjeta oblika

y(z0) =0, ¥'(x0)=w1, ¥'(x0)=v2 ...y Y V(o) = yn 1,

nge su xo,Yo,---,Yn—1 € R.
Osim u jednom posebnom slu¢aju, mi ¢emo se baviti samo diferencijal-
nim jednadzbama drugog reda.

8.3.1 Neposredno integriranje

Ako je diferencijalna jednadzba oblika y(™ = f (x), tada do opceg rjesenja
dolazimo integriranjem desne strane jednadzbe onoliko puta koliki je red
jednadzbe, tj. rjeSenje je dano izrazom

y:/dx/.../f(x)da:.

n puta

Primjer 8.3.1. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe v = = + 6.
Rjesenje.
y/// — T + 6,
1
' = /(:): +6)dr = §$2 + 6z + C1,
1 1
T / <2m2 + 6z + C{) dr = 6:5*3 + 322 + Chx + Co,
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1
y = / <6x3 + 322 + Clz + Cg) de,

/

1 C
= —at+ 23+ La? + Oz + G,

24 2
1
= ﬂl‘4—|—l’3—|—011‘2+021'+03, C1,Cy,C5 € R.
Primjer 8.3.2. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y” = 1 + 2.
Rjesenge.
1
y// = —+ 21
x

1
y = /(+2>dmzln|x|+2m+0{,
x

y = / (In|z| + 2z 4+ Cf) dz,
= zlnjz| -z +2*+ Cla + Oy,
= xln\x!—i—xQ—i—Clx—i—Cg, C,Cy € R.
8.3.2 Obicne diferencijalne jednadzbe drugog reda kojima se moze
sniziti red
Jednadzbe koje ne sadrze eksplicitno y
Ako je diferencijalna jednadzba oblika

F(I‘,y,,y”) = 07

tj. ne sadrzi eksplicitno y, tada uvodimo novu funkciju p = p(x) kao

Iz toga slijedi p/(z) = y"(z), pa poctetna jednadzba prelazi u diferencijal-
nu jednadzbu prvog reda oblika F'(z,p,p’) = 0. Pogledajmo na nekoliko
primjera kako ova metoda funkcionira.

Primjer 8.3.3. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe zy” + vy’ = 0.
Rjesenje. U jednadzbi se eksplicitno ne pojavljuje y, pa uvodimo funkciju
p = p(z) zadanu kao p = y’. Odavde slijedi p’ = y”, pa zadana jednadzba
poprima oblik

xp'+p = 0.
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Sada je
x@ —_— J—
de b,
dp _dﬁ ‘/
P @ ’
C
Injp] = —Injz|+n|Ci|=In -1

pa je rjesenje
C
p= 717 Ci €R.
x
Kako je p = ¢/ slijedi

y’=g

x?
C
dy = “Ldx ’/,
x
y = Ciln|z|+Cy, C1,Cy €R.

Primjer 8.3.4. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe zy” + 1/ = 22
Rjesenje. Uvodimo supstituciju p = 3. Tada je p’ = y”, pa zadana jed-
nadzba poprima oblik zp’ + p = 22, odnosno

1
p+ p=u (78)

Dobili smo linearnu diferencijalnu jednadzbu, pa prvo rjeSavamo pripadnu
homogenu jednadzbu. Dakle,

, 1
p+-p =0,
x
dp 1
XLy = 0
dr x ’
p _ _de ‘/
p ’
Injp] = —Injz|+n|C|=In C‘ ‘e('),
x
C
pg = —-
x

Zamijenimo konstantu C' funkcijom C(z), tj.

Cl).

xT
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Tada je

5
x x
Uvrstavanjem izraza za p i p’ u linearnu jednadzbu (78) dobije se

C'(z) C(x) N 1 C(2)

x 22 xr x ’

odnosno C'(z) = 22 pa je

C(IE) = §IE3 + Cl
Stoga je
p= gx + =
S obzirom da je p = ¢/ slijedi
1 C
N e
y - 3'1: + T )
1 C 1
y = / 2?24 ) de = fx3—|—011n|x] +Cy, C1,05 € R
3 x 9
Primjer 8.3.5. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y” — £ = —1.
Rjesenje. Uvodimo supstituciju p = y/. Tada je p’ = v, pa zadana jed-
nadZba poprima oblik p’ — — = —1, odnosno
;) D
=< 1. 79
p=- (79)

Dobili smo homogenu diferencijalnu jednadzbu koju rjesavamo supstitucijom
u = 2. Kako je odavde p = uz, slijedi p’ = v'z 4 u, pa jednadzba (79) glasi

vr4+u=u—1.

Sada je
vr = -1,
du
o’ = b
du = _de ‘/,
T
W = —Injg|+|Cy| =]
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Po_ Ch
- f— n ,
T T

Cy
p = xln—,

x

C
y = xln—l, Ci eR

Prema tome,
u=In4 du=-1dz

Jednadzbe koje ne sadrze eksplicitno x

Ako je diferencijalna jednadzba oblika

F(y7y/>y//) = 07

tj. ne sadrzi eksplicitno z, tada definiramo novu funkciju p = p(y) kao

Ovdje je vazno primijetiti kako novu funkciju p promatramo kao funkciju od
Y, pa iz toga slijedi

y' (@) = (poy)(z) =1 (y(x)) - y'(2),
odnosno
y" =pp.
Nakon supstitucije pocetna jednadzba prelazi u diferencijalnu jednazbu pr-
vog reda oblika F(y,p,p’) = 0.

Primjer 8.3.6. Nadi rjesenje diferencijalne jednadzbe y”y3 = 1 uz pocetne
uvjete y(3) =1, y'(3) = 1.

Rjesenje. U jednadzbi se eksplicitno ne pojavljuje x, pa uvodimo funkciju
p = p(y) takvu da je p = ¢/. Odavde slijedi y"” = p’p. Prema tome,
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vyt = 1,
pry’ = 1,
dp 4
ot - 1
dypy )
1
pdp = —dy ’ ;
Yy
2
P 1
v _ C,
2 212 +
1
p¥ = —5+C, CeR
Iz pocetnih uvjeta y(3) = 1, ¥/(3) = 1, te supstitucije p(y(z)) = y'(z),
slijedi p(1) = p(y(3)) = ¥ (3) = 1, pa iz p? = —y% + C mozemo izrac¢unati
konstantu C'. Dakle,
1
2 _
¢ = —?—i—C,
cC = 2.
Stoga je p* = 2 — % pa je p = +,/2 — —5. S obzirom na pocetni uvjet
p(1) = 1, rjesenje p = —, /2 — y—g odbacujemo. Dakle, p = /2 — =. Kako
je p =1/, dobije se
1 2y -1 \/23/2 -1
“VET lyl
Uzmemo li u obzir pocetne uvjete y =1,y (%) = 1, odavde imamo
/ V2y? =1
y = —
Y
dy 2?1
de ’

d
vy L ‘/
292 — 1

292 -1 = z+C, CeR.
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Konstantu C' odredimo iz poc¢etnog uvjeta y(%) = 1. Dakle,

1 1

“V2.12-1 = Z4C

2 2 T &
c = 0.

Stoga je trazeno rjeSenje f\/2y — 1=z, odnosno /2y2 — 1 = 2.

Primjer 8.3.7. Nadi rjesenje diferencijalne jednadzbe yy” — (y')? = y* uz
pocetne uvjete y(0) = 1, ¥/(0) = 1.

Rjesenje. U jednadzbi se eksplicitno ne pojavljuje x, pa uvodimo funkciju
p = p(y) takvu da je p = ¢/. Odavde slijedi y” = p’p. Prema tome,

yy//_(y/)2 — y47
/ 2 _ 4 .
ypp—p =y |:(yp),
1 _
P—-p = y'p .
Yy
Dobili smo Bernoullijevu diferencijalnu jednadzbu, pri ¢emu je a = —1.
Uvodimo supstituciju z(y) = p!~® = p?, iz ¢ega slijedi 2’ = 2pp’. Dakle,
1 _
P—-p = y'p ' |-2p
Yy
2
20" — =p* = 29,
Yy
2
-z = 2y3.
Yy

Dobivenu linearnu difrencijalnu jednadzbu rijeSimo metodom varijacije kons-
tanti (detalje ostavljamo citatelju), te kao rjesenje dobijemo

z=yt+Cy?, CeR.
S obzirom da je z = p? slijedi
P’ =y +0Cy?, CeR. (80)

Iz pocetnih uvjeta y(0) = 1, /(0) = 1, te supstitucije p(y(x)) = ¥/ (x), slijedi
da je p(1) = p(y(0)) = ¥/( ) = 1, pa iz (80) mozemo izrac¢unati konstantu
C. Dakle,

12 = 1*+C-1?
c = o
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Slijedi p?> = 3%, tj. p = +y?. Slucaj p = —y? ne dolazi u obzir, jer je

p(1) = 1, pa bismo iz p = —y? dobili kontradikciju 1 = —1. Dakle, p = y%.
Kako je p = v/, jednadzba glasi 4/ = y?. Prema tome,

y = v
dy
de Y,
d
—’g = dx ‘/,
Y
1
—— = z+C, CeR.
Yy
Iz y(0) = 1 slijedi C = —1, pa je
1
— = z-1,
Yy
- 1
o= 1—2

Primjer 8.3.8. Nadi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3" + (y')? = 0.
Rjesenje. U jednadzbi se eksplicitno ne pojavljuju niti  niti y. Uvodimo
supstituciju p(y(z)) = y'(x), odakle slijedi y” = p’p. Prema tome,

pp+p* = 0 ‘:p,
P+p = 0
dp
ol = 0
dy+p )
@ = 7dy ‘/7
p
Injp| = —y+C )e('),
pl = eVt =Cre? (Cr=¢Y),
P = Cle_y7
y = Cie’ Y,
dy _
29— Ohe Y
dl’ 1€ )

eydy = Cidz ’/,
ey = Cix+ Oy,
y = In (Clx + 02), C1,Cy € R.
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Kazalo pojmova

astroida, 29

baza vektorskog prostora, 83
Bernoullijeva lemniskata, 41

Cauchyjev problem, 284
cikloida, 31

derivacija
parcijalna, 161
drugog reda, 167
u smjeru vektora, 269
vektorske funkcije, 252
diferencijabilna funkcija, 170,
253, 269
diferencijal vektorske funkcije,
258
diferencijalna jednadzba, 283
drugog reda
koja ne sadrzi eksplicitno
x, 310
koja ne sadrzi eksplicitno
y, 307
prvog reda
Bernoullijeva, 298
egzaktna, 302
homogena, 290
linearna, 293
sa separiranim varijablama,
285
duljina
luka krivulje, 44, 47, 51
vektora, 77
dvoplosni hiperboloid, 149
dvostruki integral, 186, 187
u polarnom koordinatnom
sustavu, 209

ekstrem
globalni, 175
lokalni, 175
ekvivalentne orijentirane duzine,
76
element povrsine, 186
elipsoid, 147
elipticki
cilindar, 152
paraboloid, 150

Fubinijev teorem, 188
funkcija, 133
diferencijabilna, 170
omedena, 1, 183
podintegralna, 2, 186
vektorska, 248
neprekidna, 252
viSe realnih varijabli, 133
neprekidna, 159

gradijent skalarnog polja, 270
graf funkcije, 139, 140, 249

hiperbolicki
cilindar, 152
paraboloid, 150

integral
dvostruki, 186, 187
nepravi, 64, 69
odredeni, 2
Riemannov, 2
vektorske funkcije
neodredeni, 261
odredeni, 262
integralna krivulja, 284
integralni zbroj, 1, 185
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donji, 1, 185
gornji, 1, 185

jakost vektorskog polja, 268
jednadzba
pravca
kanonski oblik, 110, 111
parametarski oblik, 110
ravnine
opéi (implicitni) oblik, 100
segmentni oblik, 100
vektorski oblik, 100
jednoplosni hiperboloid, 148

kardioida, 41, 52
komponente (koordinate)
vektora, 83
koordinatizacija vektorskog
prostora, 84
kosinusi smjera vektora, 90
krivolinijski trapez, 10
krivulja
u polarnim koordinatama, 34
zadana parametarskim
jednadzbama, 27
kut
izmedu ravnina, 104
izmedu pravaca, 114
izmedu pravca i ravnine, 116
izmedu vektora, 88

limes
realne funkcije vise realnih
varijabli, 154, 156
vektorske funkcije, 251
linearna kombinacija vektora, 82

maksimum
globalni, 175
lokalni, 174

316

mimosmjerni (mimoilazni) pravci,
113
minimum
globalni, 175
lokalni, 174
mjeSoviti produkt vektora, 96
modul vektora, 77

nejednakost trokuta, 86

nepravi integral, 64, 69
divergentan, 64, 69
konvergentan, 64, 69

Newton—Leibnizova formula, 5

nivo-krivulja, 140

nivo-ploha, 263

nulvektor, 77

odredeni integral, 2
orijentacija vektora, 77
orijentirana duzina, 76

parabolicki cilindar, 152
parcijalna derivacija, 161
drugog reda, 167
mjeSovita, 168
partikularno rjesenje
diferencijalne jednadzbe,
284
ploha, 140
podruéje integracije, 2, 186
pol, 32
polarna os, 32
polarne koordinate tocke, 32
polarni koordinatni sustav, 32
polje
skalarno, 263
vektorsko, 266
pravilo desne ruke, 92
pravokutne koordinate vektora,
84
predstavnik vektora, 77
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primitivna funkcija vektorske o srednjoj vrijednosti
funkcije, 260 integralnog racuna, 4
prirast funkcije, 171, 252 totalni diferencijal, 171
prirodna domena funkcije, 134 trajektorija funkcije, 249
1
pseudotrzip ez, 10 udaljenost
povrsina, 13, 28 . —
. mimosmjernih pravaca, 114
pseudovaljak, 219 ;
paralelnih

volumen, 220, 222

razdioba
pravokutnika, 184
segmenta, 1
razlika vektora, 80
red diferencijalne jednadzbe, 284
relacija ekvivalencije, 76
reprezentant vektora, 77
Riemannov integral, 2, 186
donji, 2, 186
gornji, 2, 186
rotacijsko tijelo, 53, 56
volumen, 56

Schwarzov teorem, 168
semikubna parabola, 44
sfera, 147
skalarna veli¢ina (skalar), 76
skalarni
kvadrat vektora, 89
produkt vektora, 88
skalarno mnozenje vektora, 88
slika funkcije, 133
smjer vektora, 77
spirala, 250
stacionarna tocka, 175
stozac, 151

tangencijalna ravnina, 276
teorem
o dovoljnim uvjetima za
postojanje ekstrema, 176
0 nuznim uvjetima za
postojanje ekstrema, 175

pravaca, 112
ravnina, 104
tocaka, 85
tocke
od pravca, 112
od ravnine, 103
umnozak vektora i skalara, 81

vektor, 77
akceleracije, 254
brzine, 254
jedinicni, 78
normale ravnine, 99
polozaja (radijvektor), 84
smjera pravca, 109
suprotni, 77
vektori
kolinearni, 78
komplanarni, 78
linearno
nezavisni, 82
zavisni, 82
okomiti, 88
vektorska funkcija, 248
vektorski produkt vektora, 92
vektorski prostor, 77
trodimenzionalan, 83
vektorsko mnozenje vektora, 93

zavojnica, 250

zbrajanje vektora
po pravilu paralelograma, 78
po pravilu poligona, 80
po pravilu trokuta, 78
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