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POPIS KORISTENIH OZNAKA | JEDINICA
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d 37 m vektor puta (pomaka)
a, rad kutovi

M, K Nm intenzitet momenata
l,a, b, c m duljina
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1. UvOD

Sustavi koji su u ravnotezi imaju minimalnu potencijalnu energiju. U statici, kao jednom od
temeljnih dijelova mehanike, ravnoteza se definira preko sume sila i sume momenata (oko bile
koje tocke) koje moraju is¢eznuti. U energijskom pristupu Se uvode pojmovi virtualnog pomaka
i virtualnog rada preko kojih se definira potencijalna energija sustava. Kada je ona minimalna,

sustav je u ravnotezi.

Metoda virtualnog rada je cesto korisnija za odredivanje ravnoteza kompliciranijih sustava, tj.
mehanizama, zbog manjeg broja jednadzbi ravnoteze koje treba rijeSiti u tom slucaju
(Gradevinski fakultet u Mostaru, 2011.). Uvodenjem virtualnog rada, nasuprot klasi¢nih
metoda ravnoteza koje se koriste za proracune nedeformabilnih krutih tijela, moze se izraunati
ravnoteza i deformabilnih tijela. Virtualni rad je u svojoj osnovi zamisljen, tj. rad nad pomacima

koji jesu moguci ali nisu stvarni (Fresl, 2017.).

U ovom radu, bit ¢e predstavljeni osnovni pojmovi vezani uz rad, tj. potencijalnu energiju,
virtualne pomake i sile, kao i primjer izracuna vanjskih i unutarnjih sila uvodenjem virtualnog

rada u rjeSavanje jednadzbi ravnoteze.



2. MEHANICKI RAD | POTENCIJALNA ENERGIJA

Sama definicija mehani¢kog rada jest zapravo sila ¢ije se hvatiste giba po odredenoj putanji, tj.
moze se kazati da je sila izvrSila rad. Slika 2-1 prikazuje jednostavne slucajeve u kojima je

vektor sile konstantan, a hvatiste sile se pomice po pravcu (Werner, 2008.).

1
b R
3% y /Q\ R

SILA PUT

2) b) ) d)

Slika 2-1 Jednostavni slu¢ajevi mehanickog rada (Werner, 2008.)

a) Vektor sile se nalazi na pravcu po kojem se giba hvatiste, a njegova orijentacija se podudara
sa smjerom gibanja; izvrSeni mehanicki rad je pozitivan i izrazava se kao umnozak veli¢ine sile

1 prijedenog puta.

b) Vektor sile se nalazi na pravcu po kojem se giba hvatiste, ali je njegova orijentacija obrnuta
od smjera gibanja. Pritom je izvr$en negativan mehanicki rad, a odreden je umnoskom veli¢ine

sile i prijedenog puta koji daju apsolutni iznos izvrSenog rada.

c) Vektor sile je svojim polozajem okomit na pravac po kojem se giba hvatiste; izvrSeni rad

jednak je nuli.

d) Vektor sile s pravcem tvori kut po kojem se giba hvatiste; ortogonalna projekcija vektora sile

na pravac puta se koristi za odredivanje rada pa se zatim mehanicki rad odreduje prema slici a)
ili b) (Werner, 2008.).



Formula kojom se raCuna mehanicki rad, a koja obuhvaca sve slucajeve u navedenim skicama,

raCuna se kao skalarni produkt vektora sile i vektora puta:
w=F-d (2-1)

W = mehanic¢ki rad
F > vektor sile
d > vektor puta, tj. pomak

Gibanje hvatista sile je po nekoj krivulji u opéem slucaju, a tijekom gibanja dogada se promjena
vektora sile po nekoj zakonitosti. Opéi slucaj se opisuje kao vektor sile koji je funkcija duljine
prevaljenog puta s. Mehanicki rad sile se promatra na odredenom malom odsjec¢ku puta koji je

definiran kao elementarni put i oznaéavamo ga sa ds (Werner, 2008.).

U takvom slucaju, gibanje podrazumijeva gibanje po pravcu te je vektor gibanja konstantan.

Rad sile na elementarnom putu nazivamo elementarnim radom te je definiran izrazom:

dW = F(s) - d3 (2-2)

Ukupni rad se racuna integriranjem svih elementarnih doprinosa:

w=[F(s) - ds (2-3)

Takoder, rad se javlja 1 pri kretanju hvatista sile po kruZnici. U tom su slucaju duljina vektora
sile 1 kut koji vektor sile zatvara s pripadaju¢im radijusom konstantni (Gross et al., 2009.). Rad

je, u tom sluc¢aju, odreden izrazom:

dW =F-ds sina=F -do ‘r sina=F -l -dp=M -do (2-4)



Slika 2-2 Prikaz sile na kruznici (Werner, 2008.)

Medutim, rad sile se moZe definirati i kao razlika potencijalnih energija u krajnjim tockama.
Sila kojoj rad ne ovisi 0 putu (ve¢ samo o pocetnoj i kona¢noj tocki) te ¢iji rad po zatvorenoj
putanji iznosi nula naziva se konzervativna sila. Takve sile su gravitacijska i elasti¢na sila. Kada
konzervativna sila napravi ,,rad” na promjeni polozaja tijela javlja se potencijalna energija
(Jaguljnjak-Lazarevi¢, 2018.). Iz formule za ukupni rad se integriranjem dolazi do rjesenja u
kojem iz kojeg se ocitava da rad konstantne sile ne ovisi o obliku puta izmedu dvije tocke, nego

samo o krajnjim tockama tog puta:

— —

W= | F-dr

TB
ﬁ-fdf=ﬁ-@—m (2-5)
A



3. PRINCIP VIRTUALNOG RADA

U mehanici, idealna slika stvarnosti predstavlja matematicki model. Medutim, taj model nije
stvarnost nego je tek dio stvarnosti posluzio za model. Ne moraju nuzno postojati stvarni
predlosci za elemente modela, kao i za neke pojave i postupke u njemu. Pod utjecajem raznih
djelovanja (vanjskih sila, temperaturnih promjena, slijeganje lezajeva...) moze se dogoditi
stvaran pomak, na kojemu takoder moZzemo zamisliti silu. Vr3i li sila tijekom djelovanja rad na
pomaku koji je sama uzrokovala ili ¢ijem se razvoju odupire, njezin je rad stvaran. No, ako sila
obavlja rad na pomaku izazvanom nekim drugim uzrocima, rad se naziva virtualnim. Virtualni
pomak i rad (tj. rad sile na pomaku) su pojave koje zamisljamo. Pomaci se odreduju uz uvjete
nepromjenjivosti geometrijskih odnosa unutar konstrukcije, a dodatno se pretpostavlja da
tijekom tih pomicanja nema promjene vrijednosti stvarnih sila. Isto tako, pravci na kojima se
odvija djelovanje sila ostaju usporedni s pravcima na kojima se vrsilo djelovanje i prije samog
pomicanja. Princip virtualnog rada se temelji na ravnotezi tijela kada je algebarska suma
virtualnih radova (sa strane svih sila i momenata koji djeluju na tijelo) jednaka nuli za svaki

virtualni pomak tijela (Hibbeler, 2015.), odnosno:

oW =0 (3-1)

3.1. Teorem o virtualnim pomacima

Virtualni pomak je po svom znacenju zamisljeni, ali iS¢ezavajuce mali pomak koji je omogucéen
vezama u sustavu te koji ne narusava neprekinutost tijela i leZajne uvjete. Oznacava se kao ds
(time se naglaSava vremenska neovisnost). On je alternativni iskaz ravnoteze krutog, ali i
deformabilnog tijela. Ako se tijelo pod odredenim sustavom sila nalazi u ravnoteZi, tada je rad
vanjskih sila na virtualnim pomacima jednak radu unutarnjih sila. Vrijedi i obratno: ako je rad
vanjskih sila na virtualnim pomacima jednak radu unutarnjih sila, tada su one u ravnotezi. To
nazivamo teoremom o virtualnim pomacima (Gradevinski fakultet u Osijeku, 2020.). Ova
metoda se Cesto koristi kod slucajeva mehanizama gdje se pokuSava izbjeci rjeSavanje 6
jednadzbi ravnoteze za svaki pojedini dio unutar sustava. Rjesenje u toj metodi se temelji na
broju jednadzbi koji je istovjetan stupnjevima slobode zadanog sustava (Gradevinski fakultet u
Mostaru, 2011.).

10



3.2 Primjena teorema o virtualnim pomacima na primjeru konzole kao Stapne

konstrukcije

Konzola je $tapna konstrukcija koja je upeta s jedne strane. U njoj, osim normalne sile, takoder
postoje i popre¢ne unutarnje sile, kao i dva momenta savijanja i jedan moment torzije
(Jaguljnjak-Lazarevi¢, 2018.). U slu¢aju ravninskog modela konzole na slici 3-1a, na koju
djeluju koncentrirane sile F i P te koncentrirani moment K, javljaju se tri unutarnje sile:

uzduzna, poprecna i moment savijanja okomito na ravninu modela.

A
-
het——
it

aE
-
b
.

— - C = ——
a) . TI/ b)
- A -
S 3 o
A% ‘
c) d) e)

3-1 Prikaz sila i pomaka na konzoli (Werner, 2008.)

Slika 3-1b prikazuje vanjske (tj. reaktivne) sile te moment u samom leZaju. Na sljede¢im
slikama su prikazani virtualni pomaci koji sluze za odredivanje reakcija u spojevima te se pri
tom slucaju pretpostavlja uvjet odvojenosti konzole od podloge. Na slici 3-1c se konzola
translatira po pravcu sile V pomocu koje se odredi 1 sama sila. Prakticki isti primjer je prikazan
i za silu H na slici 3-1d. Rotacija teziSta rubnog presjeka je potrebna za odredivanje momenta

u upetom spoju (Werner, 2008.).
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JednadZbe ravnoteZe za rjeSavanje sila Vi H te momenta M:

1)
S-V+8-F=0
V=F (3-2)
2)
—§-H—6-P=0
H=P (3-3)
3)

-M-9+F-¢p-a+K-¢=0
M=F-a—-K (3-4)

Na sljede¢im skicama su prikazani mehanizmi koji za traZzeno djelovanje omogucuju

odgovarajuce polje virtualnog pomaka.
W
a) b) c)

RES

Slika 3-2 Mehanizmi polja virtualnog pomaka (Werner, 2008.)

Slika 3-2a prikazuje mehanizam koji omogucuje rad sile V, slika 3-2b rad sile H te 3-2c rad
momenta M. Ovakvi nacini odredivanja stanja pomaka su pogodni jer iz njih proizlaze izrazi u
kojima je samo jedna nepoznanica. Za odredivanje djelovanja u krutom spoju konzole mogu se
odabrati bilo koja tri nezavisna stanja pomaka. Primjeri za takva tri stanja su prikazana na slici
3-3.

Slika 3-3 Prikazi tri nezavisna stanja pomaka (Werner, 2008.)

12



Kada bismo izjednacili izraze za rad s nulom, dobili bismo tri jednadzbe koje ne bi bile
nezavisne (u prvoj i drugoj se pojavljuju veli¢ine Vi H, au tre¢oj V i M). Naravno, te jednadzbe
se mogu rijesiti preko sustava jednadzbi, ali nam to ne bi bilo jednostavnije od uobicajenih
jednadzbi ravnoteze. Ovakve, na odredeni naCin neprakticne, jednadzbe mogu posluziti kao
svojevrsna kontrola dobivenih rjeSenja. Mozemo povuci usporedbu s postavljanjem standardnih
uvjeta ravnoteze jer bi se povoljnim izborom osi projekcija i to¢aka redukcije mogle dobiti i

jednostavnije jednadzbe za rjeSavanje (Werner, 2008.).

Kada se koriste virtualni pomaci moguce je koristenje odgovarajuceg broja translacija i rotacija.
U sluc¢aju konzole su uvedene dvije translacije 1 rotacija, dok je u slucaju grede nesto drugaciji
rotacije. Uvjeti za tu mogucnost su da se na istom pravcu ne smiju nalaziti 3 tocke redukecije,

kao i da se sredista tih rotacija ne smiju biti na istom pravcu (Werner, 2008.).

Slika 3-4 Prikaz tri rotacije te spajanje tijela s podlogom (Werner, 2008.)

Slike 3-4a, 3-4b i 3-4c prikazuju 3 rotacije preko kojih se odreduju podaci o silama, tj. o
momentima. JednadZzbe koje smo dobili su jednake sumama momenata koje su postavljene na
srediSte rotacije. Nacin spajanja tijela s podlogom pri kojem su tri rotacije pogodne za nezavisno

odredivanje sila u Stapu su prikazane na slici  3-4d  (Werner, 2008.).

13



Takoder, uz pomo¢ principa virtualnog pomaka moze se odrediti i unutarnje sile Stapne
konstrukcije. U tom slucaju, osim vanjskog opterec¢enja, rad vrs$i samo jedna unutarnja sila:
moment savijanja (My), popre¢na sila (T) ili uzduzna sila (Nx) preko kojih se odreduju polja
pomaka (Werner, 2008.).

M M AT

S -

Slika 3-5 Virtualni pomaci kod unutarnjih sila (Werner, 2008.)

U prvom redu slike 3-5 je prikazana konzola s po jednim tipom unutarnje sile, dok se ispod
svake nalazi pripadajuéi virtualni pomak. U posljednjem redu se mogu zamisliti mehanizmi
kroz koje se moze dobiti trazeno polje pomaka. U sljedeCem poglavlju, bit ¢e prikazan

konkretan proracun Stapne konstrukcije na primjeru jednostavne grede koje je neSto sloZenije
(Werner, 2008.).

14



4. PRORACUN GREDE NA PRINCIPU VIRTUALNOG RADA

Za primjer proracuna je odabrana jednostavna greda, duljine 1, optere¢ena s dvije koncentrirane
sile istog intenziteta, s dodatkom da je sila F1 nagnuta pod kutom a. Sve skice u zadatku su
izradene u programu Autocad te u internetskom programu beamguru.com (BEAMGURU,
2020).

Slika 4-1 Jednostavna greda

U zadatku se najprije zapoc€inje s izracunom reaktivnih sila u lezajima — Ra (koja je sastavljena

od sila RaH i RaV te od sile Rg.

FV F,

F.H
R,H . Ne

[ (m)

Slika 4-2 Prikaz reaktivnih sila

15



Proracun reaktivnih sila

Uvodenjem primjerenog virtualnog pomaka, mozemo napraviti skice po kojima ¢emo odrediti
reaktivne sile. Ako nestane rad sila na virtualnom pomaku, kazemo da je sustav (u ovom

slucaju, greda) u ravnotezi.

FV F,
‘5 l
RaH ﬁ FH .
RaV a , b s c e
m

Slika 4-3 Shematski prikaz za proracun sile RaH

1.) Proracun sile Ra\H:

R,H = F,H (4-1)

Slika 4-4 Shematski prikaz za proracun sile RaV

2.) Proralun sile RV

RyWV:-l-o—FV-(b+tc)-¢og—F,-c-¢=0

F1V-(b+c)+F,-c

R,V = :

(4-2)

16



Ar

i I(m)

Slika 4-5 Shematski prikaz za proracun sile Rg

3.) Proracun sile Rg:

Rg:l-¢op—FV-a-¢p—F,-(a+b)-¢=0

RB — F1V-a+Fl'2-(a+b) (4_3)

Proracun unutarnjih sila — uzduzna sila N

fim)

Slika 4-6 Shematski prikaz proracuna uzduznih sila N

U ovom primjeru javlja se uzduzna sila jedino u karakteristicnoj tocki djelovanja koncentrirane

sile F1 (s obzirom da djeluje pod kutom) te je nakon toga njen iznos jednak nuli.
N1'6_F1H'5=0 N2'5=0

Nl = F]_H (4'4) NZ == 0 (4'5)

17



Proracun poprecnih sila Tz

Slika 4-7 Shematski prikaz proracuna poprecnih sila na karakteristicnoj tocki 1

Ty l-op—FV-(b+c)-p—F,-c-¢ =0

_ F1V'(b+C)+F2'C

In .

> R,V (4-6)

T'=Ty=Tyl-9—FV-(b+c) ¢—F,-c-¢=0

_ F1V'(b+C)+F2'C

T, ]

>R,V (4-7)

FiV(b+c)@+Fce  FV:0ig@

T =R\ —FV = ” o

_ FRV{(b+c)+Fc FV-(a+b+c)
- l l

_ —a'F1V+F2'C _
SLAAL (4-8)
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Slika 4-8 Shematski prikaz proracuna poprecnih sila u karakteristi¢noj tocki 2

—a-F1V+F2-c

T3 =Tf = l (4-9)
—a-FiV-@+Fyc@ Fp-l-
T = Td. Fp = 1T ce I 4
lo L
_—a-FV+F'c F-(atb+c)
- l l
—F1V ra— Fz . (a+b)
= ; = -Rp (4-10)
Te=-Rs (4-11)
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Proracun momenata savijanja My

Slika 4-9 Shematski prikaz proracuna momenta savijanja U karakteristi¢noj tocki 1

MA:O

Mi-@o+Mi-Yp—FiV-pa—-F2-¢y-(a+b)=0
Mi-¢@+ M- T—Flv pa— FZ'— (a+b)=0
M1+ Mz - —_F1V a+ F2 -— (a+b)

at+b+c
My - - =F1iV-a+F2- — (a+b)
Mi=2Z5 [(FWV-a+Fz2 -——-(a+D)]

Slika 4-10 Shematski prikaz proratuna momenta savijanja U karakteristi¢noj tocki 2

(4-12)

(4-13)
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My-p+Mo-p—FiV-pa—F-¢p-(a+b)=0

My +Mz - “2 —F1V-a—-Fz-(a+b) =0

M2 -a+b+C:F1V'a+F2.(a+b)
Mz =Z[(F1V - a+F2* (a + b)] (4-14)
Mg=0 (4-15)

Dijagrami unutarnjih sila — dijagram uzduZnih sila N

® +

A A
Slika 4-11 Prikaz dijagrama uzduznih sila N
Dijagram poprecnih sila T
N A~ ]
+® .
A v T é

Slika 4-12 Prikaz dijagrama poprec¢nih sila T,

Dijagram momenata savijanja My

Slika 4-13 Prikaz dijagrama momenata savijanja M,,
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5. ZAKLJUCAK

Virtualni rad nam, pomo¢u uvodenja virtualnog pomaka ili virtualnih sila, omoguc¢ava drugaciji
nacin proracuna ravnoteza u sustavima. U ovom radu je, kroz objasnjenje pojmova poput
mehanickog rada, potencijalne energije, Stapne konstrukcije, virtualnog pomaka, odnosa
virtualnog rada s reaktivnim i vanjskim silama 1 sl., prikazan jednostavan nacin racunanja

ovakvog principa.

Virtualni pomak je, po svojoj definiciji, zamisljeni, mali te vremenski neovisni pomak sustava.
Apsolutno je nuzno da je malen, da sile ne bi mijenjale svoj pravac. Broj virtualnih pomaka je
mogu¢ onoliko koliko stupnjeva slobode ima zadani sustav. Tako mozemo izraziti pomake svih

tocaka sustava. Virtualni rad sile je naziv rada sile kada se uvede virtualni pomak tijela.

Postupak zapocinje s pretvaranjem sustava u mehanizam koji mijenja svoj oblik virtualnim
pomakom. Crtanjem sheme pomaka, mozemo to¢no odrediti silu koju trazimo te izracunati njen
iznos, ako se pretpostave teoremi o virtualnim pomacima. Teorem o virtualnim pomacima glasi:
ako se tijelo pod odredenim sustavom sila nalazi u ravnoteZzi, tada je rad vanjskih sila na
virtualnim pomacima jednak radu unutarnjih sila; dok je teorem o virtualnim silama: ako polja
pomaka i deformacija konstrukcije zadovoljavaju sve kinematicke uvjete, onda je rad po volji
odabranih vanjskih virtualnih sila na stvarnim poljima pomaka jednak radu unutarnjih

virtualnih sila na infinitezimalnim prirastima tih polja.

Princip virtualnog rada je koristan kod sloZenih sustava gdje nam nije prakti¢no rjeSavati 6
jednadzbi po svakom tijelu sustava. Njegova najceS¢a uporaba i jest kod odredenih vecih

mehanizama gdje se mnogo lakse dode do trazenih nepoznanica.
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