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Radionica ,Plohe od sapunice”

Ivana Filipan} Ema Jurkin! Zeljka Milin Sipus} Ljiljana
Primorac Gajci¢

Sazetak

U radu je opisana radionica pod nazivom , Plohe od sapunice” koja
je odrzana na Rudarsko-geolosko-naftnom fakultetu u Zagrebu u sklo-
pu projekta Vecer matematike 2021. Na radionici su promatrani, te mate-
maticki opisani mjehuric¢i i plohe od sapunice. Dobiveni oblici se mogu
shvatiti kao rjeSenja izoperimetrijskog problema, tj. problema odredi-
vanja plohe najmanje povrsine sa zadanim rubom, odnosno odrediva-
nja zatvorene plohe najmanje povrsine koja omeduje zadani volumen.
Na radionici je promatran i specijalan slucaj izoperimetrijskog pro-
blema — Steinerov problem, tj. problem pronalaska najkraceg puta iz-
medu razli¢itih to¢aka u ravnini i prostoru. Sudionici radionice su po-
mocu pribora i sapunice pronalazili rjeSenja predstavljenih problema
te dobivali poznate minimalne plohe kao $to su katenoid, helikoid, te
Scherkova ploha.

Kljuéne rijeéi: plohe od sapunice, izoperimetrijski problem, Steinerov pro-
blem
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Ivana FiLipan, Ema JurkiN, ZELJKA MiLIN Sipus, LiiijaNa Primorac Gajcic

Workshop “Soap film surfaces”

Abstract

In this work we present the workshop "Soap film surfaces" that was
organized at the Faculty of Mining, Geology and Petroleum Engine-
ering in Zagreb as a part of the project Mathematical evening 2021. At
this workshop, soap films and soap bubbles were analyzed and mat-
hematically described. Obtained forms can be considered as solutions
to an isoperimetric problem, i.e. problem of finding a surface of the lar-
gest possible area whose boundaries are prescribed, respectively fin-
ding a closed surface of the smallest possible area whose volume is
prescribed. Another special type of isoperimetric problem is also con-
sidered — the Steiner problem, i.e. problem of finding the shortest path
between points in the plane or space. Participants of the workshop
were able to find solutions to the presented problems by using the gi-
ven equipment and soap water, and they obtained famous minimal
surfaces such as catenoid, helicoid, the Scherk surface and other.

Keywords: soap film surfaces, isoperimetric problem, Steiner problem
1 Uvod

Jedan od osnovnih zadataka matematickog obrazovanja koje susre¢emo jo3
od najranijeg $kolovanja su problemi s ekstremima. Ve¢ u osnovnoj skoli
ucenicima se mogu zadati zadaci poput:
Odredite dva prirodna broja kojima je zbroj 8, a umnoZak najveci mogué.

U ovom radu proucit éemo specijalne izoperimetrijske probleme za plohe,
te Steinerov problem. Izoperimetrijski problem za krivulje sastoji se u tome
da se od svih likova zadanog opsega nade onaj, koji ima najvecu povrsinu,
odnosno pitamo se koja glatka jednostavno zatvorena krivulja zadanog op-
sega omeduje maksimalnu povrsinu? RjeSenje ovoga problema nazvano je
prema kraljici Dido. Dido je bila kéi kralja Tyre i prema legendi ona je na
vrlo domisljat na¢in osnovala Kartagu. Kada je 814. godine prije Krista sti-
gla na obale Tunisa, zatraZila je komad zemlje. Odgovor na njezin zahtjev
bio je da ¢e dobiti onoliko zemlje koliko moze obuhvatiti koZom jednog
bika. Kraljica je bikovu kozu izrezala na uske trake, te ih polagala na zem-
lju jednu do druge i tim trakama opisala krug, dobivsi na taj na¢in najveci
mogudéi komad zemlje. RjeSenje problema matematicki je dano sljedeé¢im
teoremom:
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Teorem 1.1 (Izoperimetrijska nejednakost). Neka je c jednostavno zatvorena
krivulja, 1(c) njezina duljina, A(int(c)) povrsina njezine unutrasnjosti. Tada je

Aint(c)) < %1@)2,

pri emu jednakost vrijedi ako i samo ako je c kruZnica.

Primjeri zadataka kakvi se mogu susresti u srednjoskolskom obrazovanju
vezani za izoperimetrijski problem su:

Na velikom polju treba odrediti granice livade pravokutnog oblika kojoj ce opseg
biti 400 m, a povrsina maksimalna.

Na velikom polju treba odrediti granice livade pravokutnog oblika zadane povr-
gine od 100 m? i minimalnog opsega.

Ovakvi problemi se tada rjeSavaju primjenom diferencijalnog ra¢una, od-
nosno primjenom derivacija funkcije jedne varijable.

Jo$ jedan primjer problema s ekstremima je Steinerov problem, odnosno

problem pronalaska najkrac¢eg puta izmedu razlic¢itih tocaka u ravnini i
prostoru. Takav problem odnosi se na zadatke poput:

Cetiri kuce su smjestene u vrhove kvadrata duljine stranice 1km. Susjedi Zele
spojiti svoje kuce cestom najkrace duljine (vidi sliku[I|lijevo). Koja je to cesta?

J—,  fO A Je

ity +
1 ' T |
H I
H I
H I

Slika 1. Slika lijevo: Koja je najkraca cesta izmedu kuca?
Slika desno: Najkraca cesta izmedu kuca iznosi 1+ /3 ~ 2.7.

i '
i '
i '
\ '
- -

Nekoliko moguéih povezivanja prikazana su na slici [2} a rjeSenje pro-
blema nalazi se na slici [lf desno. Steinerov problem predstavlja ozbiljan
optimizacijski problem i odredivanje njegovog rjeSenja je zahtjevan postu-
pak, ali kako ¢e biti pokazano u nastavku, uz pomo¢ sapunice, mozemo
vrlo brzo doéi do rjeSenja.
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Slika 2. Redom duljine ceste s lijeva na desno su: 3, 3,2+ V2 ~ 341,
2v/2 ~ 2.83

B
2

1.1 Plohe konstantne srednje zakrivljenosti

Promotrimo sad izoperimetrijski problem u prostoru. U tu svrhu najprije
spomenimo pojam ploha konstantne srednje zakrivljenosti. Prvi zapisi u
kojima se pocinje razvijati teorija takvih ploha pojavljuju se u 18. stoljecu.
Od tada pa sve do danas plohe konstantne srednje zakrivljenosti vazna
su klasa ploha i intenzivno podrudje istrazivanja u klasi¢noj diferencijal-
noj geometriji. Kako je za matematicko definiranje ovakvih ploha potrebno
poznavati osnove diferencijalne geometrije, ovdje izostavljamo njihovu ma-
tematicku definiciju te predstavljamo samo njihovu fizikalnu interpreta-
ciju. Takve plohe dijjelimo na dvije temeljne potklase tzv. minimalne i cmc
(eng. constant mean curvature) plohe (plohe konstantne srednje zakriv-
ljenosti). Obje se potklase realiziraju kao lokalna rjeSenja izoperimetrij-
skih problema, minimalne plohe kao plohe najmanje povrsine sa zadanim
rubom, a cmc plohe kao plohe najmanje povrsine zadanog volumena. U
prirodi se rjeSenja ovakvih problema realiziraju kao plohe od sapunice,
tzv. soap films i soap bubbles. Temeljna svojstva tih ploha opisane su u mono-
grafijama, primjerice Hopfa, Lopeza, Nietzschea i Ossermana (vidi popis
citirane literature pod [[1, 2,13, 4]).

2 Vise o radionici ,Plohe od sapunice”

Na Rudarsko-geolosko-naftnom fakultetu u Zagrebu u sklopu projekta Ve-
Cer matematike 2021. koju organizira Hrvatsko matematicko drustvo, 2. pro-
sinca odrzana je radionica pod nazivom ,,Plohe od sapunice” koju su orga-
nizirale prof. dr. sc. Zeljka Milin Sipus, izv. prof. dr. sc. Ema Jurkin, doc. dr. sc.
Ljiljana Primorac Gaj¢i¢ i dr. sc. Ivana Filipan. Potreban pribor za radionicu
prikazan je na slici
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Slika 3. Potreban pribor

Za radionicu su pripremljena tri radna centra (vidi sliku [ s razlici-
tim zadacima. U prvom radnom centru (slika [ lijevo) cilj je bio kreirati
poznatu Scherkovu plohu te njene generalizacije i rjeSenje Steinerovog pro-
blema u prostoru, tj. problema pronalaska najkraceg puta izmedu razlicitih
to¢aka u prostoru. U drugom radnom centru (slika [fsredina) promatrao
se Steinerov problem u ravnini, tj. problem pronalaska najkraeg puta iz-
medu razli¢itih to¢aka u ravnini, a u treéem radnom centru (slika[d]desno)
cilj je bio kreirati plohe od raznih Zi¢anih modela, pri ¢emu su dobivane
poznate minimalne plohe, poput helikoida i katenoida.

Slika 4. Radni centri

Na pocetku radionice autori su odrzali kratku prezentaciju kojom su su-
dionike uveli u problematiku te postavili probleme koje bi sudionici trebali
rijeSiti promatraju¢i dobivene plohe od sapunice. Postavljeni su sljedeci
problemi:

o odrediti plohe najmanje povrsine sa zadanim rubom, tj. krivuljom,
o odrediti zatvorene plohe najmanje povrsine koje omeduju zadani vo-
lumen, odnosno zadana dva odvojena volumena.

U nastavku su navedeni neki primjeri ploha koje su dobivene, te su na-
vedeni i njihovi matematicki opisi.
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3 Primjeri dobivenih ploha
3.1 Katenoid

Katenoid je rotacijska ploha, tj. ploha koja nastaje rotacijom krivulje (lanca-
nice) ¢(v) = (acosh (2),0,v) oko z-osi (vidi sliku 5| gore). Parametarska
jednadZzba katenoida je

x(u,v) = (a cos u cosh(g),a sinu cosh(g),v) , a€R\{0}.
Katenoid je jedina minimalna rotacijska ploha, tj. jedino rjeSenje izoperime-
trijskog problema koje moZemo dobiti rotacijom neke krivulje. Na slici 5]

dolje prikazani su katenoidi kreirani od sapunice.

Os rotacije

C

lan¢anica

Slika 5. Katenoidi

3.2 Helikoid

Helikoid nastaje istovremenom translacijom i rotacijom pravca (tzv. zavoj-
nim (helikoidnim gibanjem)) oko fiksnog pravca na kojeg je okomit, pri éemu
je brzina translacije proporcionalna brzini rotacije (vidi slikulf|gore). Kako
helikoid nastaje gibanjem pravca duz krivulje (odnosno u ovom slucaju
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duz pravca) nazivamo ga pravéastom plohom. Njegova parametarska jed-
nadzba je

x(u,v) = (vcosu,vsinu,bu), a >0, b € R\{0}.

Helikoid je jedina prav¢asta minimalna ploha. Na slici [p| prikazano je nas-
tajanje helikoida i helikoid kreiran od sapunice.

Slika 6. Helikoidi

3.3 Scherkova minimalna ploha

Scherkova ploha je dobila ime po njemackom matemati¢aru Heinrichu Fer-
dinandu Scherku koji ju je otkrio 1834. godine. Scherkove minimalne plohe
su prve minimalne plohe otkrivene nakon katenoida i helikoida i zapravo
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se ne radi o0 samo jednoj plohi, nego o cijeloj familiji ploha. Prva Scherkova
minimalna ploha dana je parametarskom jednadzbom

1 cos au
= ~1 .
x(u,0) (u, o (cosav))

Na slici[7] prikazana je Scherkova ploha i njene generalizacije.

Slika 7. Scherkova ploha i njene generalizacije

3.4 Steinerov problem

Steinerov problem je klasi¢an matematicki problem kojim se niz matema-
ticara bavio jo$ od 17. stolje¢a. Problem se sastoji u odredivanju toc¢aka u
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ravnini zadanog mnogokuta tako da zbroj udaljenosti tocaka od vrhova
mnogokuta bude najmanji mogu¢ (slika|g)).

Slika 8. Steinerov problem za stranice mnogokuta duljine 1 su redom L ~
1.732, L ~2.732, L ~ 3.891

Na slicif|prikazano je rjeSenje Steinerovog problema uz pomo¢ sapunice.
Koliko je rjeSenje uz pomo¢ sapunice to¢no moze se jednostavno provjeriti
usporedimo li sredinu slike [J]i rjeSenje problema najkraceg puta izmedu
kuca na slici[lldesno.

Slika 9. RjeSenje Steinerov problem od sapunice

Na slici[l0|prikazan je najkradi put izmedu najvecih gradova u Hrvatskoj:
Osijeka, Varazdina, Zagreba, Rijeke, Zadra, Splita i Dubrovnika.

Steinerov problem u prostoru sastoji se u odredivanju najkraceg puta iz-
medu razli¢iti to¢aka u prostoru. Na slici ] prikazano je rjeSenje Steinero-
vog problem u prostoru uz pomo¢ sapunice.

Na odrzanoj radionici, sudionici su se bez sumnje i zabavili, $to je vidljivo
na slici
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Slika 12. ,Trampolin’, ,tenis’ i jos jedan primjer plohe od sapunice
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