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Poucak 80

Primjene matrica reda 2 u
rjeSavanju problema rotacija u ravnini

Ivana PLESE' 1 RAJNA RajI¢?

Sazetak. Pomocu matrica reda 2 mogu se opisati razne geometrijske transfor-
macije ravnine, medu kojima vazno mjesto pripada rotaciji oko tocke za dani kut.
U ovom ¢lanku na nekoliko ¢emo primjera ilustrirati primjene matrica reda 2 u rje-
$avanju problema rotacija u ravnini.

Rotacija u ravnini oko tocke S za kut ¢ preslikavanje je koje tocku T preslikava u
tocku T tako da je |ST| = |ST’| i LTST'=¢ Ako se rotacija odvija u smjeru suprot-
nom od smjera kretanja kazaljke na satu, kazemo da je rije¢ o rotaciji u pozitivnom
smjeru. Ako se rotacija odvija u smjeru kretanja kazaljke na satu, onda je to rotacija
u negativnom smjeru.

T S T

P
S T T
Slika 1: Rotacija oko tocke S za kut ¢ u pozitivnom smjeru (lijevo)
i u negativnom smjeru (desno)

Neka je u ravnini R* dan pravokutni koordinatni sustav s ishodistem u tocki O.
Ozna¢imo s i jedini¢ni vektor u pozitivnom smjeru osi x, a s j jedini¢ni vektor u
pozitivnom smjeru osi y. Svaka to¢ka T (a,b) ravnine R? moze se poistovjetiti s vek-

L L a
torom polozaja te tocke, a to je OT =ai +bj. Vektor ai +bj zapisujemo kao b] .
a

Uz tu identifikaciju, to¢ku (a, b) ravnine R* zapisujemo kao vektor bl

'Tvana Plese, Prirodoslovno-matematicki fakultet - Matematicki odsjek, Sveuciliste u Zagrebu
“Rajna Raji¢, Rudarsko-geolosko-naftni fakultet, Sveuiliste u Zagrebu
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PRIMJENE MATRICA REDA 2...
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Slika 2. Vektor polozaja tocke T

Promatramo sada rotaciju u ravnini R? oko ishodista O za kut ¢ u pozitivnom
smjeru. Ako je dana tocka T(x, y), nadimo koordinate tocke T'(x', y') u koju ée se
pri ovoj rotaciji preslikati tocka T. Oznacimo s a kut koji vektor polozaja OT totke T
zatvara s pozitivnim dijelom osi x. Tada je a +¢ kut koji vektor polozaja OT" totke
T’ zatvara s pozitivnim dijelom osi x. Neka je r = ‘ﬁ‘ = ‘W‘ . Tada vrijedi

y=rsina, x'=rcos(a+¢), y' =rsin(a+p).

X=rcosa,
VA
, T
y
y T
7=|0T|
P

a »

(0] x' X x

Slika 3. Tocka T slika je tocke T pri rotaciji oko ishodista O za kut ¢ u pozitivnom smjeru

Koriste¢i adicijske teoreme dobivamo
x'= rcos(a+<p) =r(cosacosp—sinasinp)=xcosp— ysiny,

y’=rsin(a+<p)=r(sinacos<p+cosasin<p)=xsin<p+ycos<p.
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Uocimo da se dobivene relacije mogu krace zapisati u matricnom obliku kao

| —sineg || x
| |sing cosp ||y
—sing
cos ¢

nazivamo matricom rotacije oko ishodista O za kut ¢ u pozitivnom smjeru.

X

;

cos ¢

Matricu
cos ¢

7 |sing

Prema tome, rotacija ravnine oko ishodista O za kut ¢ u pozitivhom smjeru je
preslikavanje s R u R* zadano s 4 — R ui.
Primijetimo da je
—sing || 0
cos ¢ :Hl} |:

2 ) e )

tj. prvi stupac matrice R_slika je vektora i (odnosno tocke (1,0) ), dok je drugi stu-
pac matrice R slika vektora j (odnosno tocke (0,1)).

cos¢ —sing cos ¢

R,i

singp  cos¢ sin ¢

Rotacija je linearno preslikavanje, u smislu da za svaka dva vektora @ i b i svaki
realni broj ¢ vrijede sljedeca svojstva:
R, (i+b)=R,a+R b, R (ti)=(Rd,
pri ¢emu prvo svojstvo nazivamo aditivnost, a drugo homogenost. Oba se svojstva
mogu geometrijski interpretirati.

Aditivnost: Ako su tocke O, A, C, B vrhovi paralelograma koji se pri rotaciji oko
tocke O za dani kut preslikaju u tocke O, A’, C’, B’redom, tada je cetverokut OA’ C' B’
takoder paralelogram.

Homogenost: Ako su tocke O, A, B kolinearne (tj. leze na istom pravcu), pri

cemu je OB=10A za neki realni broj t, te ako se pri rotaciji oko tocke O za dani
kut tocka A preslika u A’, a B u B’, onda su i tocke O, A’, B” kolinearne, pri ¢emu je

OB'=t0A".

y“ y‘k A
C' A' R«,(a)
N C B;
R(a)| B R, (ta)
R B A
R, (a+b) pla+h v
% A B 4= (@)
Bog—_\ a > £>"13 = OB o
R,(B) O X 0 x

Slika 4. Rotacija je aditivno preslikavanje (lijevo) i homogeno preslikavanje (desno)
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Rotiramo li toc¢ku oko ishodista O u pozitivnom smjeru najprije za kut ¢, a zatim
za kut ¢, tada se takva kompozicija rotacija opisuje umnoskom odgovarajucih matri-

ca rotacija, tj. vrijedi
R,y =R,R,
Rotacija tocke oko ishodista O za kut ¢ u negativnom smjeru opisuje se matri-
com R_ . Jasno je daje
R,R_, =1,

10
.. _ T . . . s e 1: p—1 _
gdjejel = {0 1} jedini¢na matrica. Stoga je matricaR regularnaivrijedi R," =R_ .

Napomena. Osnove matri¢ne teorije mogu se pronaci u npr. [1,2]. Za detaljniju
diskusiju o mnogim vaznim temama vezanima uz matrice reda 2 te o njihovim pri-
mjenama u ravninskoj geometriji zainteresiranog ¢itatelja upuc¢ujemo na [3].

Sada ¢emo na nekoliko primjera ilustrirati primjenu matri¢nog zapisa rotacije u
rjesavanju problema rotacija u ravnini.

Primjer 1. Zadane su tocke A (3, 0) i B (1, 2). Nadite sliku nastalu rotacijom
duzine AB oko ishodista za kut od 30° u pozitivnom smjeru.

Rjesenje. Kako je ¢ = 30°, odgovarajuc¢a matrica rotacije je

NEREES
R—R c0s30° —sin30° )
T 6in30°  c0s30° | [ 1 A3

2 2

Pogledajmo kamo ce se preslikati rubne tocke duzine AB. Da bismo odredili sli-
ku A’ tocke A pri ovoj rotaciji, potrebno je pomnoziti matricu R s vektorom polozaja

— |3
OA ={ } tocke A. Dobije se
! 33

ox=r(od)=| 2 2|[*]-| 2

Bllo

1 3
2 2 2

33 3

pa se A preslika u tocku A’ 7’5) Sli¢no, sliku B” tocke B dobivamo mnozenjem

— |1
matrice R s vektorom polozaja OB = |:2:| tocke B. Dakle,
&) [
2
1
2

OB'=R(0OB)=
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V3

1
pa se B preslika u tocku B' (7— 1,5 + 3).
Koriste¢i linearnost rotacije dobije se
R(AB) =R(AC+0B)=R(0B-0A)=R(0B)-R(0A)
=0B'—0A'=A'0+0B'=A'B’.
Prema tome, zadanom rotacijom duzina AB preslika se na duzinu A’B’.

Primjer 2. Nadite sliku nastalu rotacijom pravca y = 2x - 1 oko ishodista za kut
od 45° u pozitivnom smjeru.

Rjesenje. Jednadzbu pravca y = 2x — 1 zapisat ¢emo u parametarskom obliku
x=t
, tER.
y=2t—1
Kutu ¢ = 45° odgovara matrica rotacije
V2 2

R R cos45° —sin45° 7 5
TS T 6ind5° cosd5° | NN

2 2

Pogledajmo kamo ce se pri ovoj rotaciji preslikati proizvoljna tocka T, (£, 2¢ - 1)

zadanoga pravca. Vrijedi
f f 2, 2

0T, '=R(OT; )= N E A
N CE R PR
2 2 2 2
paje T, \/J g % —g) slika tocke T. Prema tome, zadani se pravac

preslikava na pravac ¢ije parametarske jednadzbe glase

V2,2

x=——

2 2
. tER,
W2 2
y=——t———
2 2

odakle se eliminacijom parametra ¢ dobije y =—3x +2.

Primjer 3. U ravnini su dana tri paralelna pravca y =0,y =k, y = I (k, [ € R\ {0},
k # 1. U ovisnosti o k i [ nadite koordinate vrhova B i C jednakostrani¢nog trokuta
ABC kojemu je vrh A ishodiste koordinatnog sustava, vrh B pripada pravcu y =k, a
vrh C pripada pravcu y = I.
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PRIMJENE MATRICA REDA 2...

Rjesenje. Vrh C dobit ¢emo kao presjek pravca y = [ i pravca q koji nastaje rota-
cijom pravca y = k oko vrha A(0, 0) za kut od 60° u pozitivnom smjeru. Vrh B dobit
¢emo rotacijom tocke C oko A za kut od 60° u negativnom smjeru. Uoc¢imo da ¢e tada
vrh B pripadati pravcu y = k. Osim toga, |AC| =|AB| i ZCAB=60° pa je trokut ABC

jednakostranican.
§Z

i 4

A

Slika 5. Jednakostranicni trokut ABC ¢iji vrhovi leZe na paralelnim pravcima

Koordinate vrhova B i C izra¢unat ¢emo primjenom matrica rotacije. Neka je
B, (t,k), t € R, proizvoljna tocka pravca y = k. Tada je

1
o . cos60° —sin60° || t 2 2 ||t
7 2 2
OB’=R_. (OB, )= -
t 60( t) Lin60° cos60°}[k:| V3 1 {k}
2 2
1 3
—t—ik
3 1
£t+—k
2 2

tj. slika tocke B, pri rotaciji pravca y = k oko vrha A(0, 0) za kut od 60° u pozitivnom

1 3 3 1
smjeru je tocka B/ (Et —gk, gt +Ek] na pravcu q. Kako vrh Clezi na presjeku

pravaca q i y = I, to za parametar t koji odgovara vrhu C vrijedi 71‘ +5k =1, oda-

2 1 1 3 1 2
kle slijedi t =—=I——=k. Stoga apscisa tocke C iznosi —t—£k =—Il-—k.
TN LN

NERENES
1 2
El—ﬁk,l)

negativnom smjeru.

Dakle, C ( . Vrh B dobije se rotacijom tocke C oko A za kut od 60° u
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Imamo

1—

-
5

_) B [ cos (—60°) —sin(—60°)
B | sin (—=60°)  cos(—60°)

1 2 1

2
NERNCA SN
) k

N | — l\)|§|

S — |

2 1
tj. Bl —=I——=k,k |. Lako se provjeri da je
’ (ﬁ N ) PRV

2
|AB|=|AC|=|BC|= T\/kz +1° =K.
3
Primjer 4. Neka je dana duzina AB i to¢ka T u ravnini. To¢ku T rotiramo u po-
zitivnom smjeru za kut od 90° Cetiri puta, i to najprije oko tocke A, zatim oko tocke
B pa ponovo oko A i kona¢no oko B. Pokazite da se nakon izvedenih rotacija tocka T
vratila u pocetnu poziciju.

Rjesenje. Jasno je da bez smanjenja opcenitosti mozemo smatrati da je tocka A

ishodiste koordinatnog sustava u ravnini. Ozna¢imo b = AB, V= AT te neka je
R c0s90° —sin90°| (0 -1
~|sin90°  cos90° | |1 0
matrica rotacije oko tocke A (tj. ishodista) za kut od 90° u pozitivhom smjeru.
T,

Slika 6. Rotacija tocke T uzastopce
oko tocaka A, B, A, B za kut od
2 90° u pozitivnom smjeru
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PRIMJENE MATRICA REDA 2...

Nakon prve rotacije, tocka T preslikat ce se u tocku T takvu da je
v, =AT, = R.

Zatim ce se nakon druge rotacije tocka T preslikati u tocku T, za koju je

;= AT =R(5 ) .
Nakon trece rotacije tocka T, preslikat ce se u tocku T, za koju vrijedi

v; = AT, =Rv,,

a nakon Cetvrte rotacije T, ¢e se preslikati u tocku T, takvu da je

v = AT, =R(v; ~B) +E.
Uocimo da je

v, =Rv,—Rb+b=R*v, —Rb+b=R’v, ~R°b+R*b—Rb+b

=R*%V—Rb+R*b—Rb+b=7+Rb—b—Rb+b =7,

4

bududi daje R* =—I, R® =—R i R* =I. Time smo pokazali da je T, =T, tj. nakon
izvedenih rotacija tocka T vratit ¢e se u pocetnu poziciju.

Napomena. Kada bismo zamijenili poredak rotacija, na nacin da to¢ku T najprije
rotiramo oko tocke A dva puta za kut od 90° u pozitivnom smjeru (Sto znaci za 180°)
te zatim dva puta oko tocke B za kut od 90° u pozitivhom smjeru (to je opet za 180°),
tada bi se tocka T nakon izvedenih rotacija vratila u pocetnu poziciju samo ako je
A = B, tj. ako duzina AB degenerira u tocku. Uvjerite se sami.

Primjer 5. Neka je dan cetverokut ABCD i tocka T u ravnini. Tocku T rotiramo
Cetiri puta, i to najprije oko tocke A za kut od 90° u negativhom smjeru, zatim oko
tocke B za kut od 90° u pozitivnom smjeru, nakon toga oko tocke C za kut od 90°
u negativnom smjeru, te kona¢no oko tocke D za kut od 90° u pozitivnom smjeru.
Pokazite da se nakon izvedenih rotacija tocka T vratila u pocetnu poziciju ako i samo
ako je ABCD paralelogram.

Rjesenje. Kao i u prethodnom primjeru mozemo smatrati da je tocka A ishodiste

koordinatnog sustava u ravnini. Ozna¢imo v = ﬁ b= E, c= R d= E, te
neka je
R c0s90° —sin90° 0 -1
" |sin90°  cos90° | |1 0O

matrica rotacije oko tocke A za kut od 90° u pozitivnom smjeru. Tada je matrica ro-
tacije oko tocke A za kut od 90° u negativnom smjeru jednaka

{cos(—90°) —sin(—90°)}={0 1}:-12.

sin(—90°)  cos(—90°) -1 0
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Slika 7. Rotacije tocke T uzastopce oko tocaka A, B, C, D za kut od 90° redom u negativnom,
pozitivnom, negativnom i pozitivnom smjeru

Nakon izvedenih rotacija tocka T preslikat ¢e se redom u tocke T, T,, T,, T,
takve da vrijedi

Stoga je
v, =Rv,—Rd+d=—-R*v, + R’ +Ré —Rd +d
=—R’y, +Rb—R’b+RC+Ré —Rd+d
=R +R’b—R* +R*C+Rc—Rd +d
=V—Rb+b—¢+Ri—Rd+d
3+(b—c+d)-R(b—c+d).

Odavde vidimo da je Z =17 ako i samo ako je R(I;—E+c§) =b—c+d,atoje
moguce ako i samo ako je b—c+d=0, jer je nul-vektor jedini vektor koji rotacija
preslikava u samog sebe. Prema tome, T, = T ako i samo ako je ¢ = b+d,ato je is-
punjeno to¢no tada kada je cetverokut ABCD paralelogram.
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