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1. UvOD

Nacin prorauna inzenjerskih konstrukcija je takav da realni fizikalni problem
zamjenjujemo matematickim modelom Kkoji je skup nuznih aproksimacija te s njim
uvodimo niz idealiziranih pojednostavljenja (Jaguljnjak Lazarevi¢, 2020).

Jedan od matematickih modela kojeg koristimo je linearni model kojeg mozemo opisati
ovako: ako su relativne duzinske deformacije i kutovi zaokreta pri nekom opterecenju i
dovoljnoj krutosti grede mali prema jedinici, tada deformirani oblik moZemo aproksimirati
nedeformiranim stoga i uvjete ravnoteze mozemo postaviti na nedeformiranom nosacu
(Dvornik, et al., 2020). Navedene pretpostavke nazivamo geometrijskom linearnosti i vrlo
su vazne jer pomocu njih bitno pojednostavljujemo postupke proracuna.

Uz njih mora vrijediti 1 Hookeov zakon ponaSanja koji kao idealizacija priblizno vrijedi
za mala naprezanja i deformacije, a zbog toga §to linearno povezuje naprezanja i
deformacije nazivamo ga materijalnom linearnosti.

Proracuni uz navedene aproksimacije daju dovoljno to¢ne rezultate kod rjeSavanja
vec¢ine praktiénih sluéajeva, primjerice, ako je dopusteni progib oko 1/300 raspona,
odnosno ako su stvarne deformacije oko 0,1% (Dvornik, et al., 2020).

U ovom radu prikazat ¢emo dva jednostavna primjera koja iako pripadaju materijalnoj

linearnosti nije moguce rijesiti uz pretpostavku geometrijske linearnosti.



2.  TEMELJNE PRETPOSTAVKE LINEARNE TEORIJE ELASTICNOSTI

Teorija elasti¢nosti (TE) je dio matemati¢ke fizike u kojem promatramo promjenu
stanja naprezanja i deformacija ¢vrstog elasti¢nog tijela uslijed djelovanja raznih utjecaja
koji mogu biti static¢ki ili dinamicki. Svrha TE je odredivanje naprezanja i deformacija u
svakoj to¢ki konstrukcije radi proracuna koeficijenta sigurnosti, odnosno dimenzioniranja
pojedinih elemenata konstrukcije.

Dvije osnovne pretpostavke na kojima se temelji linearna TE su:

1. Deformacije su relativno male, odnosno postoji linearna veza izmedu
deformacija i derivacija pomaka. To nazivamo geometrijskom linearnosti.

2. Postoji linearna ovisnost izmedu elasticnih deformacija ¢&vrstog tijela i
opterecenja koje prouzrokuje deformacije (Hookeov zakon). To nazivamo
materijalnom linearnosti.

Jo$ jedna bitna pretpostavka koju uvodimo je pojam kontinuuma koji pretpostavlja da
materija ima svojstvo neprekinute sredine. NapusStanje realne CestiCnosti materije i
uvodenje modela kontinuuma omoguéava nam opisivanje fizikalnih pojava pomocu
matematickog aparata (derivacija, integrala, tenzorskog raCuna). Uz pretpostavku o
neprekinutosti uvodimo i odredena svojstva kontinuuma, a to su homogenost i izotropnost
(Kostrenci¢, 1971).

Ako je elasti¢no tijelo homogeno to znaci da ima fizicko-mehanicka svojstva jednaka u
svakoj tocki, a kada kazemo da je izotropno onda to znaci da su mu svojstva u svim
pravcima jednaka (TimoSenko i Gudier, 1962). Svojstva tehni¢kih materijala uglavnom
odstupaju od svojstava koja smo pripisali idealnoj elasti¢noj sredini — modelu. Medutim
dokazano je da deformacije tehni¢kih konstrukcija ne prelaze 1 % stoga i vrijede gore
navedene pretpostavke (Kostrenci¢, 1971).

Posljedica navedenih pretpostavki je ta da uvjete ravnoteze mozemo s dovoljnom
to¢nosti postaviti na nedeformiranom sustavu. Drugim rije¢ima, kod promjene oblika tijela
pri jako malim deformacijama deformirano tijelo izgleda gotovo kao nedeformirano, iz
Cega slijedi da deformacije ne utjeCu na tocnost ravnoteze sila. Takav pristup zovemo
TEORIJOM I|. REDA.

Ako na taj nacin pristupamo inzenjerskim proracunima konstrukcija, rjeSenja
deformacija i naprezanja se razdvajaju u dvije povezane zadace (metoda sila i metoda

pomaka) §to nam znatno pojednostavljuje tijek prora¢una (Herman, 2008).



Osim navedenog u teoriji I. reda mora vrijediti i zakon superpozicije kojim se
dokazuje da je zbroj dvaju ili viSe stanja naprezanja zbog dvaju ili viSe stanja optereéenja
jednak stanju naprezanja uslijed zbroja dvaju ili viSe stanja opterecenja. To pravilo mora
vrijediti i za pomake i za deformacije. Zakon superpozicije vrijedi samo ako izmedu
naprezanja i opterecenja, odnosno pomaka i deformacija postoji linearna ovisnost kao $to

je prikazano na Slika 2-1:

naprezanje /\ naprezanje /\ naprezanje /\

(OF (o)) 0=01*07

o, 0, 0=0.+05
optereéenje opterecenje opterecenje

Slika 2-1. Linearna ovisnost opterecenja 0 i naprezanja o

Takoder moramo napomenuti da vrijedi i St. Venantov princip prema kojem je
raspodjela pomaka i deformacija te naprezanja u pravilu razli¢ita na relativno malim
dijelovima elasti¢nog tijela u blizini mjesta djelovanja sila, promjene geometrije ili mjesta
oslanjanja ako se optere¢enje zamijeni statiCki ekvivalentnim optere¢enjem. No na
dijelovima koji su udaljeni od mjesta na kojima djeluje opterecenje, razlika je mala tako
da se prakticki moze zanemariti.

Zakon superpozicije i St. Venantov princip znatno olakSavaju rjeSavanje problema u
TE, no treba dobro ocijeniti granice unutar kojih se oni mogu primjenjivati (Kostrencic,
1971). U nekim slucajevima opterecenja, iako se radi o zadacama iz podrucja geometrijske
I materijalne linearnosti, ne moZzemo primijeniti zakon superpozicije. To su slucajevi kada

jedno opterecenje utjeCe na stanje naprezanja, deformacija 1 pomaka drugog opterecenja
(Slika 2-2):

P H o H

. %HHHHHHLHHH% 3 Z%HHHLHHHHHH%;

’[L l ’IL ’[L l ’[_L
a) b)

Slika 2-2. Jednostavna greda optereé¢ena popre¢no i uzduzno: a) vlaénom silom b) tlaénom silom



Djelovanje uzduzne vlacne sile smanjuje progib vitke grede u slucaju a) dok u slucaju
b) uzduzna tla¢na sila moze izazvati gubitak elasti¢ne stabilnosti nosaca iako je njezina
vrijednost bitno manja od Eulerove kriti¢ne sile. To znaci da se pri raCunanju deformacije
Stapova pod takvim uvjetima mora uzeti u obzir i utjecaj progiba na moment vanjskih sila,
cak 1 kada su progibi veoma maleni. Tada progib nije vise linearna funkcija sila i ne
mozemo ga dobiti pomocu superpozicije (Timosenko i Gudier, 1962).

U nastavku ¢emo prikazati dva slucaja kada pri proracunu unutarnjih sila ne smijemo
zanemariti nastale male deformacije jer se zbog njih bitno mijenja stanje naprezanja

odnosno uvjeti ravnoteze.

3.  SAVIJANJE UZ ISTODOBNO DJELOVANJE UZDUZNE SILE

Na Slika 3-1 prikazan je Stap sa zglobno spojenim krajevima koji je popre¢no optereéen
koncentriranom silom F i uzduzno pritisnut dvjema jednakim silama S suprotnog smjera.
Ako sila F djeluje u ravnini xz, tada ¢e se savijanje odvijati u istoj toj ravnini (Timosenko i
Gudier, 1962).

Ovdje imamo problem elasti¢ne stabilnosti odnosno problem u kojim se zbog malih
deformacija bitno mijenja stanje naprezanja, Sto znaci da se ne mogu zbrajati odvojeno
odredena stanja naprezanja zbog djelovanja uzduzne sile na Stapu i popreénog opterecenja

na istom Stapu (Kostrenci¢, 1971).

® F

S=RAH S

/ |‘C V4 c /
7 4 7
/
4 7

Slika 3-1. Primjer uzduzno i popre¢no opterecenog Stapa



Tijek proracuna je takav da prvo izracunamo reaktivne i unutarnje sile. Prema teoriji I.
reda jednadzbe ravnoteze postavljamo na nedeformiranom nosacu $to znaci da ne vidimo
utjecaj sile S na moment savijanja M,,. Posto se radi o ravninskom problemu iskoristit

¢emo tri jednadzbe ravnoteze. Prvo raunamo sumu svih sila U smjeru osi x:

DYE =0, (3-1)
Ragy — S =0, (3-2)
Ruy = S. (3-3)

Druga jednadzba ravnoteze koju koristimo kaze da suma svih momenata oko tocke B

mora biti nula;

2) ¥Mp =0, (3-4)

Ryyxl—Fxc=0, (3-5)
Fxc

Ry =—— (3-6)

Treca jednadZba ravnoteze koju postavljamo kaze da suma momenata oko tocke A mora

biti nula:

3) ZMA = 0' (3-7)

Rp*l—Fx+(l—c)=0, (3-8)
Fx*(l-

Rp = # (3-9)

Nakon S$to smo proraunali reaktivne sile, slijedi prora¢un unutarnjih sila koje
odredujemo presijecanjem nosaca zamiSljenim ravninama u karakteristicnim tockama

okomitom na os nosaca i proracunom ravnoteze za zadrzani dio (Slika 3-2):



Rav ® Rg
Z
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Slika 3-2. Presjeci Stapa u karakteristiénim to¢kama

Iz uvjeta ravnoteze zadrzanog djela nosaca proraCunamo intenzitete unutarnjih sila u
karakteristiénim to¢kama, A, 1 i B, pri ¢emu se i ovi uvjeti ravnoteze postavljaju na

nedeformiranom nosacu:

N dijagram: Tz dijagram: My dijagram:
Na=-S Tza = Ryay = % My =0
N1 =-S " _ Fxc?
N ‘ TZL,1:TZ,A:¥ My ,=M,; = F *c —
B—-
D _ mL _ __ Fxc—F+l M ,B:0
TZ,l - TZ,l F= l Y
TZ,B — T£1 — Fxc—Fxl

l

Dijagrami unutarnjih sila izgledaju ovako (Slika 3-3):



® lF
) g Zs
@
RAV RB
ya I-c 2 c 7
b
) N S @ tlak -S
c) Tz @
=
d My
My, @&
Y1

Slika 3-3. Prikaz dijagrama unutarnjih sila: a) slika poloZaja, b) uzduzna sila, ¢) poprecna sila, d) moment
savijanja

Iz momentnog dijagrama (Slika 3-3) pod d) vidimo da imamo dvije funkcije, odnosno
dva pravca i za svaki moramo odrediti jednadzbu. U tocki 1 gdje se spajaju, iz jednadzbi
kontinuiteta, moramo dobiti istu vrijednost momenta.

U presjeku na udaljenosti x trazimo funkciju momenta pa imamo (Slika 3-4):

Ran

oM,

/ X /

d 7

Slika 3-4. Funkcija momenta savijanja za podru¢je 0 <x <I-c

Funkcija momenta savijanja za podru¢je 0 < x < | — ¢, izgleda ovako:

Fc

My, = Ryyx = Tr (3-10)



Ako za x uvrstimo (I-¢) dobivamo:

Fc
My, = T (I —o). (3-11)

Dalje radimo presjek za drugi dio (Slika 3-5):

D |v'y,ll

A /

Slika 3-5. Funkcija momenta savijanja za podruéje 1-c < x <|
Funkcija momenta savijanja za podruéje | — ¢ < x < [, izgleda ovako:

My,II = RAVX - F (x -1+ C) ) (3_12)

ako i ovdje umjesto x uvrstimo (I-c) dobit ¢emo isti izraz kao i za (3-11):

Fc
My, = T (I-o). (3-13)

Primijetimo da u izrazima (3-10) i (3-12) nema utjecaja uzduzne sile na moment
savijanja jer su dobiveni na nedeformiranom nosacu u skladu s teorijom I. reda.
Dalje $to radimo je postavljanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije za dva dijela Stapa
1 to na deformiranom nosacu jer znamo da djelovanje uzduzne tlacne sile 1 za male

deformacije daje neuravnoteZeni moment savijanja kojega treba uzeti u obzir pri proracunu

deformacija (Slika 3-6):



Slika 3-6. Prikaz djelovanja uzduzne tla¢ne sile N na deformirani $tap

Prisjetimo se prvo kako izgleda diferencijalna jednadzba progibne linije Stapa optere¢enog

na Cisto savijanje, odnosno savijanje poprecnim silama:

d’w M,
dax®  EL (3-14)

Koja kaze da je druga derivacija progiba proporcionalna momentu savijanja M, i obrnuto
proporcionalna fleksijskoj krutosti E1,. Za na§ primjer diferencijalna jednadzba progibne

linije za prvi dio Stapa izgleda ovako:

El dZWI _ Fc S
y dxz - l X WI' (3'15)

a za drugi dio Stapa diferencijalna jednadzba progibne linije izgleda ovako:

d? F(l—
Ely W211 __ ( c)
dx l

(I —x) — Swy, (3-16)

gdje je umnozak Sw; odnosno Swj; utjecaj uzduzne sile na progib ostvaren na
deformiranom nosacu.

Oznac¢imo li konstantu oznakom p?:

rjesenja jednadzbi (3-15) i (3-16) mozemo zapisati u ovom obliku prema (Timosenko,
1966):



Fc

w; = Cy cospx + C, sinpx -3

x, (3-17)

F(l-o¢)
Sl

wy; = C3cospx + Cy sinpx — (I —x). (3-18)
Konstante integracije C; — C, dobivamo iz rubnih uvjeta i uvjeta kontinuiteta:

¢+ rubni uvjeti

w; (x=0) =0 - progib u lezaju A jednak je nuli

wy; (X=I) = 0 - progib u lezaju B jednak je nuli

pa konstante C; i C5 iznose:

Cl = 0,
C; = —C, tanpl,

% uvjeti kontinuiteta
w; (X =1-¢) = wy; (X = I-C) - jednaki progibi u tocki 1
w;' (X = 1-c) = wy" (X = I-C) - jednak nagib tangente na progibnu liniju u tocki 1

pa konstante C, i C, iznose:

F sinpc
2= Spsinpl’
Fsinp(l —c¢)
B Sptgpl

4-=

Konac¢na rjeSenja za zadane rubne uvjete i uvjete kontinuiteta glase (TimoSenko, 1966):

_ Fsinpc . Fc_
WIC) = S sinpl P TS (3-19)
Fsinp(l—c) . F(l—c¢)
wy(x) = W sinp(l — x) — T (I —x). (3-20)

Ako pojednostavimo primjer i uzmemo da je c=é odnosno kada koncentrirano

opterecenje F djeluje na sredini raspona grede tada dobivamo maksimalni progib w,,,4x:

10



l FI3 tgu-—u
=)

" 48EI, % B (3-21)
gdje je:
, P2 S
T T TRl

U izrazu (3-21) mnozenik (prvi faktor) daje progib koji bi se javio kad bi imali samo
djelovanje popre¢ne sile F, a mnozitelj (drugi faktor) daje odnos u kojem se taj progib
povecéava uslijed djelovanja uzduzne tlac¢ne sile S. AKO je uzduzna sila S puno manja od
Eulerove kriti¢ne sile F, tada drugi faktor tezi jedinici, a ako je S = Fj, onda tezi u

beskonacnost. Najve¢i moment savijanja U nosac¢u dobivamo iz izraza:

l , Fl tgu
My max (x = E) =—-ElLL,w' = Z_ (3-22)

u
Ovdje takoder vidimo da mnozenik daje progib koji bi se javio ako djeluje samo sila F,
dok je mnozitelj - koeficijent povecanja momenta savijanja M,, uslijed djelovanja sile S. Za
vrlo male vrijednosti broja u ( S << F,.) vrijedi da je tg u = u te je koeficijent poveéanja
jednak jedan, odnosno na maksimalni moment savijanja (3-22) nema utjecaja uzduznih
sila, a ako je S = F, tada je tgu = oo i maksimalni moment savijanja tezi u

beskonagénost.
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4. VON MISSESOVA ELEMENTARNA RESETKA

Zadan je sustav od dva kolinearna stapa optere¢ena koncentriranom silom u ¢voru C
(Slika 4-1):

B C D

N NN
g
)
VY
AR

ICB ICD

Slika 4-1. Von Missesova elementarna resetka
Stapovi su obostrano zglobno spojeni i poznata im je duljina (Ice=lco=I). Prema Slika

4-2 ishodiste koordinatnog sustava postavljamo u ¢vor C kako bi izracunali nepoznate sile

Neg="? ¢ Nep=?

)
A

F+#0 zadano

Slika 4-2. Ravnoteza sila u ¢voru C

1z uvjeta ravnoteze ¢vora C prema teoriji I. reda slijedi:

1YE, =0, (4-1)
Ncp = Nep. 4-2)
)1k =0 (4-3)
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F=0. (4-4)

Vidimo da postavljeni sustav jednadzbi (4-1) i (4-3) nema rjeSenje: vrijednosti
unutarnjih sila Nog i Ngp nisu dobivene prema (4-2), dok je uvjet ravnoteZze po osi y
moguc¢ samo ako je F = 0, (4-4).

Ako graficki pokusamo rijesiti zadani problem dobivamo da se poligon sila ne moze
zatvoriti jer se pravci nepoznanica sijeku u beskonacnosti (Slika 4-3).

a) b)

)

Slika 4-3. Graficko rjeSenje: a) slika polozaja, b) poligon sila

U ovom slu¢aju smo pokazali da postavljanjem jednadzbi ravnoteze na nedeformiranom
modelu ne mozemo dobiti rjeSenje. Zadatak se moze rijesiti samo ako izademo iz okvira
linearne teorije elasti¢nosti i deformacije uzmemo u obzir pa ¢emo jednadzbe ravnoteze

postaviti na deformiranom obliku (Slika 4-4):

Slika 4-4. Deformirani oblik
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Vrijedi:
U'=1+Al, (4-5)

gdje je Al produljenje po Hookeu (materijalna linearnost):

=

Al = . (4-6)

=~
3

Prema Pitagori vrijedi:

' = 1%+ 82, (4-7)

Kut ¢ izmedu deformiranog i nedeformiranog oblika ozna¢avamo sa ¢ pa sinus toga kuta

mozemo izraziti kao:

Oc

JE+az (4-8)

sing =

Radimo ravnotezu ¢vora C' prema Slika 4-5:

NC'B NC'D
X/\&/ o

C |

Slika 4-5. Ravnoteza sila u ¢voru C'

Iz ravnoteze svih sila u smjeru osi x (4-9) dobivamo da su sile N,z | Ng,p iStog

intenziteta (4-10) pa ¢emo u daljnjem prorac¢unu indekse izostaviti i samo pisati N:
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D YE =0, (4-9)
Necg = Neoip = N. (4-10)
Ravnoteza projekcija svih sila U Smjeru osi y daje nam sljedeci izraz:
2)XE =0, (4-11)
F =2Nsing, (4-12)
koji sadrzi dvije nepoznanice: N i ¢ . Da bi dosli do rjeSenja potrebno je uz jednadzbe

ravnoteze provesti i analizu naprezanja i deformacija.

Uzduzna sila N u $tapu prema definiciji (Simi¢, 1992) jednaka je:

N=jadA,

A

(4-13)

gdje je o normalno naprezanje u presjeku A okomitom na os $tapa, pri ¢emu zanemarujemo
promjenu dimenzije popre¢nog presjeka. Ako u izraz (4-13) uvrstimo Hookeov zakon

dobivamo:

szeEdAz cEA

(4-14)
A
gdje je € relativna uzduzna deformacija:
Al =1
&= TS (4-15)
Jednadzbu (4-15) uvrstimo u (4-14):
l'—1 JIE+62 -1

N = E-A=Y—"° _.E -4, (4-16)

[ [
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I (4-17)
6 2
c
N = 1+<T> -1]-E A (4-18)
Prema (4-12) slijedi:
S¢
l
F = 2N ——,
% + 52 (4-19)
lZ
S¢
F=2N—>Lb
5.2 (4-20)
1+ (TC)
2
()
8¢
F =2EA— ) (4-21)
l 52
1+ (%)
F =264 1 !
- T _ﬁ : (4-22)
(%)
Ako uvedemo za odnos pomaka i duljine Stapa oznaku p = % imamo sljedece:
p?
= - = - |— | 4-2
F =2EAp| 1 152 2EA| p 112 (4-23)
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1z (4-23) vidimo nelinearan odnos sile i pomaka pa izraz mozemo pojednostaviti razvitkom

Taylorovog reda :

=p-—+—-+0[l", (4-24)

ograniCit ¢emo se na prva dva c¢lana reda jer ¢emo tako dobiti priblizni odnos sile i

pomaka:
AN
F= (—) EA. (4-25)
Odnos pomaka i sile:
6.=1 |— (4-26)

Za zadano opterecenje F i odabrane dimenzije Stapova dobivamo pomak &, pri ¢emu treba
voditi racuna da se cijeli postupak proracuna odvija u podru¢ju materijalne linearnosti

(Hookeov zakon).
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5. ZAKLJUCAK

Da bismo lakse rijesili probleme pri projektiranju inZzenjerskih konstrukcija uvodimo niz
aproksimacija i pretpostavki. U ovom radu prikazali smo specifi¢ne primjere kod kojih
iako se radi o malim deformacijama i podruc¢ju Hookeovog zakona ne mozemo proracun
provesti prema teoriji 1. reda. Primjenom geometrijske nelinearnosti primjeri su rijeseni te
su dobiveni izrazi za elasti¢nu liniju 1 unutarnje sile.

Nelinearni proracuni neophodni su u svim zada¢ama i problemima stabilnosti te pri

proracunu vise¢ih konstrukcija.
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